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PRÓLOGO

E s t e  l i b r o ,  d i r i g i d o  a  l o s  e s t u d i a n t e s  d e  C O U  y  S e l e c t i v i d a d ,  a b a r c a  

p l e n a m e n t e  e l  p r o g r a m a  o f i c i a l  d e  M a t e m á t i c a s  I d e  C O U ,  a p o r t a n d o  e n  u n  

a p é n d i c e  u n a  s e r i e  d e  d e f i n i c i o n e s  y  f ó r m u l a s  d e  c o m b i n a t o r i a  y  t r i g o n o 

m e t r í a  p l a n a .

C a d a  c a p í t u l o  s e  i n i c i a  c o n  u n  d e n s o  r e s u m e n  p r á c t i c o  d e  l a  t e o r í a  

c o r r e s p o n d i e n t e ,  c o n  n u m e r o s o s  e j e r c i c i o s  y  p r o b l e m a s  d o n d e  s e  a p l i c a n  

d e  m a n e r a  i n m e d i a t a  l o s  c o n c e p t o s  y  f ó r m u l a s  e x p u e s t o s .  A c o n s e j o  a  l o s  

e s t u d i a n t e s  u n a  l e c t u r a  d e t e n i d a  d e  e s t a  p a r t e ,  c o n  e l l o  c o n s e g u i r á  t r e s  

o b j e t i v o s :  E n t e n d e r  s i n  e s f u e r z o  l o s  p r o b l e m a s  q u e  a  c o n t i n u a c i ó n  s e  
r e s u e l v e n ,  e s t a r  c a p a c i t a d o  p a r a  c o n t e s t a r  c u a l q u i e r  c u e s t i ó n  t e ó r i c a  q u e  

s e  le  p r e s e n t e  e n  e l  e x a m e n  y  c o n s e g u i r  u n a  s ó l i d a  b a s e  p a r a  a f r o n t a r  s u s  

e s t u d i o s  u n i v e r s i t a r i o s .

U n a  v e z  e s t u d i a d a  l a  p a r t e  t e ó r i c a  s e  r e s u e l v e  c o n  t o d o  d e t a l l e  u n a  

s e l e c c i ó n  d e  p r o b l e m a s  d e  S e l e c t i v i d a d  p r o p u e s t o s  e n  l o s  ú l t i m o s  a ñ o s  e n  

l a s  d i s t i n t a s  u n i v e r s i d a d e s  e s p a ñ o l a s .  S i  b i e n  a l g u n o s  s o n  d e  f á c i l  

r e s o l u c i ó n ,  o t r o s  p l a n t e a n  g r a n d e s  d i f i c u l t a d e s  a l  e s t u d i a n t e  d e  C O U  q u e  

n o  t i e n e  e x p e r i e n c i a  e n  e s t e  t i p o  d e  p r o b l e m a s .  E s t a  o b r a  a y u d a r á  al  

e s t u d i a n t e  a  r e s o l v e r  c u a l q u i e r  p r o b l e m a  q u e  s e  l e  p r e s e n t e  e n  e l  e x a m e n  

y  l o g r a r  l a  n o t a  q u e  d e s e a  o  n e c e s i t a  p a r a  e s t u d i a r  la c a r r e r a  d e s e a d a .

M i  a g r a d e c i m i e n t o  a  m i  h e r m a n a  L o r e n z a ,  s i n  c u y a  a y u d a  y  c o l a b o r a c i ó n  n o  

h u b i e r a  s i d o  p o s i b l e  e s t e  l i b r o .

E. T é b a r  F lo res
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C A P IT U L O  1

S IS TE M A S  DE ECUACIONES LINEALES 
M E TO D O  DE GAUSS

U n a  e c u a c i ó n  e s  l ineal r e s p e c t o d e  las in c ó g n i t a s  x ,  , x 2 . . . . ,  x n , si se p u e d e  e x p r e s a r  d e  la  f o r m a :

(1 »

s ie n d o  a , . a ? .a ( ( c o e f ic ie n t e s  d e  las i n c ó g n i t a s )  y  k  ( t é r m i n o  in d e p e n d i e n t e  o  c o n $ t a n t e ) e l e m e n -

t o s  c o n o c i d o s  d e  u n  c u e r p o  K .  E n  l o  s u c e s iv o  c o n s id e r a r e m o s  q u e  K  =  R .  c u e r p o  d e  lo s  n ú m e r o s  reales.

( c , . c 2  c o )  G  R n e s  u n a  s o l u c i ó n  d e  la  e c u a c i ó n  ( 1 )  si se v e r i f ic a  q u e

a ,  c ,  +  a 2 c2 +  ••• +  a „  c ft .  b  

R e s o lv e r  u n a  e c u a c ió n  e s  o b t e n e r  t o d a s  sus so lu c io n e s .

L a  e c u a c i ó n  2 x ,  -  5 * 2  +  4 x 3  -  1 1

e s  l i n e a l ,  s i e n d o  13.  1 .  -  3 )  u n a  s o l u c i ó n ,  y a  q u e  2 - 3 - 5 1  +  4  | -  3 )  =  - 1 1

S I S T E M A  D E  E C U A C I O N E S  L I N E A L E S .  S e  l l a m a  a s í  a  u n  c o n j u n t o  d e  e c u a c io n e s  lineales q u e  

d e b e n  ser v e r i f ic a d a s  s im u l t á n e a m e n t e .

E l  s iste m a

x j + a , 2 x 2 +

a 2 i  V  a ? ? x 2 +

l o  n

+ a->~2n n

^ 1 X 1 +  a m 2 X 2

(2 )

s i m b ó l i c a m e n t e : E t -  k,

E , .  k 2

E _  =  k .

es u n  s is te m a  d e  m  e c u a c io n e s  lineales c o n  n  in c ó g n i t a s .

( c , . c 2  c n )  €  R n e s  u n a  s o l u c ió n  d e l  s is te m a  ( 2 )  si las m  e c u a c io n e s  d e  ( 2 )  s o n  v e r i f ic a 

das al s u s t i t u i r  las in c ó g n i t a s  x , .  x 2 , . . . ,  x n , r e s p e c t i v a m e n t e ,  p o r  c , . c 2  c n .

U n a  solución del sistema 3 * ,  -  4 x 2 a  18
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8  S I S T E M A S  D E  E C U A C I O N E S  L I N E A L E S .  M E T O D O  D E  G A U S S

R e so lve r u n  sistema e s  o b t e n e r  todas sus solucio nes.

U n  sistema de e cu a c io n e s  p u e d e  o  n o  te n e r solucio nes. U n  sistema q u e  n o  a d m it e  n in g u n a  so 

l u c ió n  se lla m a  sistema i n c o m p a t ib le .  S i  t iene  a lg u n a  s o lu c ió n  se lla m a  sistema c o m p a t i b l e .  S i  la  solució n  

es ú n ic a  se lla m a  c o m p a t i b l e  d e t e r m in a d o ,  y  si t iene  varias  so lu cio n e s  c o m p a t i b l e  in d e t e r m in a d o .  E n  re  

s u m e n :
j c o m p a t ib le  d e te rm in a d o  (u n a  so la  s o lu c ió n )

S is te m a  c o m p a t ib le  (t ie n e  s o lu c ió n )  {
I c o m p a t ib le  in d e te rm in a d o  (v a n a s  s o lu c io n e s )

S is te m a  in c o m p a t ib le  ( n o  tie n e  s o lu c ió n )

El sistema # x -*• y  a  5 I

V ■  3  I

tiene la solución única x  -  2  . y  -  3 . es. por tanto, compatible determinado.

El sistema 3 x  + y  +  3 /  -  5  I

«  *  y  +  2 /  ■  4 I

es compatible indeterminado, ya que a cada valor distinto de k en- x «  1 -  k .  y  »  3  -  k. i  •» k. corresponde una 

solución distinta del sistema.

El sistema x y  -  3  I

x * y  - 5  I

es incompatible, no tiene solución (restando ambas ecuaciones nos da: 0  -  - 2 .  absurdo).

D o s  sistemas son e q uivalen tes c u a n d o  a m b o s  t ie n e n  las m is m a s  soluciones.

S i  u n a  e c u a c ió n  es c o m b i n a c ió n  lineal d e  o tra s , es d e c ir ,  si resulta d e  su m a rla s  m i e m b r o  a m i e m 

b r o .  p re v ia m e n te  m u lt ip l ic a d a s  p o r  n ú m e r o s  cuale sq u ie ra , se d ic e  q u e  es c o n s e c u e n c ia  de ellas.

En el interna 4 x  +  2 y  * 4

3 x  -  y  . 2  

6 «  +  8 v  -  8

la tercera ecuación ei coniecuencia de lai dot primer av ya que es igual a la primera ecuación multiplicada por 3 . m is  la 

segunda multiplicada por - 2 .

S i  en u n  sistema d e  m  ecuaciones h a y  u n a  e c u a c ió n  q u e  es c o m b i n a c ió n  lineal d e  o tra s , puede 

su p rim irse  y  n o s  qu e d a rá  u n  sistema d e  <m - 1 )  e cu a c io n e s  q u e  es e q u iv a le n te  al a n t e r io r .

El sistema del último eiemplo. como la tercera ecuación * i  combinación lineal de las dos primeras, ei equivalente 

al sistema:
4 x  +  2 y  =  4 j 

3x -  y  =  2  I

E l im i n a r  u n a  in c ó g n ita  en tre  varias  e cu a c io n e s es o b t e n e r  u n a  e c u a c ió n ,  c o n s e c u e n c ia  d e  las a n t e 

riores, y  q u e  n o  c o n t ie n e  d ic h a  in c ó g n ita .

Si en el Sistema 2 x  -  3 y  x - 4

5 x  +  4 y  4- 3* =  6 

4x  —  6 y  -  9 í  =  7

sumónos a la tercera ecuación la primera multiplicada por 3. m is  la segunda multiplicada por 2 . obtendremos la ecua-

a b n  14x —  7 y  ■  31

que es consecuencia de las ecuaciones del sistema y  en la que se ha eliminado la /.

www.FreeLibros.me



S I S T E M A S  D E  E C U A C I O N E S  L I N E A L E S .  M E T O D O  D E  G A U S S  9

T E O R E M A  F U N D A M E N T A L  D E  E Q U I V A L E N C I A :  S i  en u n  sistema d e  ecuaciones sesustitu  

y e  u n a  e c u a c ió n  p o r  el re s u lta d o  d e  s u m a rla  m i e m b r o  a m i e m b r o  ( p r e v ia m e n t e  m u lt i p l i c a d a  p o r  u n  n ú 

m e r o  d i s t i n t o  d e  c e r o )  c o n  o tr a  u  o tra s  e c u a c io n e s  m u lt ip l ic a d a s  p o r  n ú m e r o s  cu a le s q u ie ra ,  resulta un 

sistema e q u iv a le n te  al d a d o .

Si o ,  *  0 ,  son e q uivalen tes lo s  d o s  sistem as siguientes:

E i =  k i

E 2 =  k 2

Em = kr

(3 )

“ l E 1 + a 2 E 2 +  • • ■ + ° m E m =  « 1 k | +  « 2 k2  +

E 2  =  k 2

E _  =  k.

( 4 )

en los q u e  la  p r im e r a  e c u a c ió n  d e  ( 3 )  se ha s u s t i tu id o  p o r  la  ecu a c ió n

° 1 E 1 + a 2 E 2 +  •'  

s iendo a , . c t ~  a  n ú m e r o s  reales.1 < m

k ,  + a ‘> k 0 + ni m 1 1  2 2 + a n kr m r

Si en el sistema 3x +  2 v  +  4 /  a  5 

2 x  +  3 y - 2 7  =  4 

- x  +  4 V - 8 z  =  1

se sustituye la primera ecuación por el resultado de multiplicarla por 4 y  sumarle la segunda multiplicada por -  5 . y  la 

tercera multiplicada p o r  2  se obtiene el sistema

-  y  —  2  z =  2

2 x + 3 y - 2 7 = 4

- X  +  4 y  -  8  7 a  1

que es equivalente al dado.

R E S O L U C I O N  D E  S I S T E M A S  D E  E C U A C I O N E S  L I N E A L E S .  M E T O D O  D E  G A U S S .  E n  el teo 

r e m a  a n te r io r  se f u n d a  el m é t o d o  de Gauss, o  d e  re d u c c ió n ,  para re s o lve r  u n  sistema d e  e cu a c io n e s  li

neales.

Sea el sistema ( 2 ) :  S i  a , , *  0 ,  se deja la p r im e r a  e c u a c ió n  in v a ria b le ,  la segunda e c u a c ió n  se sus

t i t u y e  p o r  la e c u a c ió n  q u e  resulta d e  m u lt ip l ic a r la  p o r  a , , y  s u m a rle  la p r im e r a  e c u a c ió n  m u lt ip l ic a d a  

p o r  —  a 21. la tercera e c u a c ió n  se s u s t i tu y e  p o r  la  e c u a c ió n  q u e  resulta  d e  m u lt ip l ic a r la  p o r  a n  y  su

m a rle  la  p r im e r a  m u lt ip l ic a d a  p o r  —  a 3 1 , y  así suces ivam ente  hasta s u s t i tu i r  la ú l t i m a  e c u a c ió n  p o r la  

q u e  resulta  de m u lt ip l ic a r la  p o r  a , ,  y  s u m a rle  la p r im e r a  m u lt ip l ic a d a  p o r  - a m , . O b t e n d r e m o s  asi' el 

sistema

3 1 1 X 1 a i 2  X2 a i 3 X 3

b 2 2 X 2 +  b 2 3 X 3 +

b32x2 + b33 x3 +

+ ainXn = k, 

+  a2 n Xn =  h 2 

+  a 3 n Xn =  h 3

+  b m n Xn =  h  m

( 5 )

b m 2 X2 +  b m 3 X 3 +

q u e  es e q u iv a le n te  a ( 2 )  y  del q u e  se ha e l im in a d o  la  in c ó g n it a  x ,  e n  las e cu a c io n e s 2 a, 3 a  m \

E n  el sistema ( 5 ) ,  si b 22 *  0 ,  se dejan  invariables las d o s  p r im e ra s  e cu a c io n e s y  se e l im in a ,  c o m o  

a n te r io rm e n te ,  la  in c ó g n ita  x ? en ca d a  u n a  d e  las restantes ecuaciones. S e  o b t e n d r á  u n  siste m a  e q u i 

valente al ( 2 )  d e  la  f o r m a :
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10 S I S T E M A S  D E  E C U A C I O N E S  L I N E A L E S .  M E T O D O  D E  G A U S S

*11 X 1 +  a l 2  X2 +  a i 3  X 3 • i » ’ 1- "  k 1

b 2 2 X2 +  b 2 3 X 3 +  "  +  b 2 « Xo =  h '.

C3 3 X 3 +  C3o X„  =  J;

m  3  3 Cm n Xn =  1,

( 6 )

A s í  se c o n t i n u a  h a s ta  o b t e n e r  u n  siste m a  e n  el q u e  ca d a  e c u a c ió n  t iene u n a  in c ó g n it a  m e n o s  q u e  

la e c u a c ió n  a n t e r io r ,  y  q u e  será e q u iv a le n t e  al sistema p r i m i t iv o .

Este m é t o d o  p e r m it e  pasar d e  t o d o  sistema d e  e c u a c io n e s  lineales a o t r o  sistema e q u iv a le n te  c u y a  

s o lu c ió n  se o b t ie n e  m ás f á c i lm e n t e .  S e  c o m i e n z a  re s o lv ie n d o  la ú l t i m a  e c u a c ió n ,  el v a lo r  (o  v a lo re s)  o b  

t e n i d o  se s u s t i tu y e  en la p e n ú l t im a ,  se resuelve ésta y  se c o n t in u a  d e  esta f o r m a  hasta llegar a  la p r i m e 

ra e c u a c ió n .

Ejemplo: Resolver el sistema

2  x —  y  +  3

3  x +  2 y  -  z  =  4 

5 x  — 4 y  + 2 z  =  3

Representando, respectivamente, las ecuaciones por 11). (2) y  (3 ).  y  por a( 1)  -  b ( 2 )  la ecuación que resulta 

de multiplicar la ecuación ( 1)  por a y  sumarle la ecuación <21 multiplicada p o r  - b :

(1) 2 x  -  y  +  z =  3

(2 )  3 x + 2 y  -  z =  4

(3)  5 x  —  4 y  +  2* = 3

I I I

( 2 )  =  212) - 3 ( 1 )  

1 3 ' ) ^  2 ( 3 ) - 5 ( 1 )

2 x  -  y  +  z =  3 

7 y  - 5  z =  - 1  

- 3  y  ~  i  =  - 9

(1)  2  x —  v  +  z =  3

(2 )  7 y  -  5 z  =  - 1

( 3 " ) =  7 ( 3  >+- 3<2‘ > - 2 2  z — 66

2 x = 3 + v - z - 2 ;  x =  1

-6 6  

^22 =

7 y « - 1 + 5 z o 1 4 ;  y  ^ 2

Los cálculos se simplifican operando de la siguiente forma:

11)

(2 )

13)

/ 2
- 1 1

3 \
(1)

í 2
- 1 1

3 \

3
2 - 1 4  ) — (2*) *  2 (2 ) - 3 ( 1 )

0
7 - 5 —

\ 5 - 4 2 3 / ( 3 )  =  2 (3 ) - 5 ( 1 ) \  0 - 3 - 1 - 9  /

1 1 )

12')

13*) a  7 (3 ' )  +  3 (2 ' )

el sistema primitivo es equivalente al siguiente:

2  x -  y  +  z =  3

7 x  — 5 z  -  -  1 

- 2 2 z =  -6 6

x — 1

z =  3

Si al a p l ic a r  el m é t o d o  d e  G auss  resulta  a lg u n a  e c u a c ió n  a b s u r d a ,  d e  p r i m e r  m i e m b r o  n u l o  y  el se

g u n d o  m i e m b r o  d i s t i n t o  d e  c e r o  (d e  la  f o r m a  0  =  k ,  *  0 ) .  el s istema es i n c o m p a t ib le ,  ( n o  t iene  s o lu 

c i ó n ) .
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Es incompatible el sistema x  +  y  »  3

2 x + 2 v  “  5

p u e s  ( 1 )  x  +  y  -  3  I  ( 1 )  x  +  y  «  3

( 2 )  2 x + 2 v = 5 |  ( 2 * )  =  1 2 ) - 2 1 1 »  0 - - 1

S i  re s u lta  a l g u n a  e c u a c i ó n  d e  la  f o r m a  0  x ,  +  0 - x 2 +  • • • +  x n =  0 .  l a  e c u a c i ó n  d e  ( 2 )  q u e  o c u p a

el l u g a r  d e  ésta es c o m b i n a c i ó n  l i n e a l  d e  o t r a s ,  y  se ^ r e s c i n d i r á  d e  e l l a ,  y a  q u e  el s is t e m a  q u e  q u e d a  es

e q u i v a l e n t e  al p r i m i t i v o .

S i  al a p l i c a r  el m é t o d o  d e  G a u s s  n o  r e s u l t a  n i n g u n a  e c u a c i ó n  a b s u r d a ,  el s is t e m a  es c o m p a t i b l e  ( t i e 

n e  s o l u c i ó n ) .  D e s p u é s  d e  e l i m i n a r  las e c u a c i o n e s  q u e  s o n  c o m b i n a c i ó n  l in e a l  d e  o t r a s  n o s  q u e d a r á  u n  

s is te m a  d e  h  e c u a c i o n e s  ( s i e n d o  h  <  n )  c o n  n  i n c ó g n i t a s  q u e  es e q u i v a l e n t e  al d a d o .

h  =  n  = >  el s is t e m a  es c o m p a t i b l e  d e t e r m i n a d o  ( t i e n e  u n a  s o l a  s o l u c i ó n )  

h  <  n  = >  el s is t e m a  e s  c o m p a t i b l e  i n d e t e r m i n a d o  ( t i e n e  i n f i n i t a s  s o l u c io n e s )

Sea el s is t e m a  f in a l :  

c 11 X 1 + C l 2 X 2 +  ” ‘ + C l r , X r, + C 1 h . 1 Xh . 1 + ‘ ” + C m  X n

w  - l.  •  •  •  X  W  J . X  w
22c - x 2 +  -  + c 2(, x n  +  c 2h. | x h. | + -  + c 2f| x n

P l

P2

+ C h h . i x h . 1  +  *** +  Ch n Xn

e n  el q u e  c ,  |# C j j ,  . . . ,  s o n  d i s t i n t o s  d e  c e r o .

P h

( 7 )

P a r a  r e s o l v e r  e l  s is t e m a  ( 7 ) .  si h  =  n .  se h a l l a  el v a l o r  d e  x 0 d e  la  ú l t i m a  e c u a c i ó n ,  el v a l o r  o b t e 

n i d o s  se i n t r o d u c e  e n  la  p e n ú l t i m a  e c u a c i ó n  y  se h a l l a  el v a l o r  d e  x n _ , .  y  así se c o n t i n u a  e n  o r d e n  a s 

c e n d e n t e  h a s ta  o b t e n e r  e l  v a l o r  d e  x , .

Sea el sistema - x  +  2 y  +  3 z -  3 

2 x  +  3  y  —  2 *  ■  5 

3  x  +  8  y  —  z  -  13 

x —  2 y  +  6 z  ■  6

( 1 )  - x  *■ 2 y  +  3 z  =  3

( 2 )  2 x  +  3 y  -  2 z  -  5

( 3 )  3 x  +  8 y  -  l  =  13

(4 )  x -  2 y  +  6 /  =  6

(1 )

<2*1 =  12) +  2 ( 1 )  

13')  =» 13) +  3 ( 1 )  

1 4 " )  -  1 4 )  +  ( 1 )

- X  +  2 y  +  3 z  a  3

7 y  +  4 z  a  11

14 y  +  0 :  -  22

9 *  =  9

11)

12 )

13") -  ( 3 ’)  —  2 (2 ' )  

14’)

- x  +  2 y  +  3 x  »  3  

7  y  +  4  z  =  1 1  

0 +  0  »  0 

9 z  -  9

el sistema d a d o  es equivalente al sistema

- x  +  2 y  +  3 z  =  3 

7 y  +  4  z  =  11 

9 z  -  9

q u e  es compatible determinado (tiene u n a  sola solución).
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Oo la última ecuación se obtiene * ■  1. llevando « t e  valor a la segunda: 7 y  +  4  • 1 ■  11 

los valores de z  e y  hallados a la primera ecuación: - x  +  2 - 1  +  3 -1  • 3  = >  x »  2.

y  ■  1. Llevando

S i  h  <  n ,  se d a n  va lo r e s  a r b it r a r io s  a  las n  -  h  in c ó g n ita s  x h t ) , x h t ?  x n y  se o b t i e n e n  las

in c ó g n ita s  x , ,  x 2  x h e n  f u n c i ó n  d e  estos valores.

Sea el sistema 3 x  +  2 y  -  2 *  -  8

- x  +  3 y  +  * t  -  5

2 x  +  5 y  +  2 z  -  13

11» 3 x + 2 y - 2  z -  8 11) 3 x  +  2 y  - 2  z a  8

(2 ) —  X + 3 y + 4* -  5 — <21 -  3 (2 )  +  (1) l l y  + lO z -  23 —

13) 2  x ¥ 5 y + 2  z -  13 ( 3 ‘)  -  (3 )  ♦- 2 (2 ) l l y  + lO z -  23

11»

12'»

( 3 " )  =  I3-» -  12')

3 x  +  2 y  —  2 z  3  8 

1 1  V  ♦  l O z  a  2 3

0  *■ 0 o  0

el sistema dado es equivalente al sistema

3 x  +  2 y - 2 z  -  8 

11y  +  lOz “  23

que es compatible indeterminado ( t * n «  Intinitas soluciones).

Las soluciones se obtienen haciendo z -  k .  y  escribiendo vi sistema de la forma:

3 x  +  2 y  ^  8 +  2k 

l l y  -  2 3 -  10k
23 10.y a ------------------ k
1 1  1 1 -S*3‘

d e  donde resulta la solución general x a —  +  —  k ;  y  a  —  -  —  k  ; z  ■  k
33 11 11 11

A  coda valor distinto de k corresponde una solución distinta.

S I S T E M A S  L I N E A L E S  H O M O G E N E O S :  L o s  s iste m a  d e  e c u a c io n e s  lineales en q u e  t o d o s  lo s  tér 

m in o s  in d e p e n d ie n te s  s o n  n u l o s  se l la m a n  sistem as h o m o g é n e o s :

a n  x i  +  a i 2  *2  +  

x . +  a _ , x ,  +!1 i M í

+  a t n X o  -  U  

+  a2n Xn = 0

a m1X 1 ' « Í XÍ * + amnX«

I 7 |

L o s  sistem as h o m o g é n e o s  s ie m p re  t ie n e n  la  s o lu c ió n  x ,  *= 0 .  x ? =  0  x n =  0 .  l la m a d a  solu  •

c ió n  tr iv ia l .  P u e d e n  o  n o  te n e r o tra s  s o lu c io n e s  d is t in ta s  d e  la  tr iv ia l.

A  los s iste m a  h o m o g é n e o s  se les p u e d e  a p lica r el m é t o d o  d e  G a u s s .  D e s p u é s  d e  e l i m in a r  las ocu a  

c io n e s  q u e  son c o m b i n a c i ó n  lineal d e  o tra s  n o s  q u e d a r á  u n  siste m a  d e  h  e c u a c io n e s  (h <  n )  c o n  n  i n 

c ó g n ita s .  e q u iv a le n t e  al d a d o .

h  =  n  = >  el s iste m a  s ó lo  t ie n e  la  s o lu c ió n  trivial 

h  <  n  = >  el s iste m a  t ie n e  in f in it a s  so lu cio n e s
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S i  n  <  n ,  se d a n  v a lo r e s  a r b i t r a r i o s  a  las n  —  h  in c ó g n i t a s  x h#1, x ^ ,  

c ó g n i t a s  x , , x 2 , . . .  ,  x h e n  f u n c i ó n  d e  e sto s  v a lo re s .
x n y o b t i e n e n  las ¡n -

Sca el sistema -  x +  3 y  +  4  z 

2 x +  3 y  -  5 z  

3 x  +  9 y  -  6 z 

x +  y  —  z

(1) —  x + 3 y  + 4 z =  0 (1) -  x +  3 y + 4  z = 0

(2 ) 2 x + 3  V - 5 z =  0 ( 2 )  =  (2 )  +  2 ( 1 ) +  9 y + 3  z = 0

(3) 3 x + 9  v  - 6  z =  0 ( 3 ’ ) =  (3 )  +  3( 1) 18 y + 6  z = 0

(4) X + V - z =  0 ( 4 ' )  =  (4 )  +  (1 ) 4  y + 3  z = 0

O I

( 2 ’ )

( 3 " )  ^  ( 3 ’J -  2 ( 2 ’) 

( 4 " )  =  9 ( 4 ' ) - 4 1 2 ’ )

—  x +  3  y  +  4 z =  0 

9  y  4- 3 z  =  0 

0 +  0  a  0 

15z =» 0

el sistema dadoes equivalente al sistema

que sólo tiene la solución trivial. 

Sea el sistema

—  x +  3 y  +  4  z 

9 y  +  3  z 

15 z

3 x - 2 y  +  4 z =  0 

—  x +  5  y  —  z  =  0

x +  8 y  +  2 z =  0

(1)  3 x  — 2 y  +  4 z  =r 0

(2)  — x  +  5  y  — z  =  0

(3 )  x +  8 y  +  2 z  =  0

( 1)
12’)  =  3 ( 2 ) +  (1)  

( 3 ) =  ( 3 ) +  (2)

3 x  —  2 y  +  4 z a  0 

13 y  +  z —  0 

13 y  +  z  =  0

(1)

(2' )

(3” ) (3*) -  (2'J

3 x - 2 y  +  4 z  =  0 

I 3 y  +  z a  0 

0  +  0 = 0

el sistema d a d o  es equivalente al sistema

3 x  —  2 y  +  4 z  

I 3 y  +  z

que tiene infinitas soluciones.

Las soluciones se obtienen haciendo z =  k .  y  escribiendo:

3 x  —  2  y  ^  -  4 k  

I 3 y = -  k

3 x  =  2 y  -  4 k  «  -  ^  k -  4 k
54 ,

—  —  k ; x 
13

18 1
de don de resulta la solución general: x =  —  —  k ;  y  —  —  k ;  z  =  k

13 13

A  cada valor valor distinto d e  k corresponde una solución distinta.
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PROBLEMAS

1 . 1  R e s o lv e r ,  a p l i c a n d o  el m é t o d o  d e  G a u s s ,  el s istem a:

x  -  2  y  -  3  z  =  3 

2 x  —  y  —  4  z  =  7 

3 x  —  3  y  —  5  z  =  8

( U n i v .  d e  E x t r e m a d u r a )

( 1 )  / i  - 2 - 3 11)

12) 2  - 1 - 4 (2*) =  ( 2 )  — 2* ( 1 )

13) \  3  - 3 - 5 VI 13 ')  =  1 3 ) — 3 ( 1 )

( 1 ) / I
— 2  - 3

3 \
12' ) 0 3  2 1 = >  el  si

1 3 " ) =  ( 3 ' ) - ( 2 * )  \  0 0  2 - 2 /

-  2  y  -  3  z  =  3

3 y  +  2  z  =  1 = > •ii>oo - 2  z  =  1 + 2 = 3 ;  y

2  z  = - 2 z = — 1

X II NJ y  = 1 ; z  = - 1

el s is te m a  d a d o  es e q u iv a l e n t e  al s istem a:

=  3  +  2 y + 3 z  =  3 + 2 - 3  =  2

1.2 R e s o l v e r  el s ig u ie n t e  s is te m a :

5 x  +  3 y  +  2 z  =  - 2  

x +  y  = 2  

2 x  -  y +  z  =  3

(U n iv . d e  M a d rid )
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C o n  el f i n  de fac il itar  los cá lc u lo s  e s c r ib ire m o s  el sistema d e  la  f o r m a :

z  +  2  x —  y  =  3

x  +  y  =  2 

2 z  +  5 x  +  3 y  =  - 2

(1 ) / 1 2 - 1
3\

(1 ) ( y  2 - 1
3 \

(2 )
°

i 1
2 ] -

( 2 ) 0  1 1
2  r ~

(3 ) V 2 5 3 - 2  1 ( 3 ' )  = ( 3 )  —  2  • ( 1 )  \ 0  1 5 - a l

(1 ) ( 1 2  - 1 3  >

(2 ) ■D 1 1 2 = >  el sistema d a d o  es e q u iv a le n te  al sistema

( 3 " ) =  ( 3 ' ) -  ( 2 ) \  i0 0  4 - 1 0  ,

2 x  —  y  =

x +  y  =  

4 y  =

3

2

10

z  =  3 - 2 x  +  y  =

Y  = -
10

4

x  =  2 - y -  -

9 5 17

|X =  2  ; V  2 2

“

R e s o lv e r  lo s  sistemas
x  -  5 y  = - 1 Y  2 *  '  1 0 y  2  l ju s t if  i c a n d o  p o r  q u é  tie-

3 x  +  y  =  5  |3 x +  y  =  5

la m is m a  s o lu c ió n .  S i n  hacer n in g ú n  c á lc u lo ,  e x p l ic a r  c u á l  serfa la  s o lu c ió n  d e l s iguie n te  sistema:

x -  5 y  =  - 1  

— 2 x  +  l O y  2  

3 x  +  y  -  5

(U n iv .  d e  V a le n c ia . 1 9 9 1 )

( I )  x  -  5 y  =  - 1

12) 3 x  +  y  =  5

( 1 )  x  —  5  y  a —  1

( 2 ‘ ) =  ( 2 )  —  3  ( 1 )  16 y  a  8
1

V “ 2

X ' l

( 3 )  - 2 x  +  1 0 y =  2  1 ( 3 )  - 2 x + 1 0 y - 2

( 4 )  3 x  +  y  =  5  I ( 4 ' )  a  2 ( 4 )  -e  3 ( 3 )  3 2  y  -  16

3

X =  2

V = 2

L o s  d o s  sistemas s o n  eq uivalen tes, la  e c u a c ió n  ( 3 )  del s e g u n d o  sistema es igual a  la  e c u a c ió n  ( 1 )  

del sistema m u lt ip l ic a d a  p o r  - 2 .  y  la  segunda e c u a c ió n  d e  a m b o s  sistem as es la  m is m a .

x  -  5  y  = - 1  

El sistema - 2 x + 1 0 y  =  2 

3 x  +  y  =  5

tiene la s e g u n d a  e c u a c ió n  q u e  es igual a la  p r i m e r a  m u lt ip l ic a d a
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p o r  - 2 .  o  sea q u e  la  s e g u n d a  e c u a c i ó n  es c o n s e c u e n c ia  d e  la  p r i m e r a .  E l  s iste m a  q u e  resulta  al ta ch a r 

la  s e g u n d a  e c u a c i ó n  es e q u iv a le n t e  al d a d o .  A l  ser el te r c e r  s is te m a  e q u iv a l e n t e  al p r i m e r o ,  las s o lu c io n e s

p e d id a s  s o n  x  =  -  . y  =  —  .

1 . 4  * R e s o lv e r  lo s  sistem as

x  -  2 y  +  z  =  0 x  - 2 y  +  z  =  - 1 x  -  2 y  +  2  = - 5

2 x  +  y  -  z  .  1 2 x +  y  -  z  6 2  x  +• y  —  2  =  —  1

3 x  +  2 y  +  z o  10 3 x  +  2  y  +  2  =  7 3 x  +  2 y  +  2  =  5

C o m o  lo s  c o e fic ie n te s  d e  las in c ó g n ita s  s o n  iguales e n  los tres sistemas, p o d e m o s  d i s p o n e r  lo s c á lc u  

los a s i :

(1)
12)

( 3 )

- 2 1 0 - 1
" 5 \

( 1 ) n 2 1 0 - 1

2
1 - 1 1 6

- 1 H
( 2 ' )  a ( 2 )  —  2 1 1 )

0
5 - 3 1 8

\  3 2 1 1 0 7 5 / ( 3 ' )  = ( 3 ) —  3 ( 1 ) \ o 8 - 2 1 0 1 0

11) / 1  - 2  1 0  - 1  - 5  \

( 2 ' ) 0  5 - 3 1 8  9  j = >

( 3 " )  -  5 ( 3 ' ) - 8 ( 2 ' )  \ 0  0  1 4 42 - 1 4  2 8  /

los sistem as d a d o s  son e q u iv a le n te s  a  lo s  siguiente s:

x —  2  y  2  a  0 x =  1 X —  2  y  +  z  =  - 1
ii1>m

= >  y  =  2  ; 5  y  —  3 z  =  8 = >

1 4 z  = 4 2 z u  3 1 4 z  =  - 1 4 z

x  — 2  y  +•  z  -  - 5 X: = - 1

5  x  —  3 z  3  9 = >  y  -  3

1 4 z  =  2 8 2 = 2

x  -  2

z  -  - 1

1 . 5  U n a  re f in e r ía  c o m p r a  p e t r ó l e o  a d o s  p a íse s  A  y  B .  C o m p r a n d o  5 0 0  b a rr i le s  al p a ís  A  y  

1 5 . 5 0 0  al país  B  re s u lta  u n  p r e c io  m e d i o  d e  1 9 , 8 7 5  d ó la re s .  C o m p r a n d o  1 . 0 0 0  b a r r i le s  al país  A y  

1 . 0 0 0  8l B  el p r e c i o  m e d i o  es de 1 8  d ó la re s  p o r  b a r r i l .  ¿ C u é n t o  c u e s t a  el b a r r i l  d e  c r u d o  d e  c a d a  país?

( U n i v .  d e  S a n t ia g o )

S e a n  x ; y  lo s  p r e c io s  d e l b a rri l  d e  los países A  y  B  r e s p e c t iv a m e n te :

5 0 0  x  + 1 5  5 0 0  y  =  í  5 0 0  +  15 5 0 0 ) .  1 9 , 8 7 5  I ( 1 )

1 0 0 0 X  +  1 0 0 0  y  =  ( 1 0 0 0 +  1 0 0 0 ) -  1 8  I ( 2 )

R e s o lv ie n d o  el s iste m a  f o r m a d o  p o r  las e c u a c io n e s  I I )  y  ( 2 ) :
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( 1 )  : 5 0 0  x +  15 5 0 0  y  =  3 1 8 0 0 0

( 2 )  : 1 0 0 0  x  +  1 0 0 0  y  =  3 6 0 0 0

(1'í =  -  

(2') =

1

5 0 0

1

1000
(2 )

( 1 ) x  +  31 y  =  6 3 6  

x +  y  =  3 6

( 1 ' )  x  + 31 y  =  6 3 6

( 2 " )  =  ( 1 ' )  -  ( 2 ' )  3 0 y  =  6 0 0

E n  el país  A  cuesta el b a r r i l  1 6  d ó la re s  y e n  B  2 0  dólares.

x  =  6 3 6  —  3 y  =  16

H a l l a r  u n  n ú m e r o  d e  3  c if ra s  s a b ie n d o  q u e  s u m a n  9 ;  q u e  si d e l  n ú m e r o  d a d o  se resta el q u e  

in v e r t i r  el o r d e n  d e  sus cifras ,  l a  d i f e r e n c ia  es 1 9 8 ;  y  q u e  a d e m á s ,  la  c i f r a  d e  las d e c e n a s  es m o 

las o tra s  d o s .
(U n i v .  d e  S a la m a n c a )

Sea c b a  el n ú m e r o  p e d i d o : 

a +  b  +  c  =  9  (1 )

¿“5 1 Í  -  a 5 c  =  1 9 8  = >  (a +  1 0 b  +  1 0 0 c )  —  ( c  +  1 0 b  +  1 0 0 a)  =  1 9 8  ;  —  9 9 a + 9 9 c  =  1 9 8  ;

-  a +  c  =  2  12 )

a  + c  -b  = a — 2 b  +  c  =  0 13)

R e s o lv ie n d o  el s iste m a  f o r m a d o  p o r  las e cu a c io n e s  ( 1 )  ; ( 2 )  y  ( 3 ) :

( 1 )  a  +  b  +  c  =  9

( 2 ) - a  +  c  =  2

( 3 )  a - 2 b  +  c  =  0

(1)
—  < 2 ' ) = < 2 ) + < l )

(3*) =  ( 3 )  +  ( 2 )

+  b  +  c  =  9 

b  +  2 c  a  11 

- 2 b  +  2 c  =  2

( 1 )

(2')

( 3 ” )  = ( 3 ' )  +  2 1 2 ' )

b  +  c  = 9 

b  +  2 c  = 11 

6 c  =  2 4

a - -  9 - b - c  =  2

b =  11 — 2 c  =  3

c  =  4

E l  n ú m e r o  p e d i d o  es el 4 3 2 .

1.7 U n  e s tu d ia n te  o b s e r v ó  d u r a n t e  los d  d ías  d e  sus v a c a c io n e s  q u e :

a )  L l o v i ó  siete veces, p o r  la  m a ñ a n a  o  p o r  la  tarde.

b )  L l o v i ó  u n a  sola  v e z  c a d a  m a ñ a n a  o  ta rd e  lluviosa.

c )  S i  l l o v i ó  p o r  l a  t a r d e  n o  l l o v i ó  p o r  la  m a ñ a n a  d e  a q u e l  día.

d )  H u b o  c i n c o  tardes  claras y  seis m a ñ a n a s  claras, 

el n ú m e r o  d e  d ías  de vacacion es.

(U n iv . de M a d rid )
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S e a n  m  el n ú m e r o  d e  m a ñ a n a s  l lu v io s a s ,  y  t el n ú m e r o  d e  la r d e s  l lu v io s a s  

m a ñ a n a s  l lu v io s a s  +  m a ñ a n a s  c la ra s  “  d ías  d e  v o c a c io n e s :

m  +  6  -  d  ( 1 )

la r d e  l lu v io s a s  +  ta r d e  c la ro s  =  d ias  d e  v a c a c io n e s :

t +  5  =  d  12)

m a ñ a n a s  l lu v io s a s  +  ta r d e  l lu v io s a s  3  7

m  +  i  =  7  ( 3 )

L a s  e c u a c io n e s  ( 1 ) .  ( 2 )  y  ( 3 )  f o r m a n  el s is te m a :

1 1 ) m  -  d  -  - 6

12) —  d  +  t -  —  5

( 3 )  m  *■ t o 7

( 1 )  m - d  .  - 6

( 2 )  -  d  ♦ t -  - 5

( 3 ' ) -  ( 3 )  —  ( 1 )  d  *• t  * 1 3

11 )  m  —  d  -  — 6

( 2 )  —  d  4 - 1 - - 5

1 3 " )  -  ( 3 * )  +  ( 2 )  2 t -  8

- 6  * d  -  3

H u b o  9  d ía s  d e  v a c a c io n e s

1.8  T r e s  a m ig o s  a c u e r d a n  ju g a r  tre s  p a rt id a s  d e  d a d o s  d e  f o r m a  q u e .  c u a n d o  u n o  p i e r d a  u n a  p a r 

t id a . e n t r e g a r á  a  c a d a  u n o  d e  los o t r o s  d o s  u n a  c a n t id a d  igual a l a  q u e  c a d a  u n o  d e  e l lo s  p o s e a  en 

m o m e n t o .  C a d a  u n o  p e r d i ó  u n a  p a r t id a  y  al f i n a l  c a d a  u n o  te n ía  2 4  pesetas. ¿ C u á n t o  d i n e r o  

al c o m e n z a r  el

( U n i v .  d e  C a s t i l l a - L a  M a n c h a )

P u e s t o  q u e  la  c a n t id a d  to t a l  d e  d i n e r o  q u e  t ie n e n  e n t r e  los tre s  ju g a d o r e s  es ic*ial al p r i n c i p i o  q u e  

al f in a l ,  e n t r e  los tre s  ju g a d o r e s  r e ú n e n  2 4  * 3  =  7 2  pesetas.

S e a n  x  las p eseta s q u e  tenía  el j u g a d o r  A  a n te s  d e  e m p e z a r  el j u e g o ,  y  las q u e  tenia  el j u g a d o r  B 

y  z  las q u e  te n ía  el j u g a d o r  C .

S i  A  p i e r d e  la  p r i m e r a  p a r t id a .  B p i e r d e  l a  s e g u n d a  y  C  la tercera.

D i n e r o  d e  A D i n e r o  d e  B D i n e r o  d e  C

A l  f i n a l  d e  la  l í  p a rt id a x  -  y - z 2 y 2  z

A l  f in a l  d e  la  2 -  p a r t id a 2 ( x  —  y  —  x ) 2 y  —  ( x  —  v  —  — 2  z  s 4  z

3 y  —  x  —  z

A l  f in a l  d e  la  3  ? p a rt id o 4  ( x  —  y  —  z ) 2 ( 3 y  —  x  —  z ) 4 z  —  2 ( x - y - z ) - ( 3 y - x - z  ) =  

7 z  —  x  —  y

d e  d o n d e  re s u lta  el s is te m a :

www.FreeLibros.me



20 S I S T E M A S  D E  E C U A C I O N E S  L I N E A L E S .  M E T O D O  D E  G A U S S

x  +  y  +  z =  72

4 ( x  -  y  -  z )  =  2 4

2 ( — x  +  3 y  -  z> =  24

- x  -  y  + 7 z  = 2 4

x +  y  +  z =  72

x  -  y  -  z  =  6  

- x  + 3 y  -  z  =  12 

- x  -  y  +  7 z  =  24

( 1 )

(2)

n i

11) +  ( 2 ) : 2  x  = 7 8  ; x  =  39

( 1 )  +  ( 3 ) : 4 y  = 8 4  ; y  =  21
i o;

(4)
(1> +  ( 4 ) : 8 z  = 96 z  =  12

9  E l  t í o  E v a r is to  t iene  1 0  litros  d e  m e zcla  d e  agua y  v i n o .  A l  p ro barla  o bs erva  q u e e s  demasía- 

l igera ; p o r  lo  qu e  d e c id e  a ñ a d ir  u n a  c ierta  ca n t id a d  d e  v i n o ;  y  e n to n ce s  la  ca n tid a d  de agua es el 3 0 %  

total.  C o m o  sigue s iendo l ig e ra ;  añad e d e  n u e v o  la  m is m a ca n tid a d  d e  v i n o  q u e  an te s ; y  e n to n ce s  le 

de agua es el 2 0 %  del total.  ¿ C u á n t o s  litros de v i n o  se añaden en ca d a  ocasión y  c u á n to s  hay

(U n iv .  d e ! P a ís  V a s c o )

A g u a V i n o To ta l

X V 1 0

X y + z 10  +  z

X y + 2 z 1 0  +  2z

C o m p o s ic ió n  de la  m e zcla  e n  litros:

C o m p o s ic ió n  p r i m i t i v a :

al a ñ a d ir  z l i tros d e  v i n o :  

al a ñ a d ir  de n u e v o  z I. d e v i n o :

Si en la  segunda c o m p o s ic ió n  la ca n t id a d  de ac^ja 

es el 3 0  %  del t o t a l :

= >  10 x  —  3  z  =  30
1 0 + z  100

Si en la  tercera c o m p o s ic ió n  la can tida d de agua es el 2 0 % d e l to ta l :  

x  -  2 0  - » ■  1 0 x  -  4 z  =  2 0

11)

12)

10 +  2 z  1 0 0

R eso lv ie n d o  el sistema f o r m a d o  p o r  las ecuaciones ( 1 )  y  ( 2 ) :

( 1 )  l O x  -  3 z  =  30

( 2 ’ ) -  ( 1 )  —  ( 2 )  z  = 10

(1)

(2 )

l O x  -  3 z  =  30 

l O x  -  4 z  =  20

x =  6

z  =  10

se añaden 10 litros  de v i n o  en ca d a  ocasión y  h a y  6  li tros  de agua en ca d a  u n a  d e  las com posicion es.

z1 . 1 0  L a  edad d e  u n  padre  es d o b le  q u e  l a  suma de las edades de sus d o s  hijos, m ien tras  q u e  hace u nos 

a ño s (e x a c ta m e n te  la d ife re n cia  d e  las edades actuales d e  los h i jo s )  la  edad d e l padre  era t r ip le  q u e  la 

m a  d e  las edades en aquel t i e m p o  d e  sus hijos. C u a n d o  pasen tanto s  años c o m o  la su m a  d e  las edades 

actuales d e  los hijos, la  s u m o  de edades d e  las tres personas seré 1 5 0  años.

¿ Q u é  edad tenia  el p a d r e  en el m o m e n t o  del n a c im ie n to  d e  ca d a  u n o  d e  sus hijos?

(U n iv . de  C a s t i l la -L a  M ancha. 1991)

Sea x  la edad actual del p a d r e ,  y  la  del h i jo  m a y o r  y  z  la del m e n o r :
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-  la e d a d  d e l p a d r e  es d o b l e  q u e  la  s u m a  d e  las e d a d e s  de los d o s  h ijo s :

x  =  2 ( y  +  z )  ( 1 )

—  ha ce  u n o s  a ñ o s  ( e x a c t a m e n t e  la  d i f e r e n c ia  de las e d a d e s  a c tu a le s  d e  los h i jo s )  la e d a d  d e l p a d r e  era 

t r i p l e  q u e  la  s a m a  d e  las e d a d e s  e n  a q u e l  t i e m p o  d e  sus h ijo s :

x  —  ( y  —  z )  =  3 { |  y  —  ( y  —  z ) )  +  l  z  —  ( y  —  z ) | ) 12}

—  c u a n d o  p a s e n  t a n t o s  a ñ o s  c o m o  la s u m a  d e  las e d a d e s  a ctu a le s  d e  los h i jo s ,  la s u m a  d e  e d a d e s  d e  las 

tres p e rs o n a s  será 1 5 0  a ñ o s :

l x  +  ( y  +  z ) l  +  l y  +  ( y + z ) ) + [ z  +  ( y  +  z ) |  =  1 5 0  ( 3 )

L a s  e c u a c io n e s  ( 1 ) ,  ( 2 )  y  ( 3 )  f o r m a n ,  d e s p u é s  d e  r e d u c i r la s ,  el s ig u ie n te  sistema:

( 1 )  x —  2  y  —  2  z  =  0

( 2 )  x + 2 y - 8 z  =  0

( 3 )  x +  4 y  +  4 z  =  1 5 0

( 1 )  x  —  2  y  —  2  z  =  0  |

— -  1 2 ' )  =  ( 2 )  —  ( 1 )  4  y  —  6  z  =  0

( 3 ' )  =  ( 3 ) -  ( 2 )  2  y  +  1 2 z  =  1 5 0

( 1)

( 2 ' )

( 3 " )  = 2 ( 3 ' ) -  ( 2 ' )

x  —  2  y  —  2  z  =  0  

4  y  —  6  z  =  0  

3 0 z  =  3 0 0

x  =  5 0

y  = 1 5

z  =  10

L a  e d a d  d e l p a d r e  c u a n d o  n a c ió  el p r i m e r  h i j o  e ra  5 0 — 15 =  3 5  y  c u a n d o  n a c ió  el s e g u n d o  h i jo  

era 5 0  -  1 0  =  4 0 .

1 . 1 1  T r e s  gráficas r e p re s e n ta n  las f u n c i o n e s  y =  a x  +  2 ,  y =  6 x  — b ,  y  x  —  1 ,  re s p e c t iv a 

m e n t e .  D e t e r m i n a ,  si es p o s ib l e ,  lo s  va lo r e s  d e  a  y  b  p a r a  q u e :

1)  las tre s  g rá f ica s  c o n c u r r a n  e n  u n  p u n t o  ;

2 )  las tre s  g rá f ica s  se a n  p a r a le la s ;

3 )  las tre s  g ró f ica s  se c o r t e n  d o s  a  d o s .
(U n ív .  d e  C a n ta b r ia !

1 ).  L a s  gráficas de las f u n c i o n e s  d a d a s ,  p o r  ser lineales e n  x  e  y  . r e p re s e n ta n  tre s  rectas. 

L a s  tre s  re c ta s  c o n c u r r i r á n  e n  u n  p u n t o  si el sistema

- a x  +  y  =  2

-  6 x  +  y  =  - b  

. x  +  y  * - 1

es c o m p a t i b l e  d e t e r m in a d o .

A p l i c a n d o  el m é t o d o  d e  G a u s s  al s iste m a  e s c r ito  d e  la  f o r m a :

( 1 )  y +  x  = - 1

( 2 )  y  -  6 x  =  - b

( 3 )  y - a x  =  2

(1)
( 2 ' )  =  ( 2 )  —  ( 1 )  

( 3 ' )  =  ( 3 )  —  ( 1 )

y  +  x  =  — 1

—  7 x  =  1 — b  

- ( 1  +  a ) x  =  3
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( 1 )

( 2 ' )

( 3 " )  =  — 7 { 3 ' ) + { 1  +  a ) ( 2 ' )

y + x = - 1  

— 7  x  =1 — b

0  =  a— b  — a b —2 0

el s iste m a  será c o m p a t i b l e  d e t e r m i n a d o  si a — b  —  a b  —  2 0 = 0 .

2 )  L a s  tre s  g rá f ica s  serán p a ra le la s  si lo s  c o e fic ie n te s  a n g u la r e s  d e  las tres rectas s o n  iguales:

a =  6  =  -  1

se l le ga  a u n a  c o n t r a d i c c i ó n ,  lo  q u e  n o s  d i c e  q u e  p a r a  n i n g ú n  v a lo r  d e  a y  b  las tre s  re c ta s  s e rá n  p a r a 

lelas.

3 )  Si a  &  { —  1. 6  } ,  las tres re c ta s  se c o r t a r á n  d o s  a d o s .

Si a e  { -  1. 6  , la p r i m e r a  re c ta  será p a r a le la  a a lg u n a  de las o tra s  d o s .  S i  a  -  6  y  b = - 2 ,  

las d o s  p r i m e r a s  rectas s o n  c o in c id e n te s .

1 . 1 2  C la s i f ic a r  el s ig u ie n t e  s is te m a  y .  si fuese p o s ib l e ,  re s o lv e r l o :

x  -  y  +  3 z  =  3

x  +  2 y  -  z  =  2 •
2  x  +  y  +  2 z  =  5

( U n i v .  d e  L a  L a g u n a  —  T e n e r if e )

( 1 ) n - 1 3 3 ' ( 1 )  / 1 - 1 3 3\
(2 ) - 2 - 1 2

—

0•—I(NII 3 - 4 - 1 ] -

(3 ) 1 2 5 . 1 1 3 ')  =  ( 3 )  -  2 ( 1 )  \ 0 3 - 4 - i /

I D n - 1 3 3 \
I 2 ‘) C1 3  - 4 - 1  ]  = >  el s iste m a d a d o  es e q u iv a le n t e  al sistema

1 3 " )  = ( 3 - )  - - ( 2 ‘ ) \ 0 0  0 0 /

x -  y  +  3 z  =  3  

3 y - 4 z  = - 1

(a)

( b )

q u e  está f o r m a d o  p o r  d o s  e c u a c io n e s ,  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d ie n t e s ,  c o n  tres in c ó g n i t a s .  E l  s is te m a  es 

c o m p a t i b l e  i n d e t e r m i n a d o  ( in f in i t a s  s o l u c io n e s ) .

D e  ( b ) : 3 y  =  — 1 +  4  z

l le v a n d o  este v a lo r  a l a ) :  x = 3 + y  —  3 z  =  3 —  ^  +  3 z =  —  —  —
3  3  3  3

h a c i e n d o  z  =  3 k :

k  =  |  - 5 k  ;  y  =  - i + 4 k ;  * =  3 k
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1 . 1 3  C a lc u l a r  el v 8 lo r  d e  m  p a r a  q u e  el s iguie n te  sistema sea c o m p a t i b l e :

x +  2  y  ■  3

x  —  3  y  =  1

2 x +  y  a  m

( 1 ) ,1  2
3 \

( 1 ) 1 2

( 2> 1 - 3 ( 2 ' )  *  ( 2 )  —  ( 1 ) 0  - 5

( 3 ) \ 2  1 m  / ( 3 ' »  a  | 3 ) - 2 { 1 | 0  - 3

(1 ) 1 2 3 x +  2  y  = 3

(2*) 0 - 5 - 2 = > - 5  y  = - 2

( 3 " )  =  5 ( 3 * 1 - 3 ( 2 ' ) 0 0 5 m — 2 4 0  = 5 m — 2 4

L a  ú l t i m a  igualdad será u n a  in c o n g r u e n c ia  si 5 m  —  2 4  es d i s t i n t o  d e  0 ,  luego el sistema seráco m  

p a tib le  si

5  m  — 2 4  =  0 m
2 4

5

1.14 H a l la r  la  re la c ió n  q u e  d e b e n  c u m p l i r  a. b  y  c  para q u e  el sistema

3 x  +  2 y  =  a 

—  2 x  +  5 y  b  

4 x  +  9 y  <* c

u n a  ú n ic a  s o lu c ió n .

(1 ) I  3  2 a ( 1 )
I 3

2 a

(2 ) - 2  5 b —  ( 2 ' )  = 3 ( 2 )  +  2 ( 1 )
°

19 3 b  +  2  a

( 3 ) \ 4  9 c ( 3 1  ^ 3 ( 3 1 - 4 ( 1 ) l o 19 3 c -  4 a

( 1 ) 3 2 a

(2*) 0 11 3  b — 2  a

( 3 " )  =  ( 3 * 1 -  (2*1 0 0 6 a + 3 b - 3 c

el sistema te n rá  u n a  sola s o lu c ió n  si

6 a +  3 b - 3 c =  0 c  = 2  a *• b

1 . 1 5  D is c u t i r  y .  e n  su ca so , resolver el s is te m a :

x  + y  +  2  =  O I

y  +  z  =  2

y  +  2 2  =  a |

(U n iv . d e  V a lla d o!id )
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(1 ) P 1 1
° \

(1 ) 1 1 1 0

(2 )
°

1 1
2 K

<2) 0 1 1 2

(3 ) l o 1 2 a  / <3 '}  =  ( 3 ) - ( 2 ) 0 0 1 a - 2

d o  es e q u iv a le n te  al sistema:

x  +  y  -f  z  =  0  

y  +  z  =  2 

z  =  a - 2

el sistema da-

x = - y - z = - 4 + a - a + 2  = - 2

2  - 2  =  2 - a  + 2 =  4 - a

z  =  a -  2

x =  -  2  ; y  =  4  -  a ; z  =  a -  2

C u a lq u ie r a  q u e  sea el valor del p a r á m e t r o  a . exi st e  u n a  s o lu c ió n  del s i s t e m a , o  sea q u e  éste es c o m 

patible  d e te r m in a d o .

1 . 1 6  D e t e r m in a r  a p a r a  q u e  el sistema

•

4 x  - 4  z  =  0

x  —  y + a z = 0  

-  x  - a y -  z  »  0

s o lu c ió n  d is t in t a  d e  la  trivial.

(U n iv .  d e  M a d r id , 1 9 9 1 )

(1) 4 0 - 4 (1) I a
0  - 4  \

(2 ) 1 - 1 a — ( 2 ' )  =  4 ( 2 ) -  ( 1 )
°

- 4  4  a-*-4

(3 ) -  1 —  a - 1 (3*) =  ( 3 )  +  ( 2 ) l o — a - 1  — 1 +  a /

(1)
(2 )

[ 3 ' )  =  — 4 ( 3 ' )  +  (a +  1) 2 '

4  0  - 4

0  - 4  4 a +  4

0  0  4 a 2 +  4 a +  8

Si  4 a ? + 4 a  +  8  *  0 ,  el sistema s ó lo  t iene  la s o lu c ió n  t r iv ia l :  x =  y  =  z  =  0 ,  y  si 4 a 2 +  4 a +  8 

0 ,  el sistema t iene  in f in ita s  solucio nes:

4 a 2 *  4 a  *  8 * 0  = >  a =
4 ± \ / T 6 — 4 - 4 - 8  —  4  í  v  —  112

2 - 4  8

n o  h a y  n in g ú n  v a lo r  real d e  a para el q u e  el sistema t iene  s o lu c ió n  d is t in ta  d e  la tr iv ia l .

D is c u t i r  y  r e s o lv e r ,  según los va lores d e  a , el sistema: 

x  +  2 y  +  z  =  0

x  +  ( a + 2 ) y  + 2 z  =  0 

x  +  ( 2 - a )  y  +  ( a — 2 ) z  =  0

(U n iv . de  M a d rid )

www.FreeLibros.me



S I S T E M A S  D E  E C U A C I O N E S  L I N E A L E S .  M E T O D O  D E  G A U S S  2 5

( 1 )  X  +  2 y  +  Z  =  0
12) x  +  ( a + 2 ) y  +  2 z  =  0

( 3 )  x  +  ( 2 - a ) y +  ( a - 2 ) z =  0

( 1 )

(2’) =  (2) —  (1) 

( 3 ’ ) =  ( 3 )  —  ( 1 )

x  +  2  y  +  z =  0  

a y  +  z =  0  

- a y  +  ( a - 3 ) z  =  0

( 1 )

( 2 ' )

( 3 " )  =  ( 3 ' )  +  ( 2 ' )

x + 2 y  +  z =  0  

a y  +  z  =  0 

(a — 2 ) z  =  0

Si a *  2 , las tres ecuaciones son l in e a lm e n te  inde p e n d ie n te s, s ó lo  existe la solució n  trivial.

Si a =  2 .  el sistema d a d o  es e q u iv a le n te  al sistema:

x +  2  y  + z  =  0 

2  y  +  z  =  0

c o m o  el sistema tiene dos ecuaciones l in e a lm e n te  indepen dientes c o n  tres incógnitas, tiene infin itas so 

luciones.

D e  la ú l t im a  e c u a c ió n :  z = - 2 y

l le va n d o  este v a lo r  a la  p r im e r a  e c u a c ió n : x  =  - 2 y + 2 y = 0  

h a cie n d o  y  =  k ,  te n e m o s  la  solució n  general:

x  =  0  ;  y  =  k ; z =  -  2  k

. 1 8  Se c o n sid e ra  el sistema

x  -  y  +  z  =  1 

2 x  —  y  +  z  =  m 

3 x  ¿ 2 y  - m z  =  4

a) D is c u t i r  el sistema según lo s  valores m .

b )  R e so lve r el sistema p a r a  m  =  1.

(U n iv .

(1) i - 1 1 1 (1 ) 1 - 1 1 1

(2 ) 2 - 1 1 m — ( 2 ' ) =  (2) - 2 ( 1 ) 0 ; - 1 m - 2

(3) 3 2 - m 4 (3 ’ > =  ( 3 ) - 3 ( 1 ) o 5 - m - 3 1 ,

1 1 )

(2')

( 3 " )  =  ( 3 ' )  -  5 ( 2 ' )

1 - 1 1  1 

0  1 - 1  m - 2

lO 0  — m + 2  11— 5 m

Si  - m * - 2 * 0 , m * 2 ,  el sistema es C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  (u n a  sola s o lu c ió n )

Si m  a  2 ,  la  ú l t im a  igualdad al aplicar Gauss será: 0  =  1 ,  a b s u rd o ,  el sistema es I N C O M P A T I 

B L E  ( n o  tiene so lu c ió n ) .
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b )  P ara  m  =  1. el s iste m a  r e s u lta n te  al a p l ic a r  G a u s s  es:

x  —  y  +  z  =  1

y - z  -  - 1  

z  =  6

x = 1 + y - z = 1 + 5 - 6 = 0

y  = —  1 +  2 3 — 1 +  6 = 5

z  =  6

.  1 9  D i s c u t i r  y  re s o lve r  según lo s  va lo r e s  d e  a  el s istem a:

a x  +  y  +  z  =  1

x + a y  +  z =  a 

x  +  y  +  a z  =  a2 i
( U n i v .  d e  S a n tia g o , 1 9 9 1 )

( 1) a 1 1 1 \ ( 1) a 1 ’ 1

( 2) 1 a 1 a — ( 2 ' ) =  3 ( 2 ) -  ( 1 ) 0  a2 — 1 a — 1

( 3 ) 1 1 a a2/ ( 3 ’ ) =  ( 3 ) - ( 2 ) 0  1 - a  a - 1

( 1 ) a  1 1 ’  \
( 2 ' ) 0  a 2— 1 a - 1 a ’ - l —

( 3 " ) -  (1 + a ) ( 3 ' ) + < 2 ' ) 0  0 a2 + a — 2 a 3 + a 2 — a — 1 /

a  1 1

0  (a  +  1 X a — 1 }  a — 1

0  0  ( a + 2 H a — 1 )

1

( a + 1  H a - 1) 

(a— 1 ) ( a + 1  ) 2

Si a g  {  1 , - 2 ; , el s iste m a  es C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  ( t i ene  u n a  s o l u c ió n )  

El s iste m a  es e q u iv a le n t e  al s istem a: 

a x  +  y  + 2 = 1

l a + l ) < a - 1 )  y  +  (a—  1 )  z  = ( a + 1 ) ( a - 1 )

( a + 2 ) ( a - 1 ) z =  ( a — 1 ) ( a  +  1 >2

z =  ( a — 1 ) ( a + 1 ) 2 _  ( a + 1 ) 2

( a + 2 ) ( a — 1 a + 2  '

( a + 1 ) *

1 -

x =

V =

1

a + 2

a + z  ^ a + i  < 

( a  +  1 H a  —  1)  a + 2  a * - 2

l a +  1)* 
a +  2 +  2 -  1 -  a 2 - 2 a -  1

a a l a +  2 )

S i  a =  1 , p o r  G a u s s  h u b ié s e m o s  l le g a d o  al c u a d r o :

a ( —  a —  1)

a (a  +  2 )

- a -  1 

a + 2

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

el s iste m a  es C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  ( t ie n e  in f in ita s

s o l u c io n e s )
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El s iste m a  d a d o  es e q u iv a le n te  al f o r m a d o  p o r  la e c u a c ió n

x  +  y  +  z =  1 x  =  1 - v - z 

h a c ie n d o  y  =  k  , z  =  h  . te n e m o s  la  s o lu c ió n  general

x  =  1 —  k  -  h  ;  y  =  k i  =  h

Si a =  -  2 ,  p o r  G auss  h u b ié r a m o s  l legado al c u a d r o

- 2 1 1 1 \
0 3 - 3

3
0 0 0 - 3 /

la ú l t i m a  l ínea e q u iv a le  a d e c ir  q u e  0  =  -  3 . a b s u r d o ,  luego 

el sistema es I N C O M P A T I B L E  ( n o  t iene s o l u c ió n )

1.20 D e t e r m i n a r ,  si e x is te n ,  los va lo r e s  d e l p a r á m e t r o  a  p a r a  q u e  el sistema

X  +  3 y  +  2 z  =  3

4 x  +  y  +  a z  =  4

- 6 x  +  4 y  -  6 z  =  - 2

(U n iv .  d e  C a n ta b r ia )

El sistema será c o m p a t i b l e  in d e t e r m i n a d o  si al a p l ic a r  G auss  nos resulta  al m e n o s  u n a  f i la  de ce 

ros, y a  q u e  al te n e r el sistema tres in c ó g n ita s  el n ú m e r o  m á x i m o  d e  e c u a c io n e s  l in e a lm e n te  in d e p e n d ie n  

tes t iene  q u e  ser dos:

¡1) / 1 3  2 3 ¡1) 1 3  2

( 2 ) 4  1 a 4 — - ( 2 ' )  = ( 2 ) - 4 ( 1 ) 0 - 1 1  a - 8

(3) 1 - 6  4  - 6 - 2 ( 3 ' )  = (3 )  +  6 ( 1 ) 0 2 2  6

(1 )

<2 ' )

( 3 " )  =  ( 3 ' )  +  2 ( 2 ' )

3  2

-1 1  a - 8

0  2 a — 10

3

- 8

0

el sistema será c o m p a t i b l e  i n d e t e r m in a d o  si 2a -  10 -  0
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C A P IT U L O  2

MATRICES

M A T R I C E S .

Se l l a m a  m a t r i z  real d e  d i m e n s i ó n  m x n o d e  o r d e n  m  x n ,  al c o n j u n t o  d e  m - n  n ú m e r o s  re a le s  o r d e 

n a d o s  e n  m  f i la s  y  n  c o l u m n a s .

‘21

12 '  * '  ln  

«22 a 2n

m 1 m 2 "  * ir

L o s  m - n  n ú m e r o s  rea les a )( se l l a m a n  t é r m in o s  o  e le m e n to s  d e  la  m a t r i z .  L o s  n ú m e r o s  n a t u r a 

les i y  j d e s ig n a n ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  la  f i la  y  la  c o l u m n a  a  las q u e  p e r t e n e c e  el e l e m e n t o  a. . .

L a s  m a t r i c e s  se s u e le n  r e p r e s e n t a r  p o r  letras  m a y ú s c u l a s .  A ,  B  o  A m>(n,  8 r . c u a n d o

sea c o n v e n i e n t e  i n d i c a r  s u  d i m e n s i ó n ,  o  b i e n  p o r  ( a , , ) .  ( b ( j ) , . . .  o  (ai ( ) m i t n . ( b ( ) |

P*Q

p « q

2x3 3*2

- 2  1 

- 3  2 

- 8  5

S e  d ic e  q u e  u n a  l inea (f i la  o  c o l u m n a )  es c o m b in a c ió n  l in e a l  f e  o t r a s  l íneas p a r a le la s e  e l la  I ,  J 2 . . . .  

c u a n d o  re s u lta  d e  s u m a r  éstas, m u l t i p l i c a d a s  r e s p e c t i v a m e n t e  p o r  n ú m e r o s  X , . X2 . . .  c u a le s q u ie ra .

En la matriz anterior, A 3s2 , la tercera lila es combinación lineal de las dos primeras, ya que es igual a la primera 

más la segunda multiplicada p o r  2.

D o s  m a t r ic e s  s o n  e q u id im e n s io n a le s  si t ie n e n  e l  m i s m o  n ú m e r o  d e  filas y  el m i s m o  n ú m e r o  d e  c o 

lu m n a s .

E l  c o n j u n t o  d e  m a t r ic e s  e q u id i m e n s i o n a l e s ,  d e  m  f i la s  y  n  c o l u m n a s  se s i m b o l i z a  p o r

D o s  m a t r ic e s  A =  ( a if) y  B =  ( b i ( ) s o n  ig u a le s  si s o n  e q u id i m e n s i o n a l e s  e  igu a le s  t o d o s  lo s  e l e 

m e n t o s  c o r r e s p o n d ie n t e s .

V ¡ €  { 1 , 2  m }  y  V j € { 1 . 2  n }A =  B  o
3  b .i

Las matrices r a b  c n 2 3

A  = B =
d  e f . I.4 5 6 .

serán iguales si v  solo si a =  1. b  =  2 c  =  3, d =  4, e =  5  y  f = 6 -
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M a t r iz  n u la  es la  q u e  t iene to d o s  sus e le m e n to s  iguales a 0 .  Se s im b o l iz a  p o r  O miin o  p o r  O  c u a n -  

d o  n o  h a y a  d u d a  d e  su d im e n s ió n .

Son matrices nulas:

° 2 « 3 “

0  0 0' ‘ 0’ 0  0  0‘

: ° 3 « i  ” 0 ° 3 .3  = 0 0  0

0  0  0 0 .0  o  0.

M a t r i z  f i la  es la  q u e  t iene u n a  sola f i la :  A , , n . V  m a t r iz  c o l u m n a  es la  q u e  t ie n e  u n a  sola c o l u m n a

't i

D ? 1

A . n =  [ 311 ai2 ’ ••a1n] 8 m l

M a t r iz  o p u e s ta  de la  m a t r iz  A  =  <ai ( )  es la  m a t r iz  B = < - a (j) . Se escribe: B  =

"a b~ —  a - b

La matriz opuesta de c  d es - c - d

e - f

M a t r i z  c u a d ra d a  es la  q u e  t iene  el m i s m o  n ú m e r o  d e  filas q u e  d e  c o lu m n a s .

L a s  m a tr ic e s  c u a d ra d a s  d e  n  filas y  n  c o l u m n a s ,  o  sea d e  d im e n s ió n  n  * n , d i r e m o s  s im p le m e n te  

q u e  s o n  d e  o r d e n  n .

Se l la m a  d ia g o n a l p r in c ip a l  d e  u n a  m a t r i z  cu a d ra d a  a la f o r m a d a  p o r  lo s  e le m e n to s  a (. L a  otra  

d iagonal se lla m a  s e c u n d a ria  lia f o r m a d a  p o r  los e le m e n to s  a (j tales q u e  i +  j  =  n  +  1)

S e  l la m a  traza  d e  u n a  m a t r i z  c u a d ra d a  a la  su m a  d e  los e le m e n to s  d e  la d iagonal p r in c ip a l .

T r  ( A )  =  a n  +  a2 2 + -  • • +  aon 

E n  u n a  m a t r iz  cu a d ra d a  se l la m a  c o n ju g a d o  del e le m e n t o  a () al e l e m e n t o  a ,

M a t r iz  d iagonal es la  m a t r i z  c u a d ra d a  c u y o s  t é r m in o s  n o  situ a d o s e n  la d iagonal p r in c ip a l  s o n  nu

los,

'a  0  01 3  0  0 “ o  0  o'

0  b  0 • 0 - 2  0 • 0  3  0

0  0  c. LO 0 6. 0 0  4 j

M a t r iz  escalar es la m a t r iz  d iagonal q u e  t iene  iguales t o d o s  los e le m e n to s  d e  la d ia g o n a l  p r in c ip a l .

k 0  0

0  k 0

0  0  k

(k  *  0 )

a 1 .

M a t r iz  u n id a d  es la m a t r iz  d iagonal q u e  t iene  t o d o s  los e le m e n to s  d e  la d ia g o n a l  p r in c ip a l  iguales 

L a  m a t r i z  u n id a d  de o r d e n  n  se s im b o l iz a  p o r  l n , o  p o r  I c u a n d o  n o  h a y  d u d a  sobre su o r d e n .
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M a t r i z  t r i a n g u l a r  es la  m a t r i z  c u a d r a d a  q u e  t ie n e  n u l o s  t o d o s  lo s  e l e m e n t o s  s i t u a d o s  p o r  e n c i m a  o  

p o r  d e b a j o  d e  la  d ia g o n a l  p r i n c ip a l .

E s  t r i a n g u l a r  s u p e r io r  si s o n  n u l o s  lo s  e l e m e n t o s  s i t u a d o s  p o r  d e b a j o  d e  la d ia g o n a l  p r i n c i p a l ,  y  

t r ia n g u la r  i n f e r i o r  si s o n  n u l o s  los e l e m e n t o s  s i t u a d o s  p o r  e n c im a  d e  la  d ia g o n a l  p r i n c ip a l .

es triangula! inferior.

‘ 3  4  5 1 r 2  0  O’

La matriz 0  6  1 os triangular superior, v 3 - 1 0
0  0  4 L4 0  3.

M a t r i z  s im é t r ic a  es la m a t r i z  c u a d r a d a  q u e  t i e n e  igu a le s  sus e le m e n t o s  c o n j u g a d o s ,  es d e c i r ,  a  -

=  a , p a r a  t o d o  i y  t o d o  j.

a b e  

b d  e

c  e f

M a t r i z  a n t i s i m ó t r i c a  es la  m a t r i z  c u a d r a d a  q u e  v e r i f ic a  la p r o p i e d a d :  a (| =  —  a p a r a  t o d o  v a lo r  

de i y  t o d o  v a l o r  d e  j . L o s  e l e m e n t o s  d e  la d ia g o n a l  p r in c ip a l  s o n  n u lo s .

u a 

- a  0

- b  — c

S U M A  D E  M A T R I C E S .

L a  s u m a  o  a d i c i ó n  d e  d o s  m a tr ic e s  A  y  B  d e l  m i s m o  o r d e n ,  m  x n ,  es o t r a  m a t r i z  C .  d e  o r d e n  

m  x n ,  c u y o s  e l e m e n t o s  se o b t i e n e n  s u m a n d o  los e l e m e n t o s  d e  A  y  B q u e  o c u p a n  lu g a re s  h o m ó l o 

gos.

A  +  B =

a n a t2 •- a . B b „ b l 2 . . " b l " ' a , ,  +  b n a , 2  +  b , 2 - a i n  +  b , „

a 2l a22 • • a2n b 2, b 2 2 . . b 2n a 21 + b 2t a22 +  b 22* • a2 n + b 2n
+

a , . .  a b  , b  . . . . . b a  ,* -b  . a n +  b  >1. . .  a _  +  bm t m 2 m n_ m 1 m? m n m t m i m 2 rn 2 m r» m n

D o s  m a t r ic e s  se p o d r á n  s u m a r  si y  s o l o  si s o n  e q u id im e n s io n a l e s .

2 3 - 1 '4 2 3 2 +  4 3  +  2 - 1  +  3 ' 6 5 2

- 2 4 2 1 2 - 4 = - 2 + 1 4 +  2 2 - 4 = - 1 6 - 2

_ 5 6 - 3 2 - 4 3_ .  5 + 2 6 - 4 - 3  +  3, 7 2 0 .

P r o p ie d a d e s  d e  la  s u m a  d e  m a tr ic e s :

1° L a  s u m a  d e  m a tr ic e s  es le y  d e  c o m p o s i c i ó n  in te rn a .

V I A .  B I S  (

2 °  P r o p ie d a d  a s o c ia t iv a :  A  +  ( B  +  C )  =  ( A  +  B I  +  C  V ( A ,  B .  C )  G  (  *  ) :

A  +  B = c e  '  BO

3 ?  E x i s t e  el e l e m e n t o  n e u t r o .  E s te  es la  m a t r i z  n u la  d e  o r d e n  m  ■ n .  q u e  s i m b o l i z a r e m o s  p o r  O .  

4 ?  E x i s t e  el e l e m e n t o  s im é t r ic o  o  m a t r i z  o p u e s ta .

V A  e #  3 - A < 5  *  /  A  +  ( — A )  =  Om«r> m i  n '  * '
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P r o p i e d a d  c o n m u t a t i v a : A  +  B =  B  +  A  V ( A .  B )  E  { *

P o r  c u m p l i r  las c i n c o  p r o p i e d a d e s  a n t e r io r e s ,  el c o n j u n t o  d e  m a t r i c e s  . * m K n ,  t ie n e  e s t r u c t u r a  de 

g r u p o  a b e l ia n o  r e s p e c t o  d e  la  s u m a .

P R O D U C T O  D E  M A T R I C E S .

D a d a s  las m a t r i c e s  A  =  ( a . . )  d e  d i m e n s i ó n  m » n  y  la  m a t r i z  B  =  ( b t|) d e  d i m e n s i ó n  n  • p .  se 

l l a m a  p r o d u c t o  d e  A  p o r  B a l a  m a t r i z  C =  ( c t( )  d e  d i m e n s i ó n  m  x p ,  e n  d o n d e  el e l e m e n t o  g e n é r i  • 

c o  O j  es igual a la  s u m a  d e  lo s  p r o d u c t o s  s ig u ie n t e s :  p r i m e r  e l e m e n t o  d e  la  f i l a  i d e  A  p o r  el p r i m e

r o  d e  la  c o l u m n a  j  d e  B ,  el s e g u n d o  e l e m e n t o  d e  la  f i la  i d e  A  p o r  el s e g u n d o  d e  la  c o l u m n a  j  d e  B .............
el n - é s i m o  d e  l a  f i la  i d e  A  p o r  el n  é s i m o  d e  la  c o l u m n a  j  d e  8 .

ka n

C„ = a .1 b 1 ( + a , 2 b 2 , + +  a. n b n , =  Z a , k b k,
k a  1

a 11 a 1 2 * ’ ’ a i n  ' b „ b >2 • - b - p

a 2, a „  . a 2n • b 2 1 b 22 * b 2 p

a m . 8 m 2 ’ '  8 m n b nl b « 2  • * b np

k  =  o k =  n

Z . a , k b k i  j L a I k b k2 •••• ^ . a , k b k
* = '  k = l

'  =  n k -  n

¿ . 3 2 k b k ,  / . a ? k b k2 ^ a 2k b K,
k =  1

k =  n

k =  1

k a  1

¿ - 3 m k b k1 L am k b k?
k =  l

k =  1

kan

k =  1

r  í + 2 b i r i  2 3 i a b  c

d e f a
|_3a+ 4 b  J .4  5 e l

-9 h  '

S ó l o  será p o s i b l e  el p r o d u c t o  d e  A  p o r  B  si el n ú m e r o  d e  c o l u m n a s  d e  A  es igual al n ú m e r o  d e  

f i la s  d e  B .

a +  2 d  +  3g b  +  2 e  +  3 h  c  +  2 f + 3 ¡  

4 a + 5 d + 6 g  4 b  +  5 c * ' 6 h  4 c + 5 f + 6 i

P r o p ie d a d e s  d e l  p r o d u c t o  d e  m a tr ic e s :

—  P r o p i e d a d  a s o c ia t iv a :

A m « n  ^B n «p *  ^ D « Q ^  =  *A m « n ‘ ® r ) « p ^ ‘ ^ o « q

—  P r o p i e d a d  d i s t r i b u t i v a  d e l  p r o d u c t o  r e s p e c t o  d e  la s u m a :

A í. x n - < B n i i p + C n > p )  =  A m , n B n x p +  A m - n - C

í A m « n +  C n . p  =  A m « „ -  C n « p  +  B ■ c« "  n «  p
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E n  g e n e r a l ,  n o  se v e r i f ic a  la  p r o p i e d a d  c o n m u t a t i v a .

0
A  B

1*2 1 0

i.4 - 2  1

1 3

- 2  7

4 0

1 3

- 2 7

4 0 .

1
°1

- 2 -

0  13

.12 - 2

14 - 5

24 - 1 6  

8 4

A -  B *  B  A

H a y  casos e n  q u e  e x is te  A m > n - B n f p  y  n o  e x i s t e  B n, p A m > n . s i  p  -A m .

E n  los c a s o s  e s p e c ia le s  e n  q u e  A  • B =  B  A , se d i c e  q u e  las m a t r i c e s  A  y  B  s o n  p e rm u ta b le s .  

S o l a m e n t e  si A  y  B  s o n  p e r m u t a b l e s  se p o d r á  d e c i r  q u e  ( A  +  B l 2 =  A 2 +  2  A B  +  B 2 , p u e s  en 

general  ( A  +  B ) 2 =  ( A  +  B )  ( A  +  B )  =  A 2 +  A B  +  B A  +  B 2 .

—  T o d a  m a t r i z  esca lar  d e  o r d e n  n  c o n m u t a  c o n  t o d a  m a t r i z  c u a d r a d a  d e  o r d e n  n.

E n  p a r t ic u l a r ,  la m a t r i z  u n i d a d  I c o n m u t a  c o n  c u a l q i e r  m a t r i z  c u a d r a d a  d e  o r d e n  n ,  v e r i f i c á n 

d o s e :

| . A  =  A  - !  =  An n n n n

E l  e l e m e n t o  n e u t r o ,  r e s p e c t o  d e  p r o d u c t o ,  d e  las m a t r i c e s  c u a d r a d a s  d e  o r d e n  n  es la  m a t r i z  u n i 

d a d  l _ .

P R O D U C T O  D E  U N A  M A T R I Z  P O R  U N  N U M E R O .

El p r o d u c t o  d e  la m a t r i z  A  =  l a i ( ) .  d e  o r d e n  m . n ,  p o r  el n ú m e r o  real X  es la  m a t r i z  X A  =  

=  (X  • a ) .  d r  o r d e n  m  x n ,  c u y o s  e l e m e n t o s  se o b t i e n e n  m u l t i p l i c a n d o  t o d o s  lo s  e l e m e n t o s  d e  A  p o r  X .

X a , , X . a „  . . • X a i n

X - a X -  a . .
A  = 2 1 2n

X a mi
X a , . .m 2

5
‘ 2 - 1

01 =  i ’0
- 5 o'

. 3 4 6  J  L15 20 3 0 .

E l  p r o d u c t o  d e  u n a  m a t r i z  p o r  u n  n ú m e r o  c u m p l e  las s ig u ie n te s  p r o p ie d a d e s :

1?

2 ?

3 ?

4 ?

X ( A  +  B )  =  X A  +  X B 

( X  +  p ) A  =  X A  + p  A  

X ( P  A )  =  ( X * j )  A  

1 - A  =  A

P o r  c u m p l i r  estas c u a t r o  p r o p ie d a d e s  y  las c i n c o  a n t e r io r e s  d e  la  s u m a ,  el c o n j u n t o  d e  m a 

tr ic e s  d e  o r d e n  m  x n , t ie n e  e s t r u c t u r a  d e  e s p a c io  v e c t o r ia l  s o b r e  el c u e r p o  d e  lo s  n ú m e r o s  reales.
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3 4  M A T R I C E S

M A T R I Z  T R A N S P U E S T A .

M a t r i z  t r a n s p u e s t a  d e  la m a t r i z  A _  _  e s  la m a t r i z  B „ . _  q u e  r e s u l t a  d e  c a m b i a r  o r d e n a d a m e n t em m  fi i  m
s u s  f i la s  p o r  s u s  c o l u m n a s .

L a  m a t r i z  t r a n s p u e s t a  d e  A  se s i m b o l i z a  p o r  A ' o  p o r  A ‘ .

f a b [■• c  e l
c d = >

L* f L b  d  f J

P r o p ie d a d e s  d e  la  m a t r i z  tra n s p u e s ta :

-  ( A ’ )* =  A

-  I A  +  B ) f =  A *  +  B 1

-  < k A ) ! =  k  A 1

-  ( A  B ) ‘  =  B ’ - A*

-  S i  A  es s i m é t r i c a ;  A *  =  A

-  S i  A  es a n t i s i m é t r i c a :  ( - A ) '  =  A  . o  b i e n - A  =  A '

M A T R I Z  I N V E R S A .

Sea A  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  d e  o r d e n  n .  S e  d i c e  q u e  A  t i e n e  in v e rs a  si e x is te  u n a  m a t r i z  B . c u a  

d r a d a  d e  o r d e n  n ,  tal q u e  A - B «  l p . S e  d i c e  q u e  B  es la  m a t r i z  i n v e r s a  d e  A  

L a  m a t r i z  in v e rs a  d e  A .  c u a n d o  e x is t e ,  s e  s i m b o l i z a  p o r  A  . v e r i f ic á n d o s e

A - A " 1 «  A  1 • A  =  I 

L a  m a t r i z  in v e rs a  d e  A .  c u a n d o  e x is t e ,  es ú n ic a .

U n a  m a t r i z  c u a d r a d a  t ie n e  in v e rs a  si y  s o l o  si e s  p o s i b l e  p asar,  p o r  t r a n s f o r m a c i o n e s  e le m e n t a le s  

s o b re  las fi las, d e l  c u a d r o

I A  I I )

al c u a d r o  { I  I A “ M

U n a  transform ación d e m e n ta ! tobre las filas de una matriz es cualquiera de las operaciones siguientes:

-  Multiplicar,  o  dividir, los elementos de una tila p o r  u n  número

-  Cambiar entre si dos filas

-  Sumar a los elementos de u n a  fila, multiplicados o  n o  por un número, los correspondientes elementos de otra 

fila multiplicados p o r  o t r o  número.

r i  n  m  n  i 1 0' (i) ft i 1 OíSea A -  : —
L2 3 J  12) |2 3 o K ( 2 ’ ) =  ( 2 1 - 2 ( 1 )  [ O  1 -2  l)

I D -  (1) — í2‘» [1 0 3 -1
=> A" 1 - r 3

(2‘) l o  1 -2 1 1-2

r 1 0 0‘ (1) 1 0 0 1 0 0
Sea A m \ 3 1 5 12) 1 3 1 5 0 1 0

L-« 0 2 (3) i -4 0 2 0 0 1
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M A T R I C E S  35

I I ) P 0 0 1 0 0  \ (1 ) ! » 0 0 1 0 °\
(2 ‘ ) -  ( 2 ) - 3 ( 1 ) l ° 1 5 - 3 • 0

-  ( 2 '> ,
( 3 " ) -  -  (3*)

0 i 5 - 3 1

1( 3 )  =  (3 )  +  4( 1) , 0 0 2 4 0 l i i 0 0 1 2 0

11) 1 0  0 1 0  0

roO

12")  =  (2  ) -  5  ( 3 " ) 0  1 0 - . 3  ,  - I = >  A  ’ =

'

- 1 3  1 - |

13") 0  0  1
2 0  í 2 0 -

2 2

S i  e n  a l g u n o  d e  lo s  p a s o s  d e l  c á l c u l o  d e  la  m a t r i z  inversa  d e  A ,  e n  la  p a r t e  i z q u i e r d a  d e  la  r e c t a  v e r 

t ic a l  a p a r e c e  u n a  f i la  d e  c e r o s  o  d o s  f i la s  p r o p o r c i o n a l e s ,  la  m a t r i z  A  n o  t i e n e  in ve rs a .

Sea A

1 3  2 ' (1) /  1 3  2 1 0  0

—2  1 3 : (2) 1 - 2  1 3 0  1 0
3  2 - 1 (3) 1 3  2 - 1 0  0  1 ¡

(1) 1 3 ’ 2 1 0  0

12’ )  *  ( 2 )  +  2 ( 1 ) 10 7 7¡ 2 1 0
( 3  ) =  ( 3 ) - 3 ( 1 ) 9 _ i ? __rrZj - 3  0  1

= >  A  no tiene inversa.

E l  c á l c u l o  d e  la  m a t r i z  in v e rs a  d e  esta f o r m a  se c o n o c e  p o r  c á lc u lo  d e  la  m a t r i z  in v e rs a  p o r  e l  m é t o 

d o  d e  G a u ss.

L a s  e c u a c io n e s  m a t r ic ia le s  d e  la f o r m a

A X  +  B  =  C  ( 1 )

c u a n d o  A  e s  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  e ¡n v e r s ib le  s e  r e s u e lv e n  d e l  s ig u ie n t e  m o d o :

A X  +  B  =  C  = >  A X  =  C  —  B

m u l t i p l i c a n d o  p o r  la  i z q u i e r d a  p o r  A - 1

A ' 1 ( A X )  =  A  1 ( C  —  B ) r >  ( A ~ ' A ) X  =  A ~ ’ ( C - B I X A - ’ ( C  — B )

Encontrar una matriz X que satisfaga la ecuación A - X  +  B =  C ,  siendo

A  =
[ ,  2  Oí

. 0  0 3j
C  = [ 3 ’  ’ l

L 2  0  Oj

Veamos si A  tiene inversa:

111
<2"> =  ^  (2'¡ 

3

(U n iv . de  Santiago)

11)
I ’

0 1 0  \ (1)
f 1

0

(2) \ 2 3 0 1 1 ( 2 ’)  =  ( 2 )  - 2  (1) 3

1

- 2

A  tiene inversa, siendo . -1 J  _íl
. 3  3 j

C o m p ro b a d o  que A  tiene inversa, podemos operar de la siguiente forma:
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3 6  M A T R I C E S

A X  +  B =  C  = >  A X  =  C  —  B = >  A _ , ( A X )  =  A  ’ ( C - B )  = >  ( A A ) X  =  A ~ ’ IC  —  B) = >

I X  =  X  =  a  ' i c  -  B )

N O  T A : E n  el capí ru lo  siguiente, después de conocer la  teoría de determinantes, se am pliará la teoría de la  m atriz  
inversa.
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PROBLEMAS

3

1

- 2

2

( U n i v .  d e  M a d r id , 1 9 9 1 )

A  B =  [ i  3  2  - i ]

3

1

- 2
2

=  [ l - 3  +  3 - 1  +  2 ( - 2 )  +  ( - 1  ) 2 ]  =  [ 3  +  3 -  4  -  2 ]  =  [ 0 ]

B A  =

’  3 ' 3 1 3 3 3 2 3 1 - 1 ) 3 9 6 - 3 '

1
Í 1  3  2 - 1 1  =

M 1 - 3 1 - 2 1 1 - 1 ) 1 3 2 - 1
- 2 L J - 2 - 1 - 2 3 - 2  2 - 2 1 - 1 ) - 2 - 6 - 4 2

2 2 - 1 2  3 2  2 2 1 - 1 ) 2 6 4 - 2

O b t e n e r  los va lo r e s  d e  x , y . z , q u e  v e r i f i q u e n  la  s iguie n te  e c u a c ió n  m a t r i c i a l :

+

(U n iv .  de  V a le n c ia )

1 1 1

x 2 + 2  1

- 1 - 0  1

( 1 )  x +  y  +  z  =  1

( 2 )  2  x +  2 y  +  z =  0

( 3 )  - x  +  z  3  0

y X
v
7

= 0 = > 2 x
*•

,0 —x

( 1 )

—  ( 2 ' ) =  ( 3 )  +  ( 1 )  

(3*) 3  ( 2 ) — 2 ( 1 )

y  +  z ' 1

+ 2 y + z = 0

z 0.

x  +  y  +  z  =  1

x  +  y  + z r

2 x + 2 y  + z = 0

- x  +  z 0

x =  1 - y - z =  1 +  3 - 2  =  2  

y = 1 - 2 z = - 3y  + 2 z  =  1 

-  z  3 - 2 z  =  2
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3 8  M A T R I C E S

R e so lve r el sistema 2  X  +  Y  =  A

4 X  -  3 Y  =  B

q u e  X  e  Y  son m atrices d e  d im e n s ió n  3  ■ 4 ,  y

A  =
[ * - 1  8  7 |  b  I 13 - 4  — 2 l l

[ - 3  6  12 J '  [ - 1 1  12 1 4  J

( 1 )  2  X  *- Y  =  A

( 2 )  4  X  —  3  Y  =  B

I I )  2 X +  Y  =  A

( 2 ' )  =  ( 2 ) - 2 ( 1 )  — 5  Y  =  B — 2 A
Y  =  ± ( 2 A - B )

2  X  =  A - Y = A - I ( 2 A - B )  =  ^  ( 3 A  4 B X  =  ^ ( 3 A  +  B, I

X - - Í -  ' 3 24
10 - 9  18

2 1 1  r  1 3  - 4  —2  i i \  ,  r  i o  2 0  o j  r  i

3 6 1 L - n  12 1 4 1 I- 20  30  L" 2

y  - 1  i r - 2 16 i 4 i  - [ , 3  ~ 4  _ 2 i i '  -  i r - 1 5
5  l [ - 6  12  2 4 J  L— 11 12 14 j  5 [  5

2

2  3

2 0  35 

0  10

- 3  4

1 0

D a d a  la m a tr iz A  =

5 - 4  2

2  - 1  1 
4  4  - 1

q u e  A - ’ 2 A — I, siendo I la m a tr iz  id e n tid a d .  U s a n d o  la f ó r m u l a  a n te r io r ,  calcular A 4 .

(U n iv .  de  M a d r id )

5 - 4  2 5  - 4  2

A ? = 2  - 1  1 2  - 1  1

- 4  4  - 1 - 4  4  - 1

5 5  + ( - 4 ) 2  + 2  ( — 4 )  5  ( - 4 )  +  ( — 4 )  ( — 1 )  +  2-  4

2  5  + ( - 1 ) 2 + 1  ( - 4 )  2 ( — 4 )  +  ( — 1 )  ( — 1 ) +  1 4

- 4 - 5  +  4 - 2  +  ( — 1 ) ( — 4 )  — 4 ( — 4 )  +  4 ( — 1)  +  ( - 1 ) 4

5 - 2  +  <— 4 )  - 1 + 2 < — 1) 

2 - 2  +  ( — 1 ) - 1  +  1 ( - 1 )  

4 - 2  +  4  1 + ( - 1 ) ( - 1 )

9  - 8 4

4 - 3 2

- 8  8 - 3

1 0 - 8 4 1 0 0 9 - 8 4

2 A - I  = 4 - 2 2 - 0 1 0 = 4 - 3 2

- 8 8 - 2 _ 0 0 1 - 8 8 - 3 .
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M A T R I C E S  39

está c o m p r o b a d o  q u e  A 2 =  2  A  -  I.

A 4 =  A 2 - A 2 =  ( 2 A —  I) (2 A —  I 4  A  —  2  A  —  2  A  +  I =  4 ( 2  A  —  I) —  4 A  +  I =  4 A  —  31

17 - 1 6  8

8 - 7  4

- 1 6  16 - 7

Dada la  m a tr iz  A  =  

tales que A X  =  O .

e n c o n tra r  u n a  de las matrices X  cuadradas de orden 2  y

(U n iv . d e  M a d rid . 1991)

Sea X  =

A X  =  O

X y
la m atriz  pedida.

Y i

3 - 3 x y 0  0
=> = = >

2 - 2 V Z . 0  0 .

3 x  -  3  y  = 0

3 y  -  3 z  =  0 

2 x  - 2 y  = 0

2y -  2/ =  0

3  x -  3  y  = 0

3  y  —  3  z =  0

3 x  -  3 y 3 y  —  3z 0  0

2 x  —  2 y 2 y  — 2 o  0.

c o m o  las ecuaciones tercera y  cuarta son, respectivamente, igua

les a la p rim era  y  segunda m ultiplicadas p o r  2/3; el sistema que 

resulta de tachar dichas ecuaciones es equivalente al anterior:

x =  y

z  =  y

■ 2  2 - 1 1 0  0

Dadas las matrices A  = - 1  - 1  1 .  1 = 0  1 0

- 1  - 2  2 0  0  1

1) Calcular la m atriz  ( A - I ) 2, 

uso di

se p i d e :

(U n iv . de  M a d rid . 1 9 9 1 )

1 2  - r 1 2 - 1 " 1 - 2  +  1 2 - 4 + 2 - 1  + 2 - 1 '

> 1 II - 1 - 2  1 - 1  - 2 1 - 1 + 2  - 1 - 2 + 4 - 2 1 - 2 + 1

- 1 - 2  1 - 1  - 2 1 - 1 + 2 - 1 - 2 + 4 - 2 1 - 2  +  1
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40 M A T R I C E S

C o m o  la  m a t r iz  A 2 c o n m u t a  c o n  I (e n  la  m u l t i p l i c a c i ó n ) : 

A 4 - | 2 =  ( A ? +  I H A 2 — I )  =  ( A 2 + 1 ) 0  =  0 A 4 =  l 2 =  I

2

7  S i P  y  Q  s o n  d o s  m a tric e s  c u a d ra d a s d e  o rd e n  n ,  ¿es c ie rta , en g e n e ra l, la igualdad

(U n iv .  d e  L e ó n )

El p r o d u c t o  de m atrices cuad radas verifica la p r o p ie d a d  d is t r ib u t iv a  respecto de la  sum a, lu ego:

( P  +  Q ) 2 =  (P  +  Q )  (P  +  Q )  =  P2 +  P Q  +  Q P  +  Q 2 

si P Q  n o  es igual a  Q P :  P2 +  2 P Q  +  Q 2 *  ( p  +  Q } 2 .

La igualdad d e l e n u n c ia d o  sólo se verificará si P y  Q ,  ade m á s d e  ser cuad ra d a s , c o n m u ta n  respecto 

del p ro d u c t o .

, 3 P ro b a r q u e  A "  =  2 n ” ’  A .  s ie n d o  A  =

-  I! ’J
(U n iv . d e  L a s  P a lm a s  d e  G ra n  C a n a ria )

H a r e m o s  la d e m o s tr a c ió n  p o r  el m é t o d o  d e  in d u c c ió n :  

n  =  1 :  A ’ =  2 , _ 1  ■ A  =  A

-  *■ = ['.  ’J C  K  ; i - [ !  3 - - *

la f ó r m u l a  se v e rif ica  para n = 1  y  n = 2 ,  s u p o n ie n d o  q u e  A "  =  2 "  A :

A h * 1 =  A h - A  =  ( 2 h ~ ’ A ) A  =  2 h _ 1  A 2 =  2 h_1 - 2  A  =  2 h A  =  2 , h *n ' 1 A  

la es c ierta ta m b ié n  para n  =  h  +  1 .  Está d e m o s t r a d o  q u e  A "  =  2 "  ’  A .

la f ó r m u -

1 0 0
o oZ . 9  Sea la  m a triz A  = 1 1 0

.1 0 1

C a lc u la r A 100.

'  1 0  0 "1 0  0 o o

1 1 0 1 1 0 2 2  1 0

. 1 o  1 . -1 o  1. 2  0  1 .
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'1 0  0 " 1  0  0 1 1 0  0

A 3 =  A 2- A  = 2  1 0 1 1 0 = 3  1 0

.2  0  1 .1 0  1 3  0  1

vil' u i i u  u s iu i  «esultad os  p o d e m o s  con sid erar que A h

1 0  0

h  1 0

h 0  1

V de aquí A n ’ 1 =  A h- A

o o __ 1 0  0 ‘ —
1

o o

h  1 0 1 1 0 = h  +  1 1 0

h  0  1 1 0  1 h  +  1 0  1

q u e  tiene la  m is m a  f o rm a  q u e  A " .

1 . 0 0 1 0 0

Está d e s m o s tra d o  p o r  in d u c c ió n  q u e  A ' 1 = h 1 0 ;  lu e g o :  A 100 = 100 1 0

h 0 1 1 0 0 0 1 .

1 0  Sea la  m atriz

H a l la r  A ' ,  para n  «E N .

A  =

1 0 1 
0 1 0 
0 0  1

(U n iv .  de  C a n ta b ria )

A  =

1 0 1 1 c 1 1 0  2

0  1 0 0 1 0 = 0 1 0 •

0  0 1. . 0 0 1. .0 0  1

1 0 1 1 ( )  2 1 0 3

A  = 0 1 0 0 1 0 = 0  1 0

0 0 1 0  ( )  1 0  0 1

la f ó r m u l a  A  =

pie para n  =  h  :

1 0  n

0 1 0

0  0  1

se c u m p le  para n =  1 . 2  y  3 ;  s u p o n ie n d o  que ta m b ié n  se c u m -

1 0  h 1 O h i  o  r 'i 0  h  +  1

A h = 0  1 0 1<<II

♦<

o o 0  1 0 = 0  1 0

. 0  0  1 . 0  0  1 0  0  1.

oo
.

t a m b ié n  se c u m p le  para n  =  h + 1 .

Está d e m o s tr a d o ,  p o r  el m é t o d o  d e  in d u c c ió n  q u e  A "  =

1 0  n

0 1 0

0  0 1
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4 2  M A T R I C E S

í 1 1 M
1 1  H a l la r  la m a t r i z  B  ' . s ie n d o  B  =  1 1 1

’ ¡ U n i v  ele M á la g a )

'1 1 1 1 1 l l 3 3 3

1 1 1 1 1 1 = 3 3 3 =  3 B

1 1 1 _1 1 1_ _3 3 3

= ( 3 B ) •B =  3 B 2 _ 3 ( 3  B )  = 3 2 B ; b
4 B 3 - B =  ( 3 2 B ) - B  =•

c o n s id e r a n d o  e sto s  re s u lta d o s ,  p o d e m o s  hacer la h ip ó te sis  de q u e  B '  = 3 "  ’  - B  

de d o n d e :  B " ’ 1 =  B ° .  B  =  ( 3 " _1 B )  B  =  3 o - 1  B 2 =  3 ° - ’ ( 3  B )  =  3° B

E s tá  d e m o s t r a d o ,  p o r  el m é t o d o  de i n d u c c i ó n ,  q u e  la f ó r m u l a  ( 1 )  es c ie rta ,  luego

3 n ~ '
3 „ - . 3 « - r

B "  =  3 n * 1 B  =
3 o - i

3 0 - 1

¿ o - , 3 n - ,
3 " - \

4 5 - 1 4 5 - 1 1 6 - 1 5  +  3 2 0 - 2 0  +  4 - 4  +  5  +  0 4 4 1

A 2 = - 3 - 4 1 - 3 —  4 1 = - 1 2  +  1 2 - 3 - 1 5  +  1 6 - 4 3 - 4 + 0 = - 3 - 3 - 1

- 3 —  4 0 - 3 - 4 0 —  12 +  1 2 + 0 - 1 5 +  1 6 + 0 3 - 4 + 0 0 1 - 1

4 5 - í '  4 4 1' 1 6 - 1 5  +  0 1 6 - 1 5 - 1 4 - 5 + 1

A 3 =  A - A 2 = - 3 - 4 1 - 3 - 3 - 1 = - 1 2  +  1 2 + 0 - 1 2  + 1 2  +  1 - 3  +  4  -  1

- 3 - 4 0 . 0 1 - 1 . - 1 2 + 1 2 + 0 - 1 2 + 1 2 + 0 - 3 + 4 + 0

‘ 1 0  0

0  1 0 =  | ; 4 2 8  —  1 4 2  x 3  +  2  4
428 _  a 1 4 2 x 3 + 2  _  A I « X 3  a 2 _

0o
,

‘ 4 4  r

=  ( A 3 )’ 4 2 - A 2 =  I ’ 4 2 - A 2 =  1 • A 2 =  A 2 = - 3  - 3  - 1

0  1 - 1
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M A T R I C E S  43

2 .1 3  C o m p r o b a r  q u e  la  m a t r i z  A  = ^  v e r i f ic a  la re la c ió n  A 2 +  I = 0  d o n d e :

• - [ ;  a ’ - c  : i
O b t e n e r  u n a  m a t r iz  B .  d is t in t a  d e  ±  A .  q u e  t a m b i é n  v e r i f i q u e  la  re la c ió n  B 2 +  I  = 0 .

(U n i v .  d e  M a d r id , 1 9 9 1 )

A 2 +  I =

Sea B =

[ 0
í  °  ’ i  +  r

. o í  r _ i
° ]  +  \ '

0

1

- —

o 1 - 1  o j  [ i 3 l j  | 0  -

[ a  b|

i j  [ o

I a  b

1.

:

1 =  0
^  I  « . I l e  d

+

c a
a -

a 7 + b c  a b  +  b d ] 1 0 a2 +  b e  +  1 b  (a +• d ) 0  o l
+ = = = >

a c  +  c d  b c  + d 2 ) 0  1 c ( a  +  d )  b e  +  d 2 +  1J 0  o j

a2 +  b c  +  1 =  O 

b ( a  +  d ) = 0  

c  la  +  d ) =  O 

d 2 + b c +  1 =  O

( 1 )

( 2 )

(3)

A )

D e  < 2 ) : b ( a +  d )  =  O

l le v a n d o  este v a lo r  a ( 1 ) :  a 2 +  1 =  O ;  a 2 =  -1  ,

im p o s ib le  lu e g o  b  *  O
( 5 )

C o n  el m i s m o  r a z o n a m ie n t o ,  d e  ( 3 )  y  ( 4 )  se o b t i e n e  q u e  c  *  0 .

- a 2 -  1
D e  ( 1 ) :  b e  =  - a * -  1 c  = a ca d a  p a r  d e  valores d e  a y  b  o b t e n d r e m o s

^alor d e  c .  p o r  e je m p lo ,  para a =  1 y  b  =  1 :  c  =  —  2 ,  y  de ( 5 )  d  =  — 1. r e s u lt a n d o  la m a tr iz

1 1
B =

- 2  - 1

2 .1 4  U n  fa b r ic a n te  p r o d u c e  tres t ip o s  d e  clavo s: d e  a l u m i n i o  ( A ) ,  d e  c o b r e  ( Q )  y  d e  a c e ro  ( H ) .

T o d o s  ellos se fa b r ic a n  e n  lo n g itu d e s  de 1 ;  1 , 5 ;  2  y  2 , 5  c e n t ím e t r o s  c o n  los p re c io s  re s p e c t ivo s  si-

C l o v o s A :  0 , 2 0  0 . 3 0  0 , 4 0 0 , 5 0  pts.

C la v o s  Q :  0 , 3 0  0 , 4 5  0 , 6 0 0 , 7 5  pts.

C la v o s  H :  0 . 4 0  0 , 6 0  0 , 8 0 1 pts.

S a b i e n d o  q u e  e n  u n  m i n u t o  se p r o d u c e n :

D e  1 c m  de l o n g i t u d : 1 0 0  A 5 0  Q  7 0 0  H

D e  1 . 5  c m  d e  l o n g i t u d :  2 0 0  A 2 0  Q  6 0 0  H
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44 M A T R I C E S

D e  2  c m  de l o n g i t u d :  5 0 0  A  3 0  Q  4 0 0  H

D e  2 , 5  c m  d e  lo n g i t u d :  3 0 0  A  10 Q  8 0 0  H

S e  p ide:

a ) R e s u m ir  la  in f o r m a c ió n  an te r io r  en d o s  m atrices, M  y  N .  M  será u n a  m a t r iz  3 x 4  q u e r e -  

la  p r o d u c c ió n  p o r  m i n u t o  y  N  u n a  m a t r iz  4 x 3  q u e  recoja los precios, «s.

b )  C a lc u la r  los e lem entos d e  la  diagonal p r in c ip a l  de la m a t r iz  M  . N  y  d a r  su significado.

N - M .
(U n iv .  d e  A lic a n te )

a) M a tr iz  d e  la p r o d u c c ió n  p o r  m in  j t o :

1 1.5 2 2 . 5  —

100 2 0 0 5 0 0 3 0 0

M  = 50 20 30 10

700 6 0 0 4 0 0 8 0 0

lo n gitu d  de los clavos 

clavos t ip o  A  

Q 

.. H

Esta m a tr iz  h a y  q u e  interpretarla  de la  siguiente f o r m a : p o r  e je m p lo ,  el e le m e n to  a 23 =  3 0  sig

nifica q u e  e n  u n  m i n u t o  se p ro d u c e n  3 0  clavos de 2  c m .  d e  lo n g i t u d  del t i p o  Q . e l  e le m e n to  a32 = 

=  6 0 0  significa q u e  en u n  m in u t o  se p ro d u c e n  6 0 0  clavos de 1,5 c m .  de lo n g itu d  del t i p o  H .

M a tr iz  de los precios de los clavos según su lo n g i t u d  y  t ipo :

A Q H —  t ip o  de los clavos

0 ,2 0 0 ,3 0 0 .4 0 —  clavos de lo n gitu d 1

0 ,3 0 0 , 4 5 0 ,6 0 •• •• *»
1.5

0,40 0 , 6 0 0 , 8 0 ii ii ii 2

0 , 5 0 0 ,7 5 1 .0 0 .
•• ii ii 2 .5

N

( b 32 =  0 , 6 0  significa q u e  el c la vo  d e l t ip o  Q  de 2  c m . de lo n g itu d  vale  0 , 6 0  pesetas)

b )  Si M  es u n a  m a tr iz  de dim ensiones 3 x 4  y  N  u n a  m a t r iz  4 x  3 ,  las d im e n sio n e s  de M - N  

serán 3 x 3 .

Si a los e le m e n to s  de M  los s im b o l iz a m o s  p o r  a t|. a l o s d e  N  p o r  b ( y  a l os de M - N  p o r  c i(: 

c „  =  a n  b ^  +  a 1 2 b 21 + a , 3 b 31 + a , 4 b 4 ,  =  1 0 0  0 . 2 0  +  2 0 0 - 0 , 3 0  +  5 0 0  0 . 4 0  +  3 0 0  0 . 5 0  =  4 3 0  => 

el im p o r t e  de los clavos del t ip o  A  p ro d u c id o s  en u n  m i n u t o  es 4 3 0  pesetas 

c22 =  a 2 i b , 2  +  a22b 22 +  a23b 32 +  a2 4 b 42 =  5 0 - 0 , 3 0  +  2 0 - 0 . 4 5  +  3 0  0 , 6 0  -  1 0 - 0 ,7 5  =  4 9 ,5  = >  

el im p o rte  de los c la vo s  del t ip o  Q  p r o d u c id o s  en u n  m i n u t o  es 4 9 . 5  pesetas

C33 =  a31b 13+ a 32b 23 +  a 3 3 b 33 +  a 3 4 b 4 3 = 7 0 0  0 -4 0  +  60 0  0 ' 6 0  +  4 0 0  0 '8 0  +  t í0 0 ,  1 =  1760 = *

el im p o rte  de los clavos d e l t ip o  H  p r o d u c id o s  en u n  m i n u t o  es 1 7 6 0  pesetas.

c )  L a  m a tr iz  N - M  es de dim ensiones 4 x 4 .  S im b o liz a re m o s  sus e lem entos p o r  d ^ :
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M A T R I C E S  45

d n  =  b , , a n  + b | 2 a2 , + b J 3 a31 =  0 . 2 0 - 1 0 0  +  0 , 3 0 - 5 0  +  0 , 4 0 - 7 0 0  =  3 1 5  = >

el i m p o r t e  de lo s  c la vo s  de 1 c m .  p r o d u c i d o s  e n  u n  m i n u t o  es 3 1 5  ptas. 

d j 2 =  b 2,  a , 2 +  b 22 a 2? +  b 23 a 32 =  0 , 3 0 -  2 0 0  +  0 , 4 5 - 2 0  +  0 , 6 0 - 6 0 0  =  4 2 9  = >

el i m p o r t e  d e  lo s  c la vo s  d e  1 ,5  c m .  p r o d u c i d o s  e n  u n  m i n u t o  es 4 2 9  pesetas. 

d 33 =  b 3 i a i3  ^  b 3 2 a 2 3 + b 3 3 a 33 =  0 , 4 0 - 5 0 0  + 0 , 6 0 - 3 0  + 0 . 8 0 - 4 0 0  =  5 3 8  = >  

el i m p o r t e  d e  los c la vo s  de 2  c m .  p r o d u c i d o s  en u n  m i n u t o  es 5 3 8  pesetas. 

d 4 4  =  b 4 , a , 4  + b 4 2 a 2 4  + b 4 3 a 3 4  =  0 , 5 0  • 3 0 0  +  0 . 7 5  10 +  1 - 8 0 0  =  9 5 7 , 7  = >

el i m p o r t e  de lo s  c la v o s  d e  2 , 5  c m .  p r o d u c i d o s  e n  u n  m i n u t o  es 9 5 7 , 7  pesetas.

2 . 1 5  P r o b a r  q u e  la  m a t r i z  A  t ie n e  inversa  y  ca lcularla

[  1 m  0
° l

A  =  0  1 ™ 00  0  1 m

| 0  0  0 ’ J
(U n iv .  d e  C á d iz )

E m p l e a r e m o s  el m é t o d o  d e  Gauss:

(1 ) 1 m 0 0 1 0 0 0  \

(2 ) 0 1 m 0 0 1 0 0

(3 ) 0 0 1 m 0 0 • 0

( 4 ) 0 0 0 1 0 0 0 1 /

(11 1 m 0 0 1 0 0 0

(2 ) 0 1 m 0 0 1 0 0

( 3 ‘ ) =  | 3 ¡ — m ( 4 ) 0 0 1 0 0 3 1 -  m

(4) 0 0 0 1 0 0 0 1

(1) 1 m 0 0 1 3 0 0

(2 '» =  ( 2 )  —  m ( 3 ' ) 0 l 0 3 0 1 -  m m 2

( 3' l 0 0 1 0 0 0 1 —  m

(4) 0 0 0 1 0 0 0 1

(1*) =  ( 1 )  — m ( 2 ' ) 1 0 0 0 1 - m m 2 - m 3

12') 0 1 0 0 0 1 —  m m 2

( 3 ' ) 0 3 1 0 0 0 1 - m
(4) 0 0 0 1 0 3 0 1
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4 6  M A T R I C E S

1 — m m 2 - m 3

1 _ 0 1 — m m 2

0 0 1 - m

0 0 0 1

2 .1 6  C a lc u la r  la  in ve rsa  d e  la  m a t r iz :

A  =

-2
4

2
1

4  2  1

2  1 - 2
1 - 2  4

- 2  4  2

(U n iv .  d e  S a la m a n c a )

E m p l e a r e m o s  el m é t o d o  d e  G a u s s :

11) - 2  4

(2 ) 4  2

(3 ) 2 1

(4 ) 1 - 2

(1 ) - 2  4

( 2 ' )  =  ( 2 )  + 2 ( 1 ) 0  10

( 3 ' )  =  ( 3 )  + ( D 0  5

( 4 ' )  =  ( 4 ) +  1 ( 1 )  \  0  0

I D f - 2  4

( 2 ' ) 0  10

1 3 " )  =  ( 3 ' ) -  1 ( 2 ' ) 0  0

( 4 ' ) \  0  0

(1) - 2  4

( 2 ’ ) 0  10

( 3 " ) 0  0

( 4 " )  = (4*)+ 2 ( 3 " ) 0  0

«1
81II f -2  4

(2') 0  10

( 3 " ’ ) =  ( 3 " ) - | ( 4 " ) 0  0

(4” ) \ 0 0

2 1 

1 - 2  

-2 4

2

5

O

5

2

5
5
2
5

2
5
5
2
O

1
O

5
5
2

1

0

5

5
2

1
O

5

25
2

O

O

O

25
2

0

1 
O 

O

0

1 

3 

O

0

1

0 4

5 0

1 O

’

o

o

0

1 

2 

1
1

2

1

2

O

0

1

o

0  

3

1

O

o

o

o

o\

o

o

•

o  o \

2 1 0 0

3 1 1 0
~  2

1 -  1 2 1
2

24 2 4

25 25 25

2 1 0

_ 1 1 1
* 5 10 5

1
7 - 1 2

- A25 

3 

2 
5

1 y
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M A T R I C E S  4 7

1 1 " )  = < n - | ( 2 ' )  if - 2 0 0 0
4

2 5

8

2 5

4

2 5

( 2 " )  = ( 2 ' )  + 2 ( 3 " ' ) 0 10 0 0
8

5

2

5

2

5
14

5

1 3 '" ) 0 0
5

2
0

1

5

3

10

1

5

2

" 5
( 4 " )

\
0 0

2 5

2

1

2
-  1 2

i /

( ! " ' )  = -  1 d " ) / i 0 0 0 2 4 2
— \

2 2 5 2 5 2 5
2 5  \

( 2 " ' )  = 177 ( 2 ” ) 0 1 0 0
4 2 1 2

10 2 5 25 2 5 2 5

( 3 " " )  = -  |  ( 3 ' " ) 0 0 I 0
2

2 5

1

2 5

2

2 5

4

2 5

( 4 " ’ )  = ~  ( 4 " ) o 0 0 1
1 2 4

! /
2 5 \ 2 5 ‘ 2 5 2 5 5  /

-  2 4 2  1 1

1 4 2 1 - 2
A  ’  =

2 5 2 1 - 2  4

1 - 2 4  2

. 1 7  Encontrar una matriz X  que verifique la ecuación:

A X  +  B  =  C

1 0 0 '1 0 0 3 0 0

A  = 1 2 0 B = 0 1 0 c  = 2 5 2

1 2 4 0 0 1_ 0 1 3

(Univ. de Castilla — La Mancha. 1991)

V e a m o s  si  A  t i e n e  i n v e r s a :

( 1 ) 0 0 1 0 0 ( 1 ) n 0 0 1 0 0

(2 ) 1
2 0 0 1 0 1CN1

( 1 )
0

2 0 - 1 1 0

( 3 ) 1 2 4 0 0 1 co II y T ( 2 ) l o 0 4 0 - 1 1,

( 1 ) ' 1  0 0 1 3
°\

1 0 0

(2 " )  = 5 ( 2 - 1 0  1 0
1

2

1
2

I4  •

=> A * 1  =
1

2

1

2
0

( 3 " )  = i  ( 3 - ) ^ 0  0 1 0  -
1

‘  4
0

1

4

1

4
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4 8  M A T R I C E S

A X  +  B  =  C A X  =  C  —  B  = >  A - 1  ( A X )  =  A~ '  ( C  —  B )  = >  (A*" A ) X  =  I X  =  X  =  A "  ( C - B )
- i - i - i

X  =

1 0  0 ^ 2  0  0 2  0  O ’

4  i  0 2  4  2 0  2  1
2  2

o  - i  1
4  4

. 0  0  2 , 1 - 1  0

(U n i v .  d e  M a d r id )

Sean B =
_1 3" 

4  2
y  C  =

" 2  r  

_ 5  3

V e a m o s  si C : t ie n e  inversa:

( 1 )  [ 2  

( 2)  l 5

1

3

1 0 \  

0  1 ]
—

n*)  =  ( i )  — ( 2' ) 2  0 6

( 2 ’ ) 0  1 - 5

la m a t r i z  C  t ie n e  in ve rs a , s ie n d o  C  1

B =: A C  => B C * 1 =

A  = B C - ’ = P 1L *  2 .

‘ 3  -  

- 5

( 1 )

( 2 ‘ ) =  2 ( 2 1 - 5 ( 1 »

( 1 " )  =  j d )  

( 2 ‘ )

■  - U

1

- 5

O 1

B C ' 1 =  ( A C ) C - 1 =  A ( C C ~ ’ )  =  A l  =  A

:)
3

- 5

15 - 1  + 6 - 1 2 5 ’

10 - 4 + 4 2 0

- 1

2
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C A P IT U L O  3

D E TER M IN A N TES  Y  M A TR IZ  INVERSA

3 E T E R M I N A N T E S .

Sea A  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  d e  o r d e n  n .  S e  l l a m a  d e t e r m i n a n t e  d e  la m a t r i z  A  al p o l i n o m i o  c u -  

&  t é r m i n o s  s o n  t o d o s  lo s  p o s i b l e s  p r o d u c t o s  d e  n  f a c t o r e s  t o m a d o s  e n t r e  los n  e l e m e n t o s  d e  A .  

a  m o d o  q u e  e n  c a d a  t é r m i n o  h a y a  u n  s o l o  f a c t o r  d e  c a d a  f i l a  y  u n  s o l o  f a c t o r  d e  c a d a  c o l u m n a ,  y  

j * » c : a n d o  a  c a d a  t é r m i n o  d e l  s ig n o  +  o  d e l  -  s e g ú n  q u e  las p e r m u t a c i o n e s  d e  lo s  í n d i c e s  d e  las f i la s  y  

a » c o l u m n a s  se a n  d e  la  m i s m a  o  d i s t i n t a  c lase.

S e  ' e c u e r d a  q u e  e n t r e  las n »  p e r m u t a c i o n e s  q u e  se p u e d e n  f o r m a r  c o n  l o s  n  p r i m e r o s  n ú m e r o s  n a t u r a l e s ,  se 

' n  p e r m u t a c i ó n  p r i n c i p a l  a  l a  p e r m u t a c i ó n  1 2 3  n .

E n  o t r a  p e r m u t a c i ó n  c u a l q u i e r a ,  se d i c e  q u e  d o s  e l e m e n t o s  f o r m a n  inversión  c u a n d o  e s t á n  e n  o r d e n  c o n t r a r i o  q u e  

m  *  p e r m u t a c i ó n  p r i n c i p a l .  S e  d i c e  q u e  u n a  p e r m u t a c i ó n  es  p a r  o  im p a r  s e g ú n  sea p a r  o  i m p a r  el  n ú m e r o  d e  s u s  i n-

Pa r a  h a l l a r  el n ú m e r o  d e  i nv e r s i o n e s  d e  u n a  p e r m u t a c i ó n  b a s t a  c o n  c o m p a r a r  c a d a  e l e m e n t o  c o n  t o d o s  los q u e  

*  s * u * n  E n  l a  p e r m u t a c i ó n  3 2 1 4 .  e l  3  f o r m a  i n v e r s i ó n  c o n  el  2  y  c o n  el  1 . e l 2 f o r m a  i n v e r s i ó n  c o n  el  1 .  y  e l  1 n o  f o r -  

- . e r s i o n  c o n  el  4 .  H a y .  p u e s ,  t r es  i n v e r s i o n e s ,  p o r  t a n t o  la p e r m u t a c i ó n  es i m p a r .

Pa r a  h a l l a r  e l  s i g n o  d e  c a d a  t é r m i n o  d e l  d e t e r m i n a n t e ,  se o r d e n a n  l o s  e l e m e n t o s  q u e  e n  él  i n t e r v i e n e n  e s c r i b i e n d o  

« n  p r i m e r  l u g a r  el  q u e  p e r t e n e c e  a  la p r i m e r a  fi la,  e n  s e g u n d o  l u g a r  el  d e  l a  s e g u n d a  f i l a ,  y  a s i  s u c e s i v a m e n t e  h a s t a  escri -  

» r  K  d e  l a  ú l t i m a  f i l a .  D e  este m o d o ,  la p e r m u t a c i ó n  c o r r e s p o n d i e n t e  a las  f i las será l a  p r i n c i p a l ,  q u e  es p a r .  y  s ó l o  

-  x r t  q u e  e s t u d i a r  la p e r m u t a c i ó n  c o r r e s p o n d i e n t e  a  las c o l u m n a s .

E l  n ú m e r o  d e  t é r m i n o s  d e  u n  d e t e r m i n a n t e  d e  o r d e n  n  es n !

E l  d e t e r m i n a n t e  d e  la  m a t r i z  c u a d r a d a  A  d e  o r d e n  n  se s i m b o l i z a  p o r  |A| .  o  p o r  d e t  ( A ) ,  o  

- s c r i b i e n d o  los e l e m e n t o s  d e  A  e n t r e  d o s  r e c t a s  v e r t ic a le s :

a i i 3 , 2 - •• a tn

A l  =  d e t  ( A )  = a 21 a 22 * •• a 2n

a n1 an2 ••• 3 nn

D e t e r m i n a n t e s  d e  s e g u n d o  o r d e n .

A p l i c a n d o  la  d e f i n i c i ó n :

at1 a>2

a2. a22
i, 1 a22 312 a2i

U n  d e t e r m i n a n t e  d e  s e g u n d o  o r d e n  e s  igual al p r o d u c t o  d e  lo s  e l e m e n t o s  d e  la  d i a g o n a l  p r i n c ip a l  

e l  p r o d u c t o  d e  lo s  e l e m e n t o s  d e  la  d i a g o n a l  s e c u n d a r ia .

- 4

i

=  3 - 1  -  ( - 4 | . 2  - 3 4 - 8 -  11

www.FreeLibros.me



50 D E T E R M I N A N T E S  V  M A T R I Z  I N V E R S A

D e t e r m in a n t e  d e  te rce r o rd e n .

A p l ic a n d o  la d e f in ic ió n :

a i 1  a , 2  a i 3

a2, a?2 323

a 31 fl3 2  a 33

"  3 11 a 22 a 3 3  +  a ! 3  a 21 a 3 2  * a « 2  fl2 3  a 3 1 ~ a t 3  fl22 fl31 ~ 3 11 a 2 3  3 3 2 - a i 2  3 2 t  3 33

L o s  t é r m in o s  c o n  signo +  son el f o r m a d o  p o r  los e le m e n to s  d e  la d iagonal p r in c ip a l  y  cada parale

la a ella c o n  el e le m e n to  d e l vértice o p u e s to .  L o s  t é r m in o s  c o n  signo -  son el f o r m a d o  p o r  los elemen 

t o s d e  la d ia g o n a l  secundaria  y  cada paralelaa ella c o n  el e le m e n to  d e l vértice o p u e s to .  (R e g la  d e  S a rro s).

2  3  4

- 1  5  6

- 7  8  9

2 - 5 9  +  4 1 - D 8  +  3 -  6 - I —  7)  —  4 5  - ( - 7 )  - 2 6 8 - 3  - ( - 1 1 9  =  

-  9 0  -  3 2  -  12 6  +  14 0  -  9 6  +  27 =  3

P ro p ie d a d e s  d e  lo s  d e te rm in a n te s :

1. U n  d e te r m in a n te  q u e  tiene to d o s  los e le m e n to s  d e  una l inea (f i la  o  c o l u m n a )  iguales a 0 .  es 

igual a 0 .

3 - 1  4

0  0  0 

2 - 8  6)

2 .  U n  d e te r m in a n te  q u e  t iene  d o s  lineas paralelas iguales es n u lo .

2 ' 2

1 0 1

6 8 6

=  0  .  p o r  tener  la p r i me r a  c o l u m n a  y  la tercera iguales.

3 - U n  d e te r m in a n te  e n  el q u e  los e le m e n to s  d e  u n a  l inea son m ú lt ip lo s  d e  los e le m e n to s  d e  una 

paralela a  ella es n u lo .

4 - 1  3

8  2 - 6  

5  7  4

=  0 .  p o r q u e  la segunda fila es igual  a la p r i me r a  m u l t i p l i c a d a  p o r  - 2 .

4 .  U n  d e te r m in a n te  en el q u e  los e le m e n to s  d e  u n a  l inea son c o m b in a c ió n  lineal d e  los d e  otras 

lineas paralelas a ella es nulo .

a d a +  2 d

b l 0 + 2 e

c f c  +  2 f

a  0 .  p o r q u e  l a  tercera c o l u m n a  es igual  a la p r i me r a  m á s  d o s  veces l a  segunda.

5 .  E l  v a lo r  d e  u n  d e te r m in a n te  n o  varia  si se c a m b ia n  las filas p o r  las c o lu m n a s  sin alterar el o r d e n  

relativo d e  los e le m e n to s  d e  cada u n a .  E s  lo  m is m o  q u e  decir  q u e  el d e te r m in a n te  d e  una m a tr iz  c u a 

d rada es igual al d e te r m in a n te  d e  su m a t r iz  tra nspuesta : A11 = !A ; .
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a b e a d  g

d  e f = b  e h

g h  i c  f i

6 .  U n  d e t e r m i n a n t e  n o  v a r í a  al s u m a r  a lo s  e l e m e n t o s  d e  u n a  l ín e a  l o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  d e  o t r a  

p a r a le la  a e l la  m u l t i p l i c a d o s  p o r  u n  n ú m e r o  X ,  lo s  d e  o t r a  m u l t i p l i c a d o s  p o r  p  ,  e tc .

a b c á +  3 b -  2 c b c

d f a d +  3 e  -  2  t 0 t

9 i 1 9 +  3 h -  2  i h i

7 .  S i  se c a m b i a n  e n t r e  s i  d o s  f i la s  ( o  d o s  c o l u m n a s ) ,  el d e t e r m i n a n t e  c a m b i a  d e  s ig n o .

a b e I b  a  c

d  e f a  —  1 e  d  f

g  h  i h  g

8 .  S i  se m u l t i p l i c a n  t o d o s  l o s e l e m e n t o s d e  u n a  f i l a ( o  d e  u n a  c o l u m n a )  p o r  u n  m i s m o  n ú m e r o  X .  

el v a l o r  d e l  d e t e r m i n a n t e  q u e d a  m u l t i p l i c a d o  p o r  X .

a b c |
a 5b c

A l  = d c f = > d 5e <

9 ii 1 | 9 5h i

9 .  S i  e n  u n  d e t e r m i n a n t e  t o d o s  lo s  e l e m e n t o s  d e  u n a  l í n e a  s o n  m ú l t i p l o s  d e  u n  n ú m e r o  X ,  se 

p u e d e  s a c a r  e s t e  n ú m e r o  c o m o  f a c t o r .

6 a -  4 b c a b C

6 b -  4 e 1

¡oII d o f

6 g -  4 h i 9 h i

1 0 .  Si se m u l t i p l i c a n  t o d o s  lo s  e l e m e n t o s  d e  u n  d e t e r m i n a n t e  !A |  d e  o r d e n  n  p o r  u n  m i s m o  

n ú m e r o  X .  el v a l o r  d e l  n u e v o  d e t e r m i n a n t e  es X " - I A | .  E q u i v a l e  a d e c i r  q u e  IX - A I  =  X n • I A I .

a b C 5 a 5 b 5 c

I A 1 - d e f = > 5 d 5 e 51

9 ‘ i 1 5 g 5 h S i

1 1 .  S i  los e l e m e n t o s  d e  u n a  l ín e a  c o n s t a n  d e  h  s u m a n d o s ,  se p u e d e  d e s c o m p o n e r  e l  d e t e r m i 

n a n t e  e n  s u m a  d e  h  d e t e r m i n a n t e s  q u e  t i e n e n  ig u a le s  a  é l  las r e s ta n te s  l í n e a s ,  y  e n  lu g a r  d e  a q u é l la  

la  f o r m a d a  p o r  lo s  p r i m e r o s  s u m a n d o s ,  p o r  lo s  s e g u n d o s  y  p o r  lo s  h - é s i m o s  r e s p e c t i v a m e n t e .

x ,  + V ,  + a d X 1 •< d V i d a d

* 2  * V 2  +  *2 b e = X2
b e + V 2 i) e + * 2 b e

X 3 + V 3  +  *3 c f X3 c 1 v 3 C f ' 3 c f

P o r  ser I d é n t i c a s  las s e g u n d a s  c o l u m n a s  y  las  t e r c e r a s :
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2 - 3 1 3 - 3 1 2  +  3 - 3 1

i 0 7 + 4 0 7 = 1 + 4 0 7

3 - 2 4 6 - 2 4 3  +  6 - 2 4

1 2 .  E l  d e t e r m in a n t e  d e  u n a  m a t r iz  t r ia n g u la r  es igual al p r o d u c t o  d e  los e le m e n t o s  d e  la d ia g o  

nal p r in c ip a ! .

a 0  0 0

b e 0 0
c f  h 0

d g i  i

a  a - e - h  • j

Esta p r o p ie d a d ,  j u n t o  c o n  la 6 .  ,  nos facilita  el c á lc u lo  d e l v a lo r  d e  u n  d e t e r m in a n t e ,  tra nsfor 

m á n d o l o  en o t r o  igual a él q u e  tenga n u lo s  los e le m e n to s  situ a d o s p o r  e n c im a  (o  p o r  d e b a jo )  d e  la 

d iagonal p r in c ip a l .

(1) (2) 13) ( 4 ) 11) 12 ) =  ( 2 ) — 2 ( 1 )  (3) 14') a  ( 4 )  +  3| 1)

I 2 0 - 3 1 0 0 o  1

2 i 3 3 2 - 3 3 9

3 4 - 3 - 8 3 - 2 - 3 1 1

- 1 2 4 2 - 1 4 4 - 1  i

11) (2*) ( 3 ) =  13) +  ( 2 ' ) ( 4 - 1 a  14’ 1 +  3 ( 2 ' ) 11) 12') 13' )  <4’" )  *

1 D 0 0 1 3 3 0
2 - 3 0 0 a 2 - 3 o 0

3 - 2 - 5 - 5 3 - 2 - 5 0

- 1 4 8 11 - 1 4 a 3

1 ( - 3 ) 1 - 5 1  3  =  4 5

1 3 .  El d e t e r m in a n t e  d e l p r o d u c t o  de d o s  m a tr ic e s  c u a d ra d a s  A  y  B ,  d e  igual o r d e n ,  es igual 

p r o d u c t o  d e  los d e te r m in a n te s  d e  A  y  d e  B :  |A • B '  =  I A ! • |B|

" 2  1 3* '  1 o  o'

A  a 0  3  5 nm

- 3  2  1

0  0  - 2 4  5  8 .

A I  -  - 1 2  ;  I B  ' =  11 I A  I - I B  ' a  - 1 3 2

“2  1 3 1 0  0 r  11 17 25“

A - B  a 0  3  5 - 3  2  1 = 11 31 4 3

„0 0  - 2 . 4  5  8 . - 8  - 1 0  — 1 6 .

A - B i a

11 17 25

11 31 4 3

- 8  - 1 0  - 1 6

=  11 - 3 1 1 - 1 6 )  +  1 7 - 4 3 - 1 - 8 )  +  2 5  11 -1—10) -  2 5  - 3 1 - ( - 8 )  -  1 7 - 1 1 - 1 - 1 6 )  

- 1 1 - 4 3  ( - 1 0 1  « — 5456 -  5848 -  2750 +  6200 +  299 ?  +  4730 a -  132

1 4 .  T o d o  d e t e r m in a n t e  n u lo  tiene, al m e n o s ,  u n a  fila  <y u n a  c o l u m n a )  q u e  es c o m b in a c ió n  

lineal d e  las restantes.

1 - 2 3

4 - 6 - 5 a  6 +  11 0  -  2 1 6  +  19 8  -  9 0  - 8 :  0

11 - 1 8 - 1
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( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) ( 1 ) ( 2 )  =  ( 2 )  + 2 ( 1 ) 13' )  =. ( 3 ) - 3 ( 1 ) I D ( 2 ) ( 3 ” )  = :

1 - 2 3 1 0 0 1 0 o

4 - 6 - 5 4 2 - 1 7 = 4 2 0

11 - 1 8 - 1 11 4 - 3 4 11 4 .  o

( 3 " )  =  2 | ( 3 >  -  3 ( 1 ) | +  17 | ( 2 )  + 2 ( 1 ) 1  = 2 ( 3 ) + 2 8 ( 1 )  +  1 7 ( 2 )  = 0 ¡ 3 )  -  - 1 4 ( 1 ) -  ^  ( 2 )  

17
a t er cor a c o l u m n a  es i gua l  a la p r i m e r a  m u l t i p l i c a d a  p o r  - 1 4  m á s  l a  s e g u n d a  m u l t i p l i c a d a  p o r  -  —  •

Si  o p e r a m o s  s o b r e  las fi las o b t e n d r e m o s  q u e  l a  t er cer a f i la es igual  a l a  p r i m e r a  m u l t i p l i c a d a  p o r  2  m á s  l a  segunda 

m u l t i p l i c a d a  p o r  3.

M e n o r  c o m p l e m e n t a r i o  d e  u n  e l e m e n t o .  S i  e n  u n  d e t e r m in a n t e  I A  I d e  o r d e n  n  se s u p r im e n  la 

fila  d e  lu ga r i y  la c o l u m n a  d e  lu ga r j . se o b t i e n e  u n  d e t e r m in a n t e  de o r d e n  n - 1  q u e  se lla m a  m e n o r  

c o m p l e m e n t a r i o  d e l e l e m e n t o  a  . .  S e  s im b o l iz a  p o r  q ( ..

A

a n a 1 2  a 13
a 12 a i 3 | a 21 3 22

a2 2  a2 3 * 2 .  = = “ 1 3  “  |

J 33 a 31 a 32

A d j u n t o  d e l  e l e m e n t o  a .  es igual al m e n o r  c o m p l e m e n t a r i o  d e l e l e m e n t o  a, | a fe c ta d o  d e l s igno 

+  o  -  según q u e  i +  j  sea p a r  o  i m p a r .  Se s im b o l iz a  p o r  A  ( , s ie n d o  A i (  =  ( —  1 ) * * ' • j -

a l 1 a l 2  a t  3
. . 2 * ’

a 12 a
13 1 * 3 a 21 a22

A l  =
J 21 a2 2  a2 3

;  A 2 ,  =  ( - 1 )  o 2 1 = - •• A , 3 - « “ ^  Q , 3 a

a 31 3  3 2  a 33 a 32 a 33 a 31 a 32

D e s a r r o l l o  d e  u n  d e t e r m i n a n t e  p o r  l o s  e l e m e n t o s  d e  u n a  l í n e a .  U n  d e t e r m in a n t e  es igual a la suma 

de los p r o d u c t o s  d e  los e le m e n t o s  d e  u n a  línea c u a lq u ie ra  p o r  s u s  a d j u n t o s  c o rre s p o n d ie n te s .

a i l 3 1 2 a ! 3 a i 4

a 21 a 2 2 a 2 3 a 2 4

a 3 l 3 3 2 a 3 3 a 3 4

a 4 . a 4 2 a 4 3 a 4 4

a , ,  A 11+ a l 2 A l 2 + a ) 3 A l 3 + a 1 4 A l4 

a i a  A ! 3 + a 2 3  A 2 3 + a 3 3  A 3 3  +  3 4 3 A 0

E s ta  p r o p ie d a d  facilita  el c á lc u lo  d e  u n  d e t e r m in a n t e  d e  o r d e n  n  al p o d e r l o  e x presar c o m o  

su m a  d e  d e t e r m in a n t e s  d e  o r d e n  n - 1 , é sto s  a su ve z  se e x p re s a rá n  e n  f u n c i ó n  d e  o t r o s  d e  o r d e n  

n — 2 ,  e tc .  A s í  se llega a e x presar el d e t e r m in a n t e  p r i m i t i v o  en f u n c i ó n  d e  d e t e r m in a n t e s  d e  s e g u n d o  o  

te rce r o r d e n .

D e s a r r o l l a n d o  p o r  los e l e m e n t o s  d e  la p r i m e r a  fi la:

1 2  0 - 3

2  1 3  3

3  4 - 3 - 8

- 1 2  4  2

1 3 3 2 3 3 2 1 3

3  1 • 4 - 3 - 8 - 2 3 - 3 - 8 - ( - 3 ) 3 4 - 3

2 4 2 - 1 4 2 - 1 2 4

=  ( - 6  +  4 8  -  4 8 +  1 8  +

+  3 2 - 2 4 ) - 2 ( - 1 2 +  3 6 +  2 4 - 9  + 6 4 -  1 8 ) +  3 (3 2 +  18 +  3  +  12 +  1 2 - 1 2 )  =  2 0 - 2 ( 8 5 )  +  3 (6 5 ) =  45
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L a  s u m a  d e  los p r o d u c t o s  d e  los e l e m e n t o s  d e  u n a  l ín e a  p o r  lo s  a d j u n t o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a los 

e l e m e n t o s  d e  u n a  l ín e a  p a r a le la ,  es n u l a .  S i  A  =  ( a  (|)  e s  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  d e  c u a r t o  o r d e n :

a. 3 A l2 + a 23 A 2J +  a3 3 A 32+ a « A « = 0

D e t e r m i n a n t e  d e  V a n d e r m o n d e .  E s  el f o r m a d o  p o r  las p o t e n c ia s  sucesivas d e  n  n ú m e r o s  d i s t i n t o s :  

a, b ,  c  g, h ,  o r d e n a d a s  d e l  s ig u ie n t e  m o d o :

D  =

1 1 1 1 1

a b c g h

a 2 b 2 c2 . . . g2 h 2

a " - b n - 1 c " - 1  .. g " « h n - 1

E s  igual al p r o d u c t o  d e  to d a s  las d i f e r e n c ia s  o b t e n id a s  r e s t a n d o  c a d a  n ú m e r o  a , b ,  c  g ,  h ,  de

t o d o s  lo s  q u e  le s ig u e n :

D  =  ( b -  a )  ( c -  a )  . . . ( g -  a )  ( h -  a ) - ( c - b )  .  . . < g -  b )  ( h  -  b> .  . . .  ( g  —  c> ( h - c ) . . .  ( h - g )

l i l i  

2  4  7 9

2 2 4=

?3  4 3  ? 3  g 3

=  (4 — 2 )  (7 — 21 ( 9 —2 )  (7 —4) <9 — 4) (  9  — 7) =  2 - 5 . 7 - 3 . 5 - 2  =  2100.

M a t r i z  s in g u la r .  S e  l la m a  a s í  a la m a t r i z  c u a d r a d a  c u y o  d e t e r m i n a n t e  es n u l o .

M a t r i z  re g u la r .  Se l la m a  a s í  a t o d a  m a t r i z  c u a d r a d a  c u y o  d e t e r m i n a n t e  e s  d i s t i n t o  d e  c e r o .

M  =

2 3 - 1
3  5  2

4  7  a

M l  =  1 0 a  +  2 4  — 2 1  +  2 0  -  2 8  -  9 a  ^  a - 5

L a  m a t r i z  M  es  s i n g u l a r  si  a  =  5 ,  v  es  r e g u l a r  si  a *  5

M A T R I Z  I N V E R S A .

Sea A  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  y  re g u la r ,  d e  o r d e n  n .  S e  l la m a  m a t r i z  in v e rs a  d e  A ,  a la  m a t r i z  

c u a d r a d a  d e  o r d e n  n .  q u e  se s i m b o l i z a  p o r  A  1 ,  ta l  q u e :

A  - A " 1 =  A ~ 1 - A  =  l n

L a  m a t r i z  A  t e n d r á  in v e rs a  si y  s o lo  s í e s  c u a d r a d a  y  su d e t e r m i n a n t e  es d i s t i n t o  d e  c e r o .

a i i a . 2 - a i  n ' A l  , A 2 t  • ■ • A  /

A a21 a 22* • a 2n A ' 1 1 A , 2 A 2 2 - ■ • A o2M —
^  '  I A I

_ an 1 an 2 * • a nn. A n A 2n ■ ■ • A r,«

E n  la  p r á c t ic a ,  p a r a  h a l la r  la  m a t r i z  inversa  d e  la  m a t r i z  A .  se h a c e n  los s ig u ie n te s  pasos:
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1 ? .  S e  halla  el d e t e r m in a n t e  d e  A .  S ó l o  si l A l  *  0  se c o n t i n u a ,  p u e s  si I A  I =  0  n o  existe 

m a t r i z  inversa d e  A .

2 ? .  S e  escribe la tra nspuesta  de A .

3 ? .  Se s u s t i tu y e  ca d a  e le m e n t o  de A '  p o r  su a d j u n t o  y  se d iv id e  la m a t r i z  resultante  p o r  I A  I.

Sea A

" 4  1 '

2  1 2  3 1  - s i  4 - 1 5  5
; 1 A l  = 8 - 3  = 5  ; A 1 . ; A =  - a

. 3 « J  5  1 - 3  2 . 3  2

.  5  5 .

Sea A  a

2 0 0* 2 3 - 2 '

a 3 i 5 : 1 A l  =  2 ; A * - 0 • 0 ;  a
■1=  1

- 2 0 1 . 0 5 1
•

1 0 o '
1

2
0 0 '

1

“  2
- 1 3 2  - 1 0 =

13
2

1 - 5

2 0 2 1 0 1

1 01 | 0 01 0 1

5 1 0 ll 0 5

3 - 2 12 - 2 1 2 3

5 1 0 ll 0 5

3 - 2 1 ¡2 - 2 1 2 3

1 ol 0 o! 0 '

Si la m a t r i z  c u a d ra d a  A  es d e  o r d e n  m a y o r  q u e  tres, el c á l c u lo  d e  su m a t r i z  inversa suele ser m e 

nos la b o r io s o  p o r  el m é t o d o  d e  Gauss.

Si A  y  B s o n  d o s  m a tr ic e s  c u a d ra d a s  d e l m i s m o  o r d e n  y  regulares, se v e rif ic a :

( A  B )  1 =  B ~ 1 • A * 1

Si A  es u n a  m a t r iz  re g u la r ,  la tra nspuesta  de la inversa d e  A  es igual a la inversa d e  la transpuesta

de A :

<a - ' ) ' =  ( A ' r ’

L a  m a t r i z  inversa facilita  la r e s o lu c ió n  d e  la e cu a c io n e s  m a tr ic ia le s  d e l t i p o  A X  =  B c u a n d o  A  es 

u n a  m a t r i z  c u a d ra d a  regular:

A X  =  B a ' N a x j  =  A _ 1 B ( A ~ 1A ) X  =  A * 1 B I X  =  A _ , B X  =  A ~  1 B !

Sea reslover la ecuación A X  =  B . siendo A  = V B =
6 1 13 

10 1 23

Según h e m o s  visto,  c o m o  I A I = 1 # 0 :  X  =  A  1 B 

H a l l e m o s  la m a t r i z  inversa d e  A ;

a '  =
3 5 ' i T  2 - r

;  x  =  A _  1 B =
2 - i " * 6 1 1 3 l [ 2  1 3

;  A  o  - 3
1 2 1 L - s 3 . - 5 3 J ° 1 2 3 J

N1O

4

L o s  sistemas d e  e c u a c io n e s  lineales d e  igual n ú m e r o  d e  e cu a c io n e s q u e  de incógnitas, en los q u e  la 

m a tr iz  d e  los co e fic ie n te s  es regular  se puede t ra n s f o rm a r  en u n a  e c u a c ió n  m a tr ic ia l  d e l  t i p o  a n te r io r :
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a n  x +  a 1 2 y  +  a 1 3 z =  b ,  

x  +  a 2 2 y +  a 7 3  z  =  b 2
*21

a 3 i  x  +  a 32 y  +  a 3 3  z  =  b _

e c u a c ió n  q u e  p o d e m o s  s i m b o l i z a r  a s í :  A X  =  B

S i  I A I  *  0 :  A X  =  B

Sea resolver el sistema

a 11 a i 2 a i 3 " x ~
V

o a 21 a 22 a 2 3 y =
b 2

. a 31 3 32 a 3 3
z

. b 3.

X  =  A -  1 B

x  - 2 v  +  z  a  - 1

x  +  3 y  +  2 z  = 3

2 x  +  5 y  +  4 z  =  5

El sistema se puede escribir de la forma i  - 2  r x ’ - 1  '

1 3  2 V = 3

2  5  4 z 5

A X  =  B

- 2

3

5

existe la inversa de A ,  y  por lo tanto A X  -  B 

Hallemos la inversa de A :

=  1 2 - 8  +  5 - 6 - 1 0  +  8 =  1 *  0

X  =  A  ’ b .

1 1 2

- 2 3 5 ; A

1 2 4.

- 1

1
3 5 - 2 3 - 2 3

|2 4 1 4 1 2 2 13 - 7 '

1 i 2 1 2 r 1 =r 0 2 -  1
i 2 4 1 4 l i 2

- 1 - 9 5
1 2 1 2 ! • 1

3 5 - 2 5 - 2 3

X 2  1 3  - 7 1 - 1 ' 2 " 1

V = 0  2 - 1 3 - 1 = >  x - 2 .  y - 1 .  I  ~ - 1

z - 1  - 9  5 . 5 . - 1 .
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PROBLEMAS

2  1 3 - 2

3 . 1  C a lc u l a r 1 0  2  3

4  2  6  - 4

1 0 - 3 2

(Univ. de M adrid)

L a  te rc e ra  fila  es igual a la p r im e ra  m u l t i p l i c a d a  p o r  2 ,  o  sea q u e  el d e t e r m i n a n t e  t iene  d o s  filas p r o 

p o r c io n a le s ,  p o r  t a n t o  es igual a 0 .

a b e  -  a  b  a 2

3 . 2  C a l c u l a r  D  = -  b 2 c  2 b 2 - a b

b 2 c 2 - b 2 c  3 a b c

(U n iv. de M adrid)

S a c a n d o  f a c t o r  c o m ú n :  a d e  la p r im e r a  f i la ,  b  d e  la  s e g u n d a  y  b e  d e  la  t e r c e r a :

b e - b a

D  =  a b 2 c - b e 2 b - a

b e - b 3 a

s a c a n d o  f a c t o r  c o m ú n  :  b e  d e  la p r i m e r a  c o l u m n a ,  b  de la s e g u n d a  y  a d e  la  t e r c e r a :

1 - 1  1

- 1  2  - 1

1 - 1  3

D  =  l a b 2c )  ( b 2 c a ) =  a2 b 4 c2 ( 6  +  1 +  1 -  2 - 1 - 3 ) 2 a 2b V

3 . 3  ¿ Q u é  d i f e r e n c ia  e x is te  e n t r e  m e n o r  c o m p l e m e n t a r i o  y  a d j u n t o  d e  u n  e l e m e n t o ?  S i  h a y  a l g u 

na re la c ió n  e n t r e  a m b o s  c o n c e p t o s ,  e x p ré s a la .

(U n iv . d e  L e ó n )
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E n  u n  d e t e r m in a n t e  de o r d e n  n .  el m e n o r  c o m p l e m e n t a r i o  d e l  e le m e n t o  a (| es el d e t e r m in a n t e  de 

o r d e n  n - 1  q u e  resulta  al t a c h a r ,  e n  el p r i m i t i v o ,  la fila  i y  la c o l u m n a  j.

E n  u n  d e t e r m in a n t e  d e  o r d e n  n ,  el a d j u n t o  d e l e l e m e n t o  a,, es igual al p r o d u c t o  d e  ( - 1  ) '* '  p o r  el 

d e t e r m in a n t e  d e  o r d e n  n — 1 q u e  resulta  al t a c h a r ,  e n  el p r i m i t i v o ,  la fila  i y  la c o l u m n a  j.

Si d e s ig n a m o s  p o r  a i( el m e n o r  c o m p l e m e n t a r i o  d e l e le m e n t o  a, , y  p o r  A ( el a d j u n t o  d e  a (| se v e 

r if ica rá :

\  =

si i +  j  es u n  n ú m e r o  p a r : A «. =  a  j

"  i m p a r :  A  ( =  — a

3 . 4 O b t e n e r ,  e n  f u n c i ó n  d e  a .  b  y  c ,  e l  v a l o r  d e l  d e t e r m i n a n t e :

1 1 1 1

D  = 1  + a 1 1 1

1 1  + b 1 1

1 1 1 + c 1

(U n iv .  d e  M a d r i d T

R e s t a n d o  la p r im e r a  fila  a to d a s  las d e m á s  y  d e s a r r o l la n d o  después p o r  los e le m e n t o s  d e  la ú l t im a  

c o lu m n a :

1 1 1 1 a  0  0
a  0  0  0 =  { — 1 ) 4 * M - 0  b  0 =  ( - l ) a b c  = - a b e
0  b  0  0

0  0 c
0  0  c  0

(U n iv .  d e  C ó r d o b a )

S a c a n d o  a  f a c t o r  c o m ú n  d e  lo s  e le m e n t o s  d e  la  p r im e r a  f i la ,  b  d e  los de la  s e g u n d a  y  c  d e  lo s  de 

la tercera:
1 a a2

D  =  a b e

re s ta n d o  la  p r i m e r a  f i la  d e  las o tra s  d o s :

D  =  a b e

1

b - a  b 2 - a 2

c - a  c* -2 _ , 2
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des arrollando p o r  los e lem entos de la  p r im e r a  c o lu m n a :

b - a  ( b  +  o ) ( b - a )
D  =  a b c - 1 -

c - a  le  +  a) (c  -  a)

sacando facto r  c o m ú n  ( b - a )  de los e lem entos d e  la  p r im e ra  fila  y  l e - a )  de los d e  la segunda fila:

D  =  a b e  ( b - a l  l e - a )
1 b  +  a

es a b e  ( b - a )  ( c - a )  ( c - b )
1 c  +  a

Se p o d ría n  haber s im p lif ica d o  los cálculos c o n s id e ra n d o  q u e  el d e te rm in a n te  q u e  q u e d a  después de 

la p r im e ra  re d u cció n  es u n  d e te rm in a n te  de V a n d e r m o n d e .

(U n iv .  de  M a d rd id , 1 9 9 1 )

S a can do 5  facto r  c o m ú n  d e  la  p r im e ra  fila, 3  d e  la segunda y  7 d e  la tercera:

D  =  5 - 3 - 7 .

el d e te rm in a n te  q u e  n o s  que da es u n  d e te rm in a n te  de V a n d e r m a n d e :

I  1 1

a b e  

a J  b* c?

D  =  1 0 5  ( b - a )  ( c - a )  ( c - b )

3 . 7  C a lc u la r  el v a lo r  do! de term ina nte

1 1 1 

D  =  log 3  lo g  3 0  lo g  3 0 0

(log 3 ) '  ( lo g  3 0 ) 2 ( lo g  300>*

flon «¡m hnlirn al l/tnaritmn H~.im(»ll \ 9 9 IW K M M  O* lUyonuTlO  UOCIlTlflV/.

Es u n  d e te rm in a n te  de V a n d e r m o n d e ,  p o r  tanto :

D  =  ( lo g  30 -  lo g  3 )  ( lo g  3 0 0  -  lo g  3 )  l lo g  3 0 0 - l o g  3 0 )  =  log y - l o g  ^ p  log ^

=  lo g  1 0  log 1 0 0  log 10 =  1 - 2 - 1  =  | T ]
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■ C a lc u l a r a 2 a b ab b 2

D  = a b a 2 b 2 ab

ab b 2 a2 a b

b 2 ab ab a 2

(U n iv .  d e  S a la m a n c a )

R e s t a n d o  a la p r i m e r a  fila  la  c u a r ta  y  a la s e g u n d a  la  te rce ra :

D  =

a 2 —  b 2 0 0 b 2 —  c

0 a 2 —  b 2 b 2 — a 2 0

ab b 2 a 2 ab

b 2 ab ab a 2

ra .  y  a  la  t e r c e r a  la s e g u n d a :

a 2 — b 2 0 0 0

0 a 2 — b 2 0 0

a b b 2 a 2 +  b 2 2 a b

b 2 a b 2 a b a 2 +  b :

D  =

d e s a r r o l la n d o  este d e t e r m i n a n t e  p o r  lo s  e l e m e n t o s  d e  la p r i m e r a  f i la ,  a s i  c o m o  el r e s u lta n te :

a 2 — b 2 0  0 a 2 + b 2 2 a b

D  =  ( a 2 —  b 2 ) b 2 a2 +  b 2 2 a b =  ( a 2 - b 2 ) ( a 2 — b 2 )

ab 2 a b  a 2 + b 2 2 a b  a2 +  b 2

=  (a2 — b 2 ) 2 1 (a2 + b 2 ) 2 —  4 a 2 b 2 ]  =  (a2 - b 2 ) 2 (a4 +  b 4 +  2 a 2 b 2 -  4 a 2 b 2 )  =

(a2 - b 2 ) 2 ( a 2— b 2 ) 2 = (a2 — b 2 ) 4

a b  e l

3 . 9 S a b i e n d o  q u e  D ,  =  d e t e r m i n a n t e  de d e 1 = 1

d o  c o r r e c t a m e n t e  las p r o p ie d a des d e  los d e t

g

e r m i n a

h  i j

n te s ,  c a lc u la r\J v V W» 9 ■ ■ V ■ • — w w

a  +  3  d c  +  3  f b  +  3 e

D - .  =  d e t e r m i n a n t e  d e -  d

9

f  e d

-  f

i

—  e 

h

y D 3 =  d e t e r m i n a n t e  de c  b 

i h

a

g

(U n iv . d e  Z a ra goza )
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S u m a n d o  a  los e l e m e n t o s  d e  la p r i m e r a  f i l a  los c o r r e s p o n d i e n t e s  e l e m e n t o s  d e  la s e g u n d a  f i la  

m u l t i p l i c a d o s  p o r  3 .  el v a l o r  d e l  d e t e r m i n a n t e  n o  v a r í a :

D 2 =

a +  3 d c  +  3 f b  +  3 e a c b

-  d -  f —  e - -  6 -  f -  e

9 i h g 1 h

s a c a n d o  (—  1 )  f a c t o r  c o m ú n  d e  lo s  e l e m e n t o s  d e  la s e g u n d a  f i la :

c  b

D ,  =  ( - 1 )

c o n m u t a n d o  e n t r e  sí la  s e g u n d a  y  la t e r c e r a  c o l u m n a s ,  el d e t e r m i n a n t e  c a m b i a  d e  s ig n o :

b

D ,  =  ( - 1 )  ( -  1 ) =  D .  =  1

C a m b i a n d o  e n t r e  si . e n  D ,  . la  p r i m e r a  y  t e r c e r a  c o l u m n a s ,  e l  d e t e r m i n a n t e  c a m b i a  d e  s ig n o  :

"

c a m b i a n d o  e n t r e  sí la p r i m e r a  y  s e g u n d a  fi las, el d e t e r m i n a n t e  c a m b i a  d e  s ig n o :

i b

f  e  d d  e f

c  b  a =  ( -  1) a b e

i h  g g  h  i

D 3 =  ( -  1 )  ( -  1 =  D . 1

3 . 1 0 D e m o s t r a r  q u e

— X 1 0 0 0

0 —x 1 0 0

0 0 —x 1 0 t- x 5  +  a x ‘* +  b x 3 +  c x 2 +  d x  +  e

0 0 0 — X 1

e d c b a - x

( U n i v .  d e  M a d r id )

L l a m a r e m o s  D  al d e t e r m i n a n t e .

D e s a r r o l l a n d o  D  p o r  los e l e m e n t o s  d e  la  ú l t i m a  c o l u m n a :

— x 1 0 0 — X 1 0 0

0 — x 1 0
+  M - 1 ) 4 ' 6

0 — X 1 0

0 0 — x 1 0 0 — X 1

0 0 0 — x e c b

E l  p r i m e r  d e t e r m i n a n t e  es ig u a l  al p r o d u c t o  d e  los e l e m e n t o s  d e  la d i a g o n a l  p r i n c i p a l ,  y a  q u e  los 

e íe m e n t o s  p o r  d e b a j o  d e  e s ta  d ia g o n a l  s o n  t o d o s  n u l o s .  E l  s e g u n d o  d e t e r m i n a n t e  lo  d e s a r r o l l a m o s  p o r  
o s  e le m e n t o s  d e  la ú l t i m a  c o l u m n a :
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/ - x  1 0 - x  1 0

D  =  ( a - x )  ( - x ) 4 -  I  b ( - 1 ) 4 *4 0  - x  1 +  M - 1 ) 3 , 4 0  - x  1
V X1

oo

e d  c

=  |a —  x ) x 4 —  b  ( — x ) 3 +  ( e x 2 +  e +  d x )  =  - x 5 +  a x 4 +  b x 3 +  c x 2 +  d x  +  e

1 1  D a d a  la  e c u a c ió n :

=  O

se p id e :  T e n i e n d o  en c u e n ta  las propie dades de los d e te rm in a n te s  hallar d o s  so lu cio n e s d e  la  ecuación 

d a d a  sin desarrollar el d e te r m in a n te  del p r im e r  m ie m b r o .

i  U n iv . d e  M a d rid )

a) C o m o  u n  d e te r m in a n te  es n u lo  si tiene d o s  filas (o  c o lu m n a s )  iguales, el d e te r m in a n te  d a d o  se 

anulará si x =  1, pu e s  en este caso la segunda fila es igual a la p r im e ra . Resulta  de a q u í  q u e  x =  1 es 

una raíz  de la ecuación.

b )  T a m b i é n  para x =  -  1 la tercera fila  es igual a la p r im e ra ,  luego x =  -  1 es o tr a  r a i z  de la 

ecuación.

i  U n iv . d e  M a d r id !

S u m a n d o  a la tercera c o l u m n a  la segunda, el d e te rm in a n te  n o  varía:

1 a b  + c 1 a a +  b +  c

1 b c  + a = 1 b a +  b +  c

1 c a + b 1 c a +  b +  c

y  este d e te r m in a n te  es igual a ce ro  puesto  q u e  tiene d o s  c o lu m n a s  p ro p o rc io n a le s , la tercera es igual a la 

p r im e ra  m u lt ip l ic a d a  p o r  a +  b  +  c.

3 . 1 3  S in  desarrollar los d e te rm in a n te s, d e m o stra r  la  identidad:

1 a 2 a 3 1 b e  a  a2

1 b 2 b 3 =  lea b  b 2

1 c 2 c 3 a b  c  c2

H a re m o s  las siguientes operaciones:
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1?) Sacar f a c to r  c o m ú n  a de la p r im e ra  fi la , b  de la segunda y  c  d e  la tercera: 

2 ? )  M u lt ip l ic a r  la p r im e r a  c o l u m n a  p o r  abe:

1 a2 a3 2
a

a a2 abe
a a a2 be a a2

D  = 1 b 2 b 3 =  abe 2
b

b b 2 = abe

“ 5 "
b  b 2 = ac b b 2

1 c2 c 3 2
c

c c2 abe
c

c  c2 ab c c2

S in  desarrollar n i n g u n o  de los d o s  d e te rm in a n te s ,  d e m o s t r a r  la  identidad

a + b b  + c c +  a a b c

m  +  n n  + 1 1 +  m =  2 m n 1
x + V y  + z z +  X x y z

fU n iv . d e  M a d r id )

S u m a n d o  a la p r im e ra  c o l u m n a  las otras d o s . en el p r i m e r  d e te r m in a n te :

D  =

a  + b b +  c c + a 2  (a + b +  c) b +  c c +  a

m  * n n +  1 1 + m = 2  ( m  + n A  1) n +  1 1 +  m

x  + V V +  z z  + X 2  (x  + V +  z) Y +  z z +  x

a +  b  +• c 

m  +  n  +  I 

x +  y  +  z

•estando a la  segunda y  tercera c o lu m n a s  la p r i m e r a :

D  =  2

a la p r im e ra  c o l u m n a  las otras d o s :

D  =  2

b +  c  c • a

n +  1 1 +  m

y  +  z  z +  X

c - a - b

1 - m - n

z  - X - y

- a  - b

- m  — n

- x  - y

d e  la segunda c o l u m n a  y  d e  la tercera f a c to r  c o m ú n  - 1

c  a b c a b

D  =  2  ( - 1 ) •  f—  1) 1 m n =  2 1 m n

z  X y z X y

r  e c a m b i a n d o  la p r im e r a  c o l u m n a  c o n  la segunda y  tercera el d e te r m in a n te  n o  varia, pues te n d re m o s 

*•- ra m b io s  d e  s igno: ! ) • ( —  1)  =  1 :
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D  =  2

a b e  

m  n  1

x  y  z

q u e  e s  l o  q u e  q u e r í a m o s  o b t e n e r .

1 5 D e m o s t r a r  q u e  es 4  el v a lo r  m á x i m o  q u e  p u e d e  t o m a r  u n  d e t e r m i n a n t e  d e  te r c e r  o r d e n

s o n  t o d o s a  + 1  ó  a  - 1 .

e n  c u y o s

( U n i v .  d e  S e v i l la )

S i  lo s  e l e m e n t o s  d e l  d e t e r m i n a n t e  D  s o n  + 1  6 - 1 .  los t é r m i n o s  d e l  d e s a r r o l l o  d e  D :  

a b e

D =  d  e f  =  a e i + b f g + c d h  —  (c e g  +  b d i  +  a f h )

g  h  i

p e r t e n e c e n  al c o n j u n t o  {  1 . —  1 } .  lu e g o  los v a lo r e s  p o s ib le s  d e  D  s o n  6 .  4 .  2 .  0 . - 2 . - 4 . - 6 .

C u a le s q u ie r a  q u e  se a n  los va lo r e s  d e  a , b  y  c .  s u m a n d o  o  r e s t a n d o  a  la s e g u n d a  y  t e r c e r a  c o l u m 

na la p r i m e r a ,  (s e g ú n  se a n  los s ig n o s  d e  a ,  b  y  e l  p o d e m o s  r e d u c i r  a 0  los e l e m e n t o s  s e g u n d o  y  te r c e r o

d e  la p r i m e r a  f i la .  E l  d e t e r m i n a n t e  q u e d a r á  d e  la f o r m a :

=  a ( m g  - n p )

a G  ( 1 , - 1 )  V  m ,  g . n .  p  p e r t e n e c e n  al c o n j u n t o  { 0 ,  2 , — 2  lo s  va lo r e s  p o s ib le s  d e  D  =  a ( m g - n p )  

s o n  8 , 4 , 0 ,  - 4 ,  - 8 .

D e  t o d o  lo  a n t e r i o r  se d e d u c e  q u e  los va lo r e s  p o s ib le s  d e  D  s o n  4 ,  0 ,  — 4  y  c o m o  e x is t e n  va lo r e s  

d e  D  igual a  4 .  p o r  e j e m p l o :

a 0 0 a 0 0

D  = d e ± d f - d = d m n

9 h ; g ¡ ± g 9 P 9

1 1 1

1 - 1  1

1 1  - 1

=  4

el v a lo r  m á x i m o  q u e  p u e d e  t o m a r  D  es 4 .

( C o m o  c u r io s id a d  i n d i c a r e m o s  q u e  al p o d e r  ser ca d a  e l e m e n t o  d e  D  igual a  :  l . l a  m a t r i z  D  p u e d e  

t e n e r  2  9  =  5 1 2  f o r m a s  d is t in t a s ) .

3.16 D a d a s  las m a t r i c e s  A  =  y  B  =  £  ^

M E .c a l c u la r ( A  —  B )  ,  A  y  B

(U n iv . d e  O v ie d o )

+  B = l [ 1 - 3  2 + 2 ] = l f - 2  41 = [ - 1 21

2  2  [ 2 + 2  3  —  1 J  2  [  4  2 J  [  2  i j
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( A  -  B )  =
1 —  <— 3 )  2 - 2

2 - 2  3  -  ( - ‘

4  O l  [ 4  O 

O 4  0  4

A  I =

■ r: :í
■ [ i  - a -

=  B = >

B ’ =  A

1 7 S e a n  las matrices 

A  =
r  i  o  2 2 0

í 1  l l [ 1  i l
.  B  = - 1 1 . c  = D  =  I

L - 1  3  0
1 1 L a  — 4 j 1 . 3  - 4 j

S e  p ide:

a) A - B  +  C

b )  ¿ E s  c i e r t o  q u e  I A B  +  C l  =  l A B l + I C l ?

c )  C a lc u la r ,  si es p osib le  D  '

(U n iv .  d e  C a s tilla  -  L a  M a n c h a , 1 9 9 1 )

A  B +  C  =
f  1 0  2 —

i

ro o
,

—
•

1+

- 1  3  0 1 i j  I - 3  - 4 J  H

4  2

5  3 i: :h ; a

b )  N o  se verif ica ,  en general,  q u e  el d e te r m in a n te  d e  la  su m a  de d o s  m atrices es igual a la suma de 

'os d e te r m in a n te s  de las d o s  matrices.

E n  este caso:

A B  +  C I  =
j 3  

> - 1
- 5  +  6  =  1

= >  I A B  +  C  1 *  I A B I +  I C

4 2

- 5  3
+

1 1

3  - 4
=  ( 1 2  +  1 0 )  +  ( - 4 - 3 )  =  15A  B 1+ IC I =

c)  D i  =  —  4 - 3  =  — 7 * 0  

r 1 3

existe D - t

D '  =
1 - 4

D_  =

4  1

_1_ - 4  - 1 7  7

- 7 - 3  1 3  1

. 7  7

3 . 1 8  D a d a  la  m a t r iz  A  =  |

existe A - 1 . C a lc ula r  A ” '  p a r a  m

1 0  - 1  

0  m  3

- 4  1 - n .

=  2 .

J  .  averiguar p a r a  q u é  va lo r e s  del p a r á m e t r o  m

(U n iv .  de  C a s t i l la -L a  M a n c h a )
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1 0 -  1

i A  I = 0 m 3

4 1 —  m

L a  m a t r i z  c u a d r a d a  A  t e n d r á  inversa si su d e t e r m in a n t e  es d i s t i n t o  d e  0 .

= — m 2 + 4 m  -  3  ; I A I  = 0  => m 2 - 4 m  +  3 = 0

m  4  s  V 1 6  -  4_ í  2  /  3

2  2

L a  m a t r i z  A  t iene  inversa si m  £  {  1. 3 } .

Para m  =  2  : A  =

’ 1 0 - 1 1 0 4

0 2 3 > n > 4 0 2 1

4 1 - 2 - 1 3 - 2

A ” 1 =

2 1 0 11 0 2

3 - 2 - 1 - 2  I 1-1 3

°
4 1 4 1

J  1
0

I 3 - 2 - 1 - 2  | l - l 3

0 4 '1 4 1 I 1 0

2 1 0 1 1 I o 2

- 7 -  1 2

12 2 - 3

- 8 -  1 2

3.19 a )  C a l c u l a r  u n a  m a t r i z  X  q u e  v e r i f iq u e  l a  ig u a ld a d :

2  3

2

X - A  =  B ?

A  - X  =  B  c o n  A  

¿ V e r i f ic a  t a m b i é n  la  m a t r iz  X  la

I y  b

(U n iv .  d e  L e ó n )

"  I A I -
-  & a ■

e x i s t e  la  i n v e r s a  d e  A .

A -  X  =  B 

H a l le m o s  la inversa de A :

A - ’ ( A X )  =  A ~ 1 B ;  ( A _ 1 A ) X  =  I X  =  A ~ ' b

b)

1 2 - 3 2 - 3

I A  i - 1 2_ . - 1 2

X  =
r  2  - s i  r ,  , i 2 - 6  2 +  3 - 4  5

[ - 1  [ 2 - 1 L - 1 + 4  - 1 - 2 3 - 3

X A  =

X  =  A - '  B

- 4  5 ' 2 3 l  [ - 8  +  5 - 1 2  +  10' - 3

3  “ 3 . .1 2 J | 6 - 3  9 - 6 . 3
*  B

E s t o  n o s  s irve  d e  c o m p r o b a c i ó n  d e  q u e  el p r o d u c t o  d e  m a tr ic e s  n o  es c o n m u t a t iv o .
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3 . 2 0 |  O b t é n  ra z o n a d a m e n te  u n a  m a t r iz  A  q u e  v e r if iq u e  la  s ig u ie n te  ig u a ld a d  :

f- 2  1  1 1  f  1  2 ]  [  0  1 2  1 5 ]

1 0 - i )  + [-I 3jA = [12 11 loj
(U n iv .  d e  V a le n c ia , 1 9 9 1 )

c o m o  I N  i —

Sea M  =

1 2

- 1  3

.  r - 6  3  3 i : n  =  [ 1 2 i  y  p  =  r °  , 2  , 5 i
3  0  — 3  ]  3 j  [ l 2  11 l O j

= 3 + 2 = 5 # 0 , N  a d m i t e  m a t r i z  in ve rs a :

M + N A  =  P = >  N A  =  P —  M  = >  N _ 1 ( N A ) =  N - 1 ( P — M )  = >  ( N - 1 N ) A  =  I A  =  ¡ A  =  N ^ I P - M )  

H a l le m o s  N _ 1 :

N ’ = ; ; N - 1

5  | l

3  - 2

1

de  d o n d e : A  = ' í3 “2l [ 6 9 12
. 1 f  1 8 - 1 8 2 7 - 2 2 3 6  - 2 6 "

s i l ■l 11 13. 5 I. 6  +  9 9  +  11 12 +  13

1 f °
5 10

r °
1 2

« L i s 2 0 2 5 ' 1 . 3 4 5

3 2 1

R e s o lv e r  la e c u a c ió n  m a tr ic ia l  

a b e #  0 .

0  a 

b  0  

0  0

( U n i v .  d e  M a d r id )

0  0 a X d

S e a n  A  = o cr o . x  = Y y  B = e

c  0  0 z f

> X II C
D = >  A - 1 < A X )  =  A ~ *  B = > i a - ’ a i x  = A

A l  =  - a b e  *  0  . A  t ie n e  inversa.

- i
I X  = X  =  a ~ ’ b

A ’ =

0  c  

b  0  

0  0

A - 1  = 1

I A I

b  0 0  0 0  b

0  0 a 0 a 0

0  c 0  c 0  0

0  0 a 0 a 0

0  c
- 1 °  ° l

0  0

b  0 10 0  1 l o  b
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1

- a b e

0 0 - a b 0 0
1/
c

0 0 i 1
c d

■ r
c

0 — ac 0 = 0
l

b
0 = > X  = 0

h
0 e =

e

b

- b e 0 0
1̂
a

kJ 

0 0 i
. a

0 0
f d

a

H a l l a r  u n a  m a t r i z  X  tal q u e :

0 1 2 1 0  2  0

- 1 1 3 - X  = - 1 3  1 0

4 - 1 - 5 - 5  - 1 4  0

(U n iv .  d e  C a s tilla  - -  L a  M a n c h a , 1 9 9 1 )

Sea A  • X  =  B  : 0 1 2

- 1 I 3 =  12 +  2 - 8 - 5  =  1 = >  la m a t r i z  A  t ie n e  in ve rs a .

4 - 1 - 5

A  X  =  B  = >  A ~ 1 ( A X )  =  A " 1 B  ;  ( A " 1 A ) X  =  A  ’ b  ; I X  =  A * 1 B  ; 

H a l l e m o s  la inversa  d e  A :

X  =  A "  '  B

0  - 1  4 '

A '  = 1 1 - 1 ; a * ’

2  3  - 5

- 2  3

X =  a - ' b  = 7 - 8

- 3

1 - 1

3  - 5

- 1  4

3  - 5

- 1  4

1 - 1

1 0 2

1 3 1

D - 1 4

1 - 1  

2  - 5  

0  4  

2  - 5

0  4

1 - 1

1

1

3!
- 2  3  1

- 1 1
= 7 - 8  - 2

3

- 1 - 3  4  1

- 1 0  8 

2 5  - 2 2  

- 1 2  11

R e s o lv e r  la e c u a c ió n  m a t r i c i a l  ' A  X  =  B  +  C  ,  s ie n d o

[ 1  0  - T - 1  - 1  2 2  1 0

A  =  l o  2  1 ; b  = 3  4 - 1 c  = - 2  0  3

|_1 1 o 0  1 2 0  1 - 2

(U n iv .  d e  S a la m a n c a )

d e t  ( A )  =

1 0  - 1  

0  2  1

1 1 0

=  1 * 0  r >  d e t  ( ' A )  =  1 A  t ie n e  inversa.
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A X  =  B +  C r, A i - ’ /«A X ) =  ( ’ A r M B  +- C )( ' A ) | ( ’A )  ( ' A ) j X  =  X  = ( ’ A ) " ‘ ( B  +  C )

H a l le m o s  ( ’ A )
- 1

1 0 - 1

*(* A )  =  A  = 0 2 1 ( ’ A ) - 1

1 : 0

l

d e !  ( ’ A )

■
2 1 0  1 0 2 1

1 0 1 0 h 11

-
0

1

- 1

0

1 - 1  

1 0 i;
0

1

0 - 1 11 - 1 1 0

I 2 1 0  1 0 2

- 1  1 - 2 1 1 NJ
i

1 0  2 0  0  0

- 1  1 - 1 X  = - 1  1 - 1 1 4  2 = 0  2  0

2  - 1  2 2 - 1  2 0  2  0 1 0  2 .

E n c o n t r a r  u n a  m a t r i z  A  q u e  v e r i f iq u e :

1 0  0 1 0  - 1 1 1 1

0  2  0 A  = 0  0  0 +  2 2  3  0

1 0  3 . 9  3  - 3 3  4  5

E x p l i c a  c ó m o  ju s t if ic a r ía s  q u e  la  m a t r i z  o b t e n i d a  es

( U n i v .  d e  V a le n c ia . 1 9 9 1 )

1 0 0 1 0 - V 1 1 f '  3 2 r

Sea B  = 0 2 0

ii
o> 0 0 0 +  2 2 3 0 = 4 6 0

1 0 3^ 9 3 - 3 3 4 5 15 11 7

B i =  6  *  0 la m a t r i z  B t ie n e  inversa.

B A  =  C  = >  B  1 ( B A >  =  B  1C

H a l l e m o s  B
- 1

B ’ =
- " “ i

=> I B ' ’ B )  A  =  I3 - t c 1 A = A > =  8 ’ c

-  !
2

0 I 0 0 0 2

0 3 0 3 1 0 0
3 0 0

0 1 1 i 1 0 . 1 (D 3 0

0 3 0 3 0 0 6 *l 0 2

0 1 I 1 ' 11 0

I 2 0. 0 0 1 0 2

A  =  B  1C  =  4

6  0  0 3  2  I 1 ' 1 8  1 2  6 1 3  2  r

0  3  0 4  6  0 1
c 1 2  18 0 = 2  3  0

—  2  0  2 1 5  11 7
D

2 4  18 12 4  3  2.

L a  m a t r i z  A  es re g u la r  si es c u a d r a d a  y  su d e t e r m i n a n t e  n o  es n u l o :
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3 2 1 3 2 1 2  3
A l  = 2 3 0 = 2 3 0 =  1

4 3 2 - 2 - 1 0 - 2  - 1
=  - 2 + 6  =  4 *  0 A  es regular

S in  c a lc u la r  la  m a t r iz  A  p o d ía m o s  h a b e r  e s tu d ia d o  si es r e g u la r  u s a n d o  la  igualdad B A  =  C :

B  • A  =  C  ^  a =  3 , b = 3 ;  la  m a t r i z  A  e s c u a d r a d a  de o r d e n  3 .  
l 3 . 3 I U . b l  (3.31

=  - 1 2  +  3 6  =  24

B-. A  = c = >  1B A I = C = > B l • 1 A  l = - C  l

3 2 1 3 2 1 4 6«oii

m

I C I  = 4 6 0 = 4 6 0 =  1 •

15 11 7 - 6 - 3 0 - 6 - 3

B 1.1 A l  =  I C 6  - I A  i =  2 4  = >  i A  1 =  4  *  0

3 . 2 5  D e te r m in a r  u n a  m a tr iz  c u a d ra d a  A  d e  o r d e n  2  tal q u e  A  +  A '  =  2 1. y  d e t  ( A )  =  2  

I la  m a t r iz  id e n t id a d , y  A* la tra n s p u e s ta  d e  la  m a tr iz  A , -

(U n iv .  d e  M a d r id . 1 9 9 1 }

Sea A

- I !

A  +  A 1 =  2  I

! ■

i: : M
d e t  ( A )  =  2  r >  a d  -  b e  =  2

a - * [: 1 2  a b + c l
í 2

0
= > =

1 _b + c 2  d  J o 2

2 a  =  2  

b + c  =  0 

2 d  = 2  

a d - b  c  =  2

a =  1

d  =  1

b  =  -  c

*-[ :  1  * - U  :]

b  =  • 1

1 • 1 —  le )  c  =  2  ; c2 =  1 ; c  =  ± 1

3 2 6
D a d a s  las m a tr ic e s  A  =

i '  " 11.3 - 5 j

P n o  singular ta l  q u e  B  =  P " » A P .

V  B  =
4  - 3 1

6  — 5  j
e n c o n t r a r  u n a  m a t r iz  si

(U n iv .  d e  M a d r id )

f a  b
Sea P =  la  m a t r iz  p e d id a ,  tal q u e  IP  i *  0 .

L b  c
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B =  P - 1 A P  = >  P B  =  P ( P " ' A P )  =  ( P P ~ ' >  A P  =  I A P  =  A P- 1

4 a  +  6 b  — 3 a  —  5 b  

4 b  +  6 c  - 3 b - 5 c

4 a  —  6 b  4 b  — 6 c  

3a —  5 b  3 b  — 5 c

4 a  +  6 b  =  4 a -  6 b  

- 3 a -  5 b  =  4 b - 6 c  

4 b  +  6 c  =  3 a  - 5 b

-  3 b -  5 c  =  3 b  -  5 c

6 b  =  - 6 b ,  b  =  0

3 a  =  6 c  . a =  2 c => P = [v:] ■ ■ ■ •

d e t .  A  =  1 .  d e t .  B =  1 A  y  B t ie n e n  inversa.

A X B  +  C  =  D  = >  A X B  =  D  —  C  = >  A  1 < A X B ) B " ’ =  A ~ ’  ( D - C ) B * 1

I A  ’ A I X I B B  M  =  I X I  =  [ x  =  A ~ 1( D - C ) B " ~

H a l le m o s  las inversas d e  A  y  B :  

A '  =
'1 - 1

A ' 1 =  —
1A 1

1 0 1 0

0 1j

= >
.1 1. .1 1

B '  =
0  0

1 - 1  

0  I

B _1 =  - L  
I B I

1 - 1 0 - 1 0 1

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 ¡1 0

0 1 0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 0

1 - 1 0 - 1 0 1

1 0  

0  1 

O  1

X  =
2  - 1  - 1  

1 - 1  3

I  O 

O 1 

O 1 ■ [

2  - 1  - 1  

3 - 2  2

1 0 0

0 1 0

0 1 1 - I ;

2  - 2  - 1  

3  0  2

1 2 8

S e  c o n s id e ra  la  m a tr iz

i '  1l o  1
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(U n iv . d e  L a s  P a lm a s  d e  G r a n  C a n a ria )

’ l i' ' i  l' 1 1 +  1l 1 2

.0 1. o  i. p  1 P  1.

1 2 "1 1 '1 1 +2 1 3

P  1 1 P  1 P  V

A '  =

A 3 =  A 2 • A  =

P o r  la f o rm a  d e  A 2 y  A 3 p o d e m o s  s u p o n e r  q u e :  

1 n

L O  1 .

está d e m o s tr a d o ,  p o r  in d u c c ió n ,  qu e

A "  = A n ”  =  A "  • A  =
1 n i ‘ 1 l l "1 n  +  r

0  1 0  l o  1

A  =

A " l =  1 ;  ' { A 0 ) =
1 0

; ( A V '  =  |

1 - n 1 - n
=

n  1 1 . 0  i . 0  1.

“

H a lla r  los valores d e  x para los cuales la m a tr iz  A  n o  tiene inversa:

A  =

(U n iv .  d e l País V a sco}

d et. A  =

x l  1 

lx  —  21 2

C o n s id e ra n d o  q u e  l f ( x ) l  =

=  2  i x  I -  I x  —  2  I

f<x) para los valores de x  q u e  hacen f ( x|  í »  0  

—  f ( x ) para los valores de x qu e  hacen f ( x )  <  0

x  i =

x - 2

x para x >  0

- x  "  x  <  0

x - 2  para x >  2 

—  ( x — 2 )  =  -  x  +  2  para x <  2

x i =  -  x X I  -  X

x -  2  1= —  x  + 2  ! I x — 2 1 =  x - 2
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d e t .  A  =  2  I x I  —  l x - 2  I =

2 ( - x )  -  ( - x  +  2 )  x - 2  para <  x  <  O

2  x  -  ( - x  + 2 )  =  3 x - 2  "  O <  x  <  2

2  x  —  ( x  —  2 )  =  x +  2  "  2 < x < + ®

L a  m a t r i z  A  n o  te n d rá  inversa p a r a  los valores de x en q u e  se a n u l e  el d e t e r m in a n t e  de A .

E n  el in t e r v a l o  | - «  . 0 1 : -  x  -  2  =  0  = >  x =  - 2

E n  el in t e r v a l o  [ 0 . 2  f  : 3 x  -  2  =  0 ‘  = 1
E n  e l  in t e r v a l o  | 2 . - f ®  [ n o  h a y  n in g ú n  v a lo r  de x q u e  a n u le  a  x +  2  (e l  v a lo r  - 2  n o  p e r  teñe 

e  a d i c h o  in te rv a lo ) .

L a  m a t r iz  A  n o  t iene inversa si x es igual a - 2  ó  a — .

3 .  3 0  E n u n c ia r  la c o n d i c ió n  necesaria y  s u f ic ie n te  p a r a  q u e  u n a  m a t r i z  t e n g a  inversa. 

E s tu d ia r  si s o n  e q u iva le n te s  las siguientes a f irm a c io n e s :

a )  L a s  m a tr ic e s  A  y  B  t ie n e n  inversa

b )  A B  t ie n e n  inversa.
(U n iv .  d e  M a d r id J

L a  c o n d i c ió n  necesaria y  s u f ic ie n te  para q u e  u n a  m a t r iz  tenga inversa es q u e  ésta sea cu a d ra d a  y  

s u  d e t e r m in a n t e  sea d is t in to  d e  cero.

T a l  y  c o m o  están red actadas, las a f i r m a c io n e s  a )  y  b )  n o  s o n  e q u iva le n te s :

Si A  y  B t ie n e n  inversas, s o n  m atrices c u a d ra d a s ,  p e ro  si s o n  d e  d i s t i n t o  o r d e n  n o  existe A B .

Si A B  t iene inversa es u n a  m a t r iz  c u a d ra d a ,  p e ro  puede q u e  A  y  B n o  sean cuad ra d a s , p o r  e je m -

p o :

- 1

B =

A  B  =

A - B '  =

1 0  - 1 2  5 - 2  - 2
3  6 -

0  1 1 4  7 .
7 13

- 2

7

- 2

13

A  B  t iene  inversa, p e ro  A  y  B  n o  t ie n e n  inversa p o r  n o  ser m a tr ic e s  cuadradas.

Si el e n u n c ia d o  h u b ie r a  s id o :  S ie n d o  A  y  B  m r  .  ./adradas d e !  m is m o  o r d e n  e s tu d ia r s i son  

~:<j/valerites la s  s ig u ie n te s  a firm a c io n e s :

a )  las m a tric e s  A  y  B  tie n e n  inversa  

b I  A B  tie n e n  inversa  

v r  « t e  caso si son e q u iva le n te s. E n  efecto :

A ,  B y  A B  s o n  m atrices cuad radas

Si A  y  B  t ie n e n  inversa: I A I * 0 y  ! B I * 0  = >  l A B l  =  I A I - I  B I  *■ 0  = >  A B  t iene inversa. 

Si A B  t iene inversa I A B I  *  0  = >  I A B l  =  I AI  I B I  *  0  = >  I A  I *  0  y  I B I *  0  = >  A y B  

t « n e n  inversa.
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3 . 3 1  S i e n d o  A ,  B  y  C  m a tr ic e s  c u a d ra d a s  d e l m is m o  o r d e n ,  es s a b id o  q u e  d e  A B  =  A C  n o  puede 

d e d u cirs e  en t o d o  caso q u e  sea B  C .  P r o b a r ,  n o  o b s t a n t e ,  q u e  si I A I  *■ 0 ,  sí se p u e d e  o b t e n e r  la c o n -  

a lu s ió n  B  C .  

(U n iv .  de  M a d r id )

Por ser A  cu a d ra d a  y  I A I  *  0 ,  A  t iene  inversa.

M u l t i p l i c a n d o ,  p o r  la iz q u ie rd a ,  la igualdad A B  =  A C  p o r  A - 1 :

A B  =  A C  = >  A - 1  ( A B )  =  A  1 1 A C )  = >  ( p o r  la p r o p ie d a d  asociativa  d e l p r o d u c t o  de m a 

trices!

( A - 1  A )  B =  ( A - 1 A ) C  = >  ( p o r  ser A  A  =  I, m a t r i z  u n id a d )

I • B =  I • C  = >  B =  C
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C A P IT U L O  4

R A N G O  DE U N A  MATRIZ

R A N G O  O  C A R A C T E R I S T I C A  D E  U N A  M A T R I Z .

S i  e n  u n a  m a i r i z  A  d e  d i m e n s i ó n  m  x n  se s u p r i m e n  a f i la s  y  b  c o l u m n a s ,  se o b t i e n e  u n a  m a 

t r i z  d e  d i m e n s i ó n  ( m  -  a )  x  ( n  —  b )  q u e  se l l a m a  s u b m a t r i z  d e  A .  S i  la  s u b m a t r i z  e s  c u a d r a d a  d e  

o r d e n  h ,  o  sea. está f o r m a d a  p o r  lo s  e l e m e n t o s  c o m u n e s  a  h  f i la s  y  h  c o l u m n a s ,  s u  d e t e r m i n a n t e  es u n

m e n o r  d e  o r d e n  h  d e  A :

S i e n  la  m a t r i z

A  s.

2
5 

4

6

m  s u p r i m e n  la  f i la  s e g u n d a ,  y  la s  c o l u m n a s  p r i m e r a  y  c u a r t a ,  s e  o b t i e n e  la  s u b m a t r i z :

1 3  8 0

6  7  2  4

0  3  1 8

f o r m a d a  p o r  lo s  e l e m e n t o s  c o m u n e s  a  la s  f i la s  p r i m e r a ,  t e r c e r a  y  c u a r t a ,  y  a  las c o l u m n a s  s e g u n d a ,  t e r c e r a ,  q u i n t a  y  sex-

Si  se s u p r i m e n  la  f i la  s e g u n d a ,  y  las c o l u m n a s  p r i m e r a ,  t e r c e r a  y  c u a r t a ,  se o b t i e n e  la s u b m a t r i z

1 8 0

H  = 6 2 4

o i 8

f o r m a d a  p o r  lo s  e l e m e n t o s  c o m u n e s  a  las f i la s  p r i m e r a ,  t e r c e r a  y  c u a r t a ,  y  a  las c o l u m n a s  s e g u n d a ,  q u i n t a  y  s e x t a .  S u  d e 

t e r m i n a n t e :

1 8 0

H  1 = 6 2 4

0 i 8

«  u n  m e n o r  d o  o r d e n  3.

C o m o  l a  d i m e n s i ó n  d e  la  m a t r i z  A  es 4  x 6 ,  d e  A  p o d r e m o s  f o r m a r  m e n o r e s  d e  o r d e n  1 (s i  s e  t o m a n  lo s e l e m e n 

to s  c o m u n e s  a u n a  f i la  y  u n a  c o l u m n a ) ,  d e  o r d e n  2  (s i  se t o m a n  lo s e l e m e n t o s  c o m u n e s  a  d o s  f i l a s  y  d o s  c o l u m n a s » ,  de  

o r d e n  3  (s i  se t o m a n  lo s  e l e m e n t o s  c o m u n o s  a  t re s  f i la s  y  t r e s  c o l u m n a s )  y  d e  o r d e n  4  (s i  se t o m a n  lo s  e l e m e n t o s  c o m u 

nes a  c u a t r o  f i la s  y  c u a t r o  c o l u m n a s ) .

D a d o  u n  m e n o r  I H  I d e  u n a  m a t r i z  A ,  f o r m a d o  p o r  lo s  e l e m e n t o s  c o m u n e s  a h  f i la s  y  h  c o l u m -  

~-as, se l l a m a  m e n o r  o r l a d o  d e  1 H I  a  t o d o  m e n o r  d e  o r d e n  h  +  1 f o r m a d o  p o r  a q u e l l a s  h  f i la s  m á s  

o t r a  c u a l q u i e r a  d e  las r e s t a n t e s  f i la s  y  p o r  a q u e l l a s  c o l u m n a s  m á s  o t r a  c u a l q u i e r a  d e  las r e s t a n t e s  c o

k j m n a s .
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E n  la  m a t r i z  A  del e j e m p l o  an te r io r ,  p o d e m o s  o r la r  e l  m e n o r  d e  o r d e n  3 :

1 8  0  

I H  I =  6 2

0  1

c o n  la  segu nda fila y  las c o l u m n a s  p r im e r a ,  tercera y  cuarta ,  o b t e n i e n d o ,  respectiva m e nte ,  lo s  m e n o r e s  or la dos  d e  ord e n  4 :

1 B 2 1 tí o. 3 1 tí 0 4

6 2 4 6 2 4 7
•

6 2 4 9

0 1 6 0 J _ 3 0 _  L . . . 8 . ; 2

0 5 • 5 0 5 t 1 0 5 i 2

Si to d o s  los m e n o r e s  d e  o r d e n  h d e  u n a  m a t r i z  son nulo s, ta m b ié n  s o n  n u lo s  to d o s  los m e n o r e s  de 

o r d e n  s u p e r io r  a h.

T o d o  m e n o r  de  o r d e n  h  +  1 lo  p o d e m o s  desarrollar p o r  los e lem en tos  d e  u n a  fila l o  c o l u m n a ) ,  y  ve n d rá  expresa 

d o  p o r  u n a  s u m a  c u y o s  s u m a n d o s  s o n  el p r o d u c t o  d e  u n  n ú m e r o  p o r  u n  m e n o r  d e  o r d e n  h  |quc p o r  h ipótesis  es nulo ) 

lu ego  la s u m a  es nula.

Si son n u lo s  to d o s  los m e n o re s  o b t e n id o s  o r la n d o  u n  m e n o r  I H  l * 0  d e  o r d e n  h ,  c o n  la fila de 

lugar i y  ca d a  u n a  d e  las c o l u m n a s  restantes, d ic h a  fila  es c o m b in a c ió n  lineal d e  las h filas q u e  d eterm i 

nan I H  I . ( Igual si se trata d e  c o lu m n a s ) .

Si n o  se p u e d e  or lar  el m e n o r  ! H  I *  0  d e  o r d e n  h , p o r  n o  existir  c o l u m n a s  distintas d e  las q u e  

han d e t e r m in a d o  d i c h o  m e n o r ,  todas las filas q u e  n o  figuran en I H  l son c o m b in a c ió n  lineal d e  las h 

q u e  d e te r m in a n  I H  I . ( Igual si se trata de c o lu m n a s ) .

Si la m a t r iz  A  es cuad rada y  su d e t e r m in a n t e  es n u l o ,  al m e n o s  u n a  d e  sus filas (y  u n a  d e  sus c o  

lu m n a s )  es c o m b in a c ió n  lineal d e  otras filas (co lu m n a s) .

R a n g o  o  característica  d e  u n a  m a t r iz  A  es el m a y o r  o r d e n  d e  los m e n o re s  d is t in to s  d e  ce ro  que 

se p u e d e n  o b t e n e r  e n  la m a t r i z .  Se s im b o l iz a  p o r  r ( A ) .

E n  la m a tr iz 3  - 1

- 2  - 3

4  - 5

se p u e d e n  fo r m a r  m e n o r e s  d e  o r d e n  1, d e  o r d e n  2  y  de  o r d e n  3 .  T o d o s  lo s m e n o r e s  de  tercer  o r d e n  son nulos y a  que  

la tercera f i la  es c o m b i n a c i ó n  lineal d e  las d o s  p r im e ra s  (es igual a la p r i m e r a  m i s  la  segunda m u lt i p l i c a d a  p o r  2 ) .  y  c o m o  

el m e n o r
1 0

1 *  0

el r a n g o  d e  A  es 2.

Si en la m a tr iz  A  h a y  a lg ú n  m e n o r  n o  n u lo  d e  o r d e n  h . y  son n u lo s  t o d o s  los m e n o r e s  de órdenes 

superiores a  h , el ran go  d e  A  e s h .

Si el ran go  d e  la  m a t r iz  A  es h . t o d o  m e n o r  n u lo  d e  o r d e n  h se lla m a  m e n o r  p r in c ip a l  d e  A .

E n  la  m a t r i z  A  del ú l t i m o  e jem plo,  

es el o r d e n  d e  este m e n o r  n o  n u lo

|1

4

*  0  . es u n  m e n o r  p r in c ip a l  p o r q u e  el r a n g o  d e  A  es 2 ,  y  2

Si h  es el ra n g o  d e  la m a t r iz  A y  l H  I u n  m e n o r  p r in c ip a l ,  to d a s  las filas (c o lu m n a s )  d e  la m a tr i .  

A  son c o m b in a c io n e s  lineales d e  las h f ilas (c o lu m n a s )  q u e  d e te r m in a n  I H  I .

Si a u n a  m a t r iz  A  se le agrega o  s u p r im e  u n a  l ínea q u e  es c o m b in a c ió n  lineal d e  otras paralelas, 

se o b t ie n e  o tr a  m a t r iz  q u e  t iene  el m is m o  ran go  q u e  A
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L a  m a t r i z 1 0 3 - f

A  = 4 : - 2 - 3

6 i 4 - 5

t ie ne e l  m i s m o  r a n g o  q u e  la  m a t r i z

Ti o 3 -r
|_4 1 - 2  - 3

v a  q u e  la  t o r c e r a  f i la  d e  A  e s  ig ual a la  p r i m e r a  m u l t i p l i c a d a  p o r  2 .  m á s  la  t e r c e r a .

L a s  m a t r ic e s  n u la s  s o n  las ú n ic a s  m a t r ic e s  q u e  t ie n e n  s u  r a n g o  igual a  c e r o .

C A L C U L O  D E L  R A N G O  D E  U N A  M A T R I Z

A n t e s  d e  e m p e z a r  a o p e r a r  es c o n v e n ie n t e  c o m p r o b a r  si c o n  u n  s im p le  e x a m e n  se r e c o n o c e  a l g u 

na fila  o  c o l u m n a  q u e  sea c o m b i n a c i ó n  l ineal d e  o tr a s .  E n  este caso se s u p r im e  d i c h a  f i la  o  c o l u m n a  y  

la m a t r i z  q u e  n o s  q u e d a  t i e n e  el m i s m o  ra n g o  q u e  A .

H a l l a r  el r a n g o  de 1 - 2

3  2

4 0

3  5  

1 - 3

4  2

L a  torce ra  f i la  es ig ual a la s u m a  de las d o s  p r i m e r a s ,  oi e l im i n o r l o  n o s  q u e d a  la m a t r i z

' i  - 2  3  5*

1 - 3

q j e  t ie n e  el m i s m o  r a n g o  q u e  A .  C o m o  e l  m e n o r  d e  s e g u n d o  o r d e n  

p u e d e n  f o r m a r  m e n o r e s  d e  t e r c e r  o r d e n ,  el r a n g o  d e  A  e s  2 .

- 2

2
=■2  +  6  =  8  es d i s t i n t o  d e  c e r o ,  y  n o  se

Si t o d o s  los e le m e n t o s  d e  u n a  fila  (o  c o l u m n a )  s o n  m ú l t i p l o s  d e  u n  n ú m e r o ,  p u e d e n  d iv id i r s e  los 

e le m e n t o s  d e  esa fila  ( o  c o l u m n a )  p o r  d i c h o  n ú m e r o ,  y  n o s  q u e d a r á  u n a  m a t r i z  q u e  t ie n e  el m i s m o  r a n 

go q u e  la p r im i t iv a .

v a q u e

2  .

' 3 0 0 - 5 0 0 6 0 0 ' ' 3 - 5 6
r 3 - 5 6 Ir a n g o  de 4 -  8 12 =  r a n g o  de 1 - 2 3 =  r a n g o
.1 - 2

2 ’ -  3 5 42 .3 - 5 6

3  - 5  

I  - 2
=  — 6  +  5 =  - 1  *  0 .

G e n e r a l m e n t e  se suele o p e r a r  a si :

—  S e  h a l la  u n  m e n o r  I H  I *  0 ,  y  se o r l a  c o n  la  f i la  i y  las c o l u m n a s  res tantes ( o  c o n  la c o l u m 

n a  j y  las f i la s  re s ta n te s ) .

—  S i  t o d o s  e s to s  o r la d o s  s o n  n u lo s ,  la fila  i ( o  la c o l u m n a  j )  es c o m b i n a c i ó n  l ineal d e  las filas (o  

d e  las c o l u m n a s )  d e  H ,  y  se s u p r i m e .  N o s  q u e d a r á  u n a  m a t r i z  q u e  t ie n e  el m i s m o  r a n g o  q u e  A

—  Si e n t r e  los m e n o r e s  o r l a d o s  h a y  a lg u n o s  I K  I d i s t i n t o  d e  c e r o ,  se s ig u e  t r a b a ja n d o  c o n  I K I  

o r lá n d o lo  d e l  m i s m o  m o d o  q u e  h e m o s  i n d i c a d o  p a r a  I H  I .

S i g u i e n d o  d e  esta f o r m a ,  al ir a u m e n t a n d o  el o r d e n  d e  los m e n o r e s  I H  I, I K  I  e  ir  r e b a ja n 

d o  el n ú m e r o  d e  filas ( c o l u m n a s ) ,  l le g a r e m o s  a  u n  m e n o r  I L  I *  0  y  n o  p o d r e m o s  o r l a r l o  al n o  te n e r

m ás filas ( o  c o l u m n a s )  q u e  las q u e  f o r m a n  este m e n o r .  E l  r a n g o  d e  A  es igual al o r d e n  d e  I L  I.
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H a l l a r  el r a n g o  de '  1 0 3 - 2 1

2 5 - 1 2 0

7 10 7 - 2 3

. 0 0 4 8

T e n e m o s  el m e n o r  

lu m n a s :

=  5 * 0 .  O r l a n d o  este m e n o r  c o n  la terce ra  f i la  v  la terce ra  c u a r t a  v  q u i n t a  c o

=  -  1 0 - 4 0  +  7 0 - 2 0  = 0  ;

1 Oi 3 1 o; - 2

2 _ _ 5.: - 1 =  35 +  6 0 -  1 0 5 *  10 =  0  ; 2 _  5' 2

7 10 7 7 10 - 2

1 0, 1

2
t

5_¡ 0 =  15 +  20 -  35 =  0

7 10 3

c o m o  e s to s  m e n o r e s  s o n  t o d o s  n u lo s ,  la  terce ra  f i la  es c o m b i n a c i ó n  lineal d e  as d o s  p r im e ra s ,  a l  tac h ar la  n o s  q u e d a  un a  

m a t r i z  q u e  t ie n e  e l  m i s m o  r a n g o  q u e  A

1 0 3 - 2 r

r a n g o  d e  A  a  r a n g o  de 2 5 - 1 2 0

. 0 0 ' 4 8

o r la n d o  d  m i s m o  m e n o r  c o n  la  terce ra  f i la  v  las resta ntes c o lu m n a s :
12 51

1 0  3

2 5 - 1

0  0  1

5 * 0  = >  al n o  p o d e r  f o r m a r  m e n o r e s  de  C u a r t o  o r d e n :  r a n g o  d e  A  3

Si la  m a t r i z  A  es c u a d r a d a ,  se halla  ¡ A l .  si l A l  *  0 .  el ra n g o  es igual al o r d e n  de A .  y  si I A  I =  

=  0  se p r o c e d e  c o m o  se ha i n d ic a d o  a n t e r io r m e n t e .

M é t o d o  d e  G a u s s  para o b t e n e r  el ra n g o  d e  u n a  m a t r iz  A .

C o n s is te  e n  ir o b t e n ie n d o  su c e s iv a m e n te ,  p o r  t ra n s fo rm a c io n e s  e lem en tales  so b re  las filas (o  c o  

lu m n a s ) .  m a tr ic e s  q u e  t ie n e n  el m i s m o  ra n g o  d e  A  y  tales q u e  te n g a n  n u lo s  t o d o s  los e le m e n t o s  d e  la 

p r im e r a  c o l u m n a  e x c e p t o  el e le m e n t o  c o m ú n  a la p r i m e r a  fila  y  p r i m e r a  c o l u m n a ,  q u e  sea d i s t i n t o  de 

ce ro  el e le m e n t o  c o m ú n  d e  la s e g u n d a  fila  y  la segunda c o l u m n a  y  n u l o s  los s itu a d o s p o r  d e b a jo  d e  él 

en la s e g u n d a  c o l u m n a ,  q u e  sea d is t in to  d e  c e r o  el e le m e n t o  c o m ú n  a la tercera fila  y  tercera c o l u m n a  

y  n u lo s  los s itu a d o s  p o r  d e b a jo  d e  él en la tercera c o l u m n a ,  e t c .  Se llegará asi a  u n a  m a t r iz  c u y o  ran go  

se calculará  fá c i lm e n te .

S i  d u r a n t e  el p ro c e s o  a p a re ce  a lg u n a  l ínea d e  ceros, se p re s cin d e  d e  ella.

P u e d e  presentarse la necesidad d e  c a m b ia r  e n tr e  s í  d o s  filas para q u e  el e le m e n t o  c o m ú n  a la fila i 

y  a la c o l u m n a  i n o  sea n u lo .

H a l la r  el r a n g o  de 1 0 3 - 2  1

2 5 - 1 2 0  

7 10 7 - 2  3

1 - 2 5 4  1

www.FreeLibros.me



R A N G O  D E  U N A  M A T R I Z  79

(1) 1 0 3 - 2 1 ( 1)  = 1 0 3 - 2 1'

12) 2 5 - 1 2 0 ( 2 ' )  ^  (2 )  -  2(1) 0 5 - 7 6 - 2

(3) 7 10 7 - 2 3 ( 3 ’)  =  (3 )  -  7( 1) 0 10 - 1 4 12 - 4

(4) - 1 - 2 5 4 1 ( 4 ' )  =■ (4 )  +  (1) 0 - 2 8 2 2

( I I

12')

1 3 " )  =  ( 3 ' )  — 2(2’) 
1 4 " )  =  5 ( 4 ' )  +  2 I 2 T

*1 0 3 - 2 r
’ l J 3 - 2 r

0 b - 7 6 - 2 __» 0 5 - 7 6 - 2
0 0 0 0 0

0 0 26 22 6
0 D 26 22 6_

n q o  d e  esta ú l t i m a  m a t r i z ,  q u e  e* ¡ » « ü l  q u e  el r a n g o  d e  A ,  es 3 ,  p u e s to  q u e  el m e n o r

0  3 

5  - 7  

0 26

■  1 •5•26 *  0

e  p u e d e n  f o r m a r  m e n o r e s  d e  o r d e n  c u a t r o .

R A N G O  D E  U N  S I S T E M A  D E  V E C T O R E S  D E  U N  E S P A C I O  V E C T O R I A L

E l  ra n g o  d e  u n  siste m a  d e  v e c to r e s  es el n ú m e r o  m á x i m o  d e  v e c t o r e s  l in e a lm e n te  in d e p e n d ie n te s  

o b t e n id o s  d e l  s is te m a . E s  igual al r a n g o  d e  la m a t r i z  c u y a s  filas ( o  c o l u m n a s )  s o n  las c o m p o n e n t e s  de 

los v e c to r e s  d e l sistema.

E l  ra n g o  d e  u n  siste m a  d e  v e c t o r e s  es igual a la  d i m e n s i ó n  d e l  s u b e s p a c io  e n g e n d r a d o  p o r  este 

sistema d e  ve c to re s .  L a  d i m e n s i ó n  d e l s u b e s p a c io  e n g e n d r a d o  p o r  u n  siste m a  d e  v e c t o r e s  es igual al ran 

g o  d e  la m a t r i z  c u y a s  filas s o n  las c o m p o n e n e t e s  d e  los v e c t o r e s  d e l  s istem a.

U n  siste m a  d e  n  v e c to r e s  d e  u n  e s p a c io  v e c to r ia l  d e  d i m e n s i ó n  n  será u n a  b as e si. y  s ó lo  si.  u n  r a n 

g o  es igual a n .  O  lo  q u e  es lo  m i s m o ,  si n o  es n u l o  el d e t e r m in a n t e  d e  la m a t r i z  c u y a s  filas (o  c o l u m n a s )  

son las c o m p o n e n t e s  d e  lo s  n  v e c to r e s  d e l  s istem a.

R a n g o  d e  filas d e  u n a  m a t r i z  M  es e l r a n g o  d e l  s iste m a  d e  v e c to r e s  fila  d e  la  m a t r i z .

R a n g o  d e  c o l u m n a s  d e  u n a  m a t r i z  M  e s  el r a n g o  d e l  sistema d e  v e c t o r e s  c o l u m n a  d e  la  m a t r i z .

D a d a  u n a  m a t r i z  M .  s o n  iguales, el ra n g o  d e  f i la s  y  el r a n g o  d e  c o l u m n a s  d e  d i c h a  m a t r i z ,  e ig u a 

les al r a n g o  d e  la  m a t r i z  M .

P a ra  h a l la r  e l  r a n g o  del s is te m a d e  v e c t o r e s :  { ( 1 .  3 .  0 .  - 4 ) .  (2 .  1. 3 .  2 ) .  ( 4 .  7 .  3 . - 6 ) } .  h a l l a m o s  e l  r a n g o  d e  la m a -

tr»z:

- 4

2

- 6

A p l i c a n d o  el m é t o d o  d e  G a u s s :

11) "1 3 0 - 4 ID " i 3 0 —4

12) 2  1 3 2 — (2': i =  (2 )  —  2( 1) 0 - 5 3 10 -------

( 3 ) 4 7 3 - 6 (31 =  (3)  - 2 ( 2 ) . 0 5 - 3 - 1 0 .

(1) "i 3 0 - 4
1 3 0  - 4

( 2 ' ) 0 - 5 3 10 = >  A  t ie n e  el m i s m o r a n g o  q u e

( 3 " )  a ( 3 1i +  (2 ’ ) 0 0 D 0 0  - 5 3  10.
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y  c o m o
1 3 

0  - 5

=  -  5  *  0, el ran go  de A  es 2 , igual al rango del sistema de vectores dad o.

La d im ensión  del subespacio engendrado p o r  el sistema de vectores del ú l t im o  e je m p lo  es 2.

¿Es el sistema vectores { ( 1 . 2 , 3 ) ,  (0. 3, 5 ) ,  (0 .  0 . 4 ) }  u n a  base de R  ’ 

1 2 3

0  3  5

0  0  4

=  1 2 ^ 0  = >  los tres vectores del sistema d a d o  co n stitu ye n  u n a  base de R '
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PROBLEMAS

4.1 Sea

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

. 0  0  0  0 .

Se p i d e :  1°) C a lc ula r  el ran go  de A .

2 ? )  Hallar la m a tr iz  A ’ 3 .

(U n iv .  d e  M a d r id )

1°) El ú n ic o  m e n o r  de o r d e n  4 ,  I A 1 es n u lo  puesto  q u e  tiene u n a  fila  d e  ceros.

el ran go  d e  A  es 3El m e n o r  d e  o r d e n  3 :

2 ° )  A 2 =

= 1 * 0

( 1 0

0 ! 0 0 0 i 0 0 0

0 0 1 1 0 0 ' 0 0

0 0 0 0 0 3 0 1 0

0 0 0 0 t 0 0 0 0 , . 0

’ o 0 o ' 0 0 1 0

• A 2
= 0 0  c1 1 0 0 0 ’

0 0  ( ) 0 0 0 0 0

0 0  c) 0 0 0 0 0

0  0  0  0 

0  0  0  0 

0  0  0  0 

0  0  0  0

A 12 =  A 4 - A a =  O -  A d =  O  . m a tr iz  nula de o r d e n  4 .

( U niv . de  Santiago)
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8 2  R A N G O  D E  U N A  M A T R I Z

L a  p r i m e r a  fila  es igual a la s u m a  d e  las o i r á s  d o s ,  o  sea q u e  es c o m b i n a c ió n  lineal d e  ellas. E l ran go  

de A  es el m i s m o  q u e  el d e  la m a t r iz  q u e  re s u lta  d e  s u p r i m i r  d e  A  la p r im e ra  fila:

1 3  2 - 2

2  1 2  2

y  c o m o  el m e n o r

ran go  d e  A  =  ran go  de

=  1 —  6  *■ 0  . el ra n g o  d e  A  es 2 .
1 3

2  1

4.3 E s t u d i a r  el ra n g o  d e  A  p a r a  los d ife re n te s  va lo r e s  d e  t

t  t  0

t  1 t

t  1 3 — t

t € R  e x is te  A  ’ ?

(U n iv .  d e  C a s tilla  -  L a  M a n c h a , 1 9 9 I I

C o m o  A  es u n a  m a t r i z  c u a d ra d a  h a l la r e m o s  s u  d e t e r m in a n t e .  R e s t a n d o  d e  c a d a  fila  la  a n t e r io r :

=  t f 1 — t )  ( 3 - 2 t i ;  ! A  I =  0  = >  t i l  — t ) ( 3 — 2 1) =  0  =ó

t t 0 t t 0

I A I  = t 1 t = 0 1 - t  t

t 3 - t 0 0  3 - 2 t

t  =  0

1 _  t =  0 ;  t =  1

3  —  2 t  =  0  ; t =  |

si t  { 0 .  1 , |  l A  I *  0 r ( A l  =  3

si t  =  0  :

" • - i

1 1 0
1 0

si t =  1 : A  = 1 1 1 .  c o m o  I A l  =  0  y

1 1 2 1 1

A  =

A  =

0  0  

1 0

1____ 3]

c o m o  I A l  =  0  y

'  I

, c o m o  l A  1 =  0

=  1 » ° ,  i r ( A ) j =  2

=  3  *  0 .  r r  ( A )  =  2

= 4 °' ! r ( A ) = 2

S ó l o  p a r a  t €  R  —  { 0 ,  1 , ^  }  existe A  1 , q u e  son los valores d e  t  q u e  h a c e n  I A l  *  0 .
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( U n iv . d e  S a n tia g o )

La s e g u n d a  f i la  es p r o p o r c io n a l  a la p r im e r a ,  de d o n d e  el ra n g o  d e  A  es igual al ra n g o  d e  la m a tr iz  

qu e  resulta  d e  s u p r im i r  la s e g u n d a  fila:

1 1 1
ran go  A  =  ran go

-  si t =  3 , la s e g u n d a  fi la , d e  esta ú l t i m a  m a t r i z ,  es p r o p o r c io n a l  a  la  p r im e r a ,  t o d o s  los m e n o r e s  d e  o r 

d e n  2  serán n u lo s ,  y  el ra n g o  será 1 .

-  si t /  3 , el m e n o r
1 1 

3  t
=  t -  3  *  0  , el ra n g o  será 2 .

E l  ran go  d e  A  es 2  para t o d o  v a lo r  d e  t  d i s t i n t o  de 3.

C a lc u l a r ,  según los va lo r e s  d e  t ,  el ra n g o  de la  m a t r iz

1 2 3 t i
A  = 2 4 6

8
. 3  6 9 « 1

( U n i v .  d e  S a la m a n c a )

El ra n g o  de u n a  m a t r iz  n o  c a m b ia  si a los e le m e n t o s  de u n a  l inea se le s u m a n  los e le m e n t o s  corres

p o n d ie n te s  de o tr a  linea paralela m u lt ip l ic a d o s  p o r  u n  n ú m e r o .

S u m a n d o  a la s e g u n d a  fila  la p r im e r a  m u lt ip l ic a d a  p o r  — 2 ,  y  a la tercera fila  la s e g u n d a  m u l t i p l i c a 

da por 3  . 
2

"1 2 3  t
" i 2 3  t

ra n g o  A  =  ran go 0 0 0  8 - 2 t =  ra n g o

0 0 0  0 . 0 0 0  8 — 2 t

O r l a n d o  e l  m e n o r  ! 1 1 c o n  la ú l t i m a  c o l u m n a  y  la s e g u n d a  f i l a : 

1 t

0  8 - 2 t

=  8  -  2 t .  q u e  es n u l o  si t  =  4  y  n o  n u l o  si t *  4 ,  d e  d o n d e  :

para t =  4 ,  el r a n g o  de A  es 1 , y  para t *  4 .  el r a n g o  d e  A  es 2.I

(U n iv . d e  Castilla  la M a n ch a ,  19 9 1 )
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L a  s e g u n d a  fila  es igual a la tercera m u lt i p l i c a d a  p o r  — 2. p o r  lo  t a n t o ,  al e l i m in a r  la s e g u n d a  fila  

n o s  q u e d a  u n a  m a t r iz  q u e  t iene el m i s m o  ra n g o  q u e  A :

ra n g o  A  =  ra n g o U 0  t

3  - 4

o r la n d o  el m e n o r  11 I =  1 * 0 ,  c o n  la  p r im e r a  fila  y  las c o l u m n a s  p r im e r a ,  s e g u n d a  y  tercera resultan 

los s iguiente s  m e n o re s :

t  0 0  0 t 0
,___ =  3 t  ; - -  = 0  ; r  ~ =  t

1 - 2  : i 3  : 11 - 4  |1

—  si t  =  0 .  e sto s  tre s  m e n o r e s  s o n  n u lo s ,  y  p o r  ta n to r < A )  =  1

—  si t  *  0 .  h a y  m e n o r e s  d e  s e g u n d o  o r d e n  n o  n u lo s ,  luego r  ( A )  =  2

( U n iv .  d e  P a m p lo n a )

El ra n g o  de M  es igual al ra n g o  de la  m a t r i z  q u e  resulta  de s u m a r  a  los e le m e n t o s  de u n a  l inea (f i la  

o  c o l u m n a )  los d e  o tr a  paralela m u lt ip l ic a d o s  p o r  u n  n ú m e r o  cu a lq u ie ra .

S u m a n d o  a las c o l u m n a s  p r im e r a  y  s e g u n d a  la  tercera m u lt ip l ic a d a  p o r  — 1:

ra n g o  M  =  ra n g o

x —  z  y  —  z  z

0  x — y  y  —  z 

0  0  1

x - z  y - z  z 

0  x — y  y - z

0  0  1

=  I x - z )  ( x - y )

—  si  x *  z  y  x * y :  [ ra n g o  d e  M  =  3

—  si x * z  y  x  =  y  :
x - z  z

0  1
=  x - z  *  0  . ra n g o  M  =  2

si x  =  z y  * f v :

—  si x  =  y  =  z M

x - y  y - z

0  1

X X X  

0  0  0

1 1 1

=  x - y  *  0  . ra n g o  M  =  2

ra n g o  M  -  1
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-  k 4 5 6 1 4 5 6

M  1 = -  k 1 2 3 =  - k 1 1 2 3

-  k - k 0 - 1 1 - k 0 - 1

-  k - k - k - 1 1 - k - k - 1

' « l a n d o  de cada fila la a n te r io r ,  el d e term ina nte  n o  varía:

M 1 =  - k

1

0

4

- 3

5

- 3

6

- 3
=  - k

- 3  - 3  

— k — 1 - 2

1 cu

=  <- k H - k }  ( - 1  )3 ’ 2
- 3  - 3

o 
c - k  - 1  

0

- 2

- k

- 4

0
0  - k - 0 — k — 1 - 4

=  -  k 2 ( 9 - 3 k )  ; M  í = 0 —  k 2 19 -  3 k ) =  0 = >
k =  0

9 - 3 k  =  0 ,  k : cu
m atriz  n o  tiene inversa si k =  0  ó  k =  3.

Si k £  ( 0 .  3  , el d e term inun te  de M  n o  es n u l o ,  el ran go  de M  es 4. 

Si k =  0 :

0 4 5 6' 4 5 6 4  5
M = 0 1 2 3 , el m e n o r 1 2 3 =  1- 1 1

0 0 0 - 1 0 0 - 1
1 2

0 0 0 - 1

=  - 3 * 0 .

ran go  de M  es 3 . 

Si k =  3 :

M =

flia y  la segunda c o lu m n a :

1 2  3

- 3  ¡ ‘ Ó “  — 1

-  3 4 5 6

-  3 1 2 3
, o r la n d o  el menor

0  - 1

-  3 - 3 0 - 1 - 3  - 1

-  3 -  3 - 3 - 1

*  0  . c o n  la segun-

- 3  ; - 3  - i

=  6  +  2 7  -  3 - 6  =  2 4  *  0  = >  el ran go  d e  M  es 3 .
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4.9 D a r e je m p lo  d e  u n a  m a t r iz  d e  o r d e n  d o s  q u e  te n g a  ra n g o  dos.
I I  ww 99 00 .  I 90 99 00

uno.
99 99 90 99 00 99 00 99 00 09

cero.
§0 99 09 90 99 0 9 "  tres dos.
00 90 99 99 00 09 09 99 99 99 09

u n o .
00 99 99 09 09 09 90 99 •9 99 09

cero.

(U n iv .  d e  M a d r id )

R e c o rd e m o s  q u e  el ra n g o  de u n a  m a tr iz  es el m a y o r  orden de los m e n o re s  d istintos d e  ce ro  q u e  se 

p u e d e n  hallar en la m a tr iz .

E je m p lo s  de m atrices de o r d e n  dos q u e  t ienen ra n g o  d o s :

1 0 j  [ 3  4 I  21 1 - 5

0  l| [ O  5^ 3  4 ]  | 7

E je m p lo s  d e  matrices d e  o r d e n  d o s  q u e  t ie n e n  ran go  u n o :

, , 2 3  

0 oj |4 6
E je m p l o  d e  m a t r iz  d e  o r d e n  d o s  q u e  tiene ra n g o  cero:

Í O  0"

l o  0 .

E je m p lo s  de m atrices de o r d e n  tres q u e  t ie n e n  ran go  d o s :

E je m p lo s  de m atrices de o r d e n  tres qu e  t ie n e n  ra n g o  u n o  :

3 

6 

9

1 0  0 ' "1 2  3 1 2

0  0  0 0  0  0 2 4

0  0  0 0  0  0 3 6

E je m p lo  de m a t r i z  d e  o r d e n  tres q u e  t iene  ran go  cero

0 0 o"

0 0 0

0 0 0

2  3

- 6  - 9

- 2  - 4  - 6

1 2 3

- 2  - 4  - 6

- 3  - 6  - 9

4.10 C a lc u la r  el ran go  de la  m a tr iz :

A  =

(U n iv . de  L a  La gu n a  -  Tenerife)
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El r a n g o  d e  A  es el m i s m o  q u e  el r a n g o  d e  la  m a t r i z  q u e  re s u lta  d e  c a m b i a r  e n tr e  sf las d o s  p r i m e 

ras c o l u m n a s :

(1 )

-  ( 2 )  

( 3 ' )  =  ( 3 )  +  2 ( l

>  r a n g o  A  -  r a n g o  =  2

- 1 2  0  7 ( 1 )

r a n g o  A  =  r a n g o 0 1 1 3 ( 2 )

2 3  7  7 ( 3 )

( 1 ) - 1  2  C 7

( 2 ) 0  1 1 3

( 3 ” ) =  1 3 ' ) - 7 ( 2 ) 0  0  Ci 0

- 1 2 0 7

0 1 l 3

0 7 7 21.

- 1 2 0 7

0 1 1 3

4 . 1 1  H a c i e n d o  u s o  d e l m é t o d o  d e  G a u s s .  d i s c u t i r  el r a n g o  d e  la  m a t r i z  B  s e g ú n  lo s  va lo r e s  d e l pa

r á m e t r o  a.

1 1 - 1  2 ]

B  =
a l l í

1 - 1  3  - 3

4 | 2 | o  a |

( U n i v .  d e  A !  i  c a n  le )

E l  r a n g o  de u n a  m a t r i z  n o  v a r ia  si se c a m b i a  el o r d e n  d e  s u s  c o l u m n a s :

ra n g o  B  =  ra n g o

- 1  1 1 2 ( 1 ) ( 1 ) - 1 1 1 2

1 1 a 1 (2 ) ( 2 ' )  =  ( 2 )  +  ( 1 ) 0 2 a + 1  3

3  - 1 1 - 3 ( 3 ) ( 3 ' ) =  ( 3 )  +  3<1> 0 2 4  3

0  2 4  a ( 4 ) 14) 0 2 4  a

( 1 )

( 2 ‘ )

|3” )  =  ( 3 ' )  -  ( 2  ) 

( 4 ' )  =  ( 4 ) -  13’ )

- 1

0

0

0

1 1 

2  a + 1 

0  3 - a

2 

3 

0

0  a— 3

Si a  3 . t o d o s  lo s  e le m e n t o s  d e  la d ia g o n a l  p r i n c i p a l ,  d e  esta ú l t i m a  m a t r i z  q u e  es t r ia n g u la r .  s<. 

' a n  d i s t i n t o  d e  0 .  su d e t e r m i n a n t e  n o  e s  n u l o ,  y  su r a n g o  será 4

S i  a =  3 :

r a n g o  d e  B =  ra n g o

- 1 1 i 2

0 2 4 3

0 0 0 0

0 0 0 0

=  r a n g o
- 1

0
=  2

2 1 3 6

- 1 0 4 2

3 1 - 1 4

4 2 6 12

4 1 - 5 2

(U n iv . d e  S a la m a n ca )
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In t e r c a m b ia n d o  e n tr e  sí las d o s  p r im e r a s  c o l u m n a s  el ra n g o  n o  varía:

1 2 3 6 (1 ) (1 ) i 2 3 6

0 - 1 4 2 ( 2 ) (2 ) 0 - 1 4 2

ra n g o  M  =  ran go 1 3 - 1 4 ( 3 ) —  ( 3 ' )  = ( 3 )  —  ( 1 ) 0 l - 4 - 2

2 4 6 12 ( 4 ) ( 4 ' )  =  ( 4 )  — 2 ( 1 ) 0 0 0 0

. 1 4 - 5 2 (51 ( 5 ' ) =  ( 5 ) —  ( 1 ) _0 2 - 8 - 4

( 1) 1 2 3 6 ‘

( 2 ) 0 - 1 4 2 [ l 2 3 6
( 3 " ) =  ( 3 ' )  +  (2 ) 0 0 0 0 = >  ra n g o  M  =  ran go =

( 4 ’ ) 0 0 3 0 L o - 1 4 2

1 5 " )  =  ( 5 ' ) +  2 ( 2 > 0 0 0 0

1 3  H a l la r  el ran go  d e  los siguientes sistemas de vectores:

a) ( 1 , 2 , 3 ) .  ( 2 . 3 .  1 ) .  ( 3 . 4 . 5 ) .  ( 2 . 4 . 6 )

b )  ( 1 . 2 ) .  ( 2 , 3 1 ,  ( 0 . 1 )

(U n iv .  d e  M a d r id )

a)  E l  ra n g o  del sistema de ve cto re s  es igual al ra n g o  de la m a t r iz

M  =

( 1 )  1 2 3

( 2 ' )  0  - 1  - 5

( 3 " )  =  ( 3 ' ) - 2 ( 2 ' )  0  0  6

( 4 " ) =  |4‘ )  +  ( 2 ' )  0  0  0

'1 2 31 (1 ) (1 ) 1 2 3

2 3 1 ( 2 ) ( 2 ) =  (2 ) - 2 ( 1 ) 0 - 1 - 5

3 4 5 ( 3 ) 13') =  (3 ) - 3 ( 1 ) 0 - 2 - 4

2 4 6 (4) 14' ) =  141 -  (2) 0 • 5

ra n g o  M  =  3 ran go  p e d id o  =  3  J

b)

1 2 1 2 

2  3
N  = 2  3 é =  3 - 4  =  —  1 í -  0  = > ran go  p e d id o  =  2

. 0  1

S14 In d ic a r  p a r a  q u é  valores d e  t  los ve cto re s  u  =  ( 1 , 1 , 1 ) ,  v  =  ( 2 . 2 ,  t )  y  w =  ( t .  0 . 0 )  n o  fo r -  

u n a  base d e  R 3 .

(U n iv .  d e  S a n tia g o )

L o s  ve cto re s  d a d o s  n o  f o r m a r á n  u n a  base si son l in e a lm e n te  d e p e n d ie n te s ,  e sto  im p l ic a  q u e

1 1 1 1 1 1

rango 2  2 t <  2  = > 2 2 t =  0  = >  t ( t — 2 )  =  0  = > t =  0 .  t =  2

. i  o 0 t 0 0
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4 . 1 5  H a l la r  p a r a  q u é  valores d e  a  los v e c to r e s  u  =  ( a , 1 . - 2 ) ,  v  =  ( 1 , 8 , 2 )  y  w  =  ( 2 a , 1 . 0 )  son

(U n iv .  d e  M a d r id )

Lo s ve cto re s  d a d o s  serán l in e a lm e n te  in d e p e n d ie n te s  si

a 1 - 2 a 1 - 2

ran go 1 a 2 =  3  O 1 a 2

2a 1 ° . 2a 1 0

*  0  O  4 a  +  2 a  -  2  *  0

4 a  +  2 a — 2  =  0 = >  x  = - 2 t \ / 4  +  3 2  _  - 2  • 6  - 1

8  8  “  1
2

4 a 2 - f  2 a — 2  =

=  4  (a +  1 ) ( a  —  4 si a £  ( - 1 .  —  }  los ve cto re s  d a d o s  será I .  i,

4 . 1 6  D e te rm in a r los va lo re s  d e  a  y  b  p a ra  q u e  e l v e c to r  (1 ,  4 ,  a .  b )  esté  en e l su b e s p scio  e n g e n 

d ra d o  p o r  lo s  v e cto re s  ( 1 , 2 , - 1 . 2 )  y  (0 .  1 . 2 ,  1) .

(U n iv .  d e  Z a ra g o z a )

Si el v e c to r  ( 1 , 4 ,  a.  b )  pe rte n e ce  al su b e s p a cio  e n g e n d ra d o  p o r  los ve cto re s  ( 1 , 2 , - 1 , 2 )  y  

f'O. 1 . 2 .  1) ,  es q u e  es c o m b i n a c ió n  lineal d e  ellos, d e  d o n d e  se verificará:

<  2

1 4 a b

rango 1 2 - 1 2

0 1 2 1

=  1 *  0 el ra n g o  es 2

O r l a n d o  este m e n o r  c o n  la tercera y  c u a r ta  c o l u m n a  o b t e n e m o s  d o s  m e n o r e s  d e  o r d e n  3  q u e  deb en 

ser n u lo s  (d e  lo  c o n t r a r io  el ran go  d e  la m a t r iz  seria 3 , c o n t r a  la h ip ó te sis ) :

1 4 a

1 2; - 1 =  0 = > 4  +  a +  1 - 8  =  0  ; a - 3  =  0 ; a  =  3

D 1: 2

1 4 b

1 2 : 2 =  0 = > 2  +  b  —  2 - 4  =  0 . b  —  4  = 0 ; b  =  4

0 1 : 1

. 1 7  D a d o s  los v e cto re s  A  =  (a ,  8 .  4 ) ,  B  =  ( - 1 . 2 . 0 )  y  C  =  0 , 1 , 2 ) .  h a lla r a p a ra  q u e  e ( ve c to r  

se p u e d a  e x p re sa r c o m o  c o m b in a c ió n  lin e a l d e  B  y  C .

(U n iv . d e  A lic a n te )
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E l  v e c i o r  A  será c o m b i n a c i ó n  lineal d e  los v e c to r e s  B y  C  si es 2  el ra n g o  d e  la  m a t r i z :

a 8  4 A  A '  =  A  — 2 C

o«ons
___ A "  =  A ' —  3  B a +  3  0  0'

M  = - 1 2  0 B  —  B - 1 2  0 —  3 - 1 2  0

0  1 2 c  c . 0 1  2 c 0  1 2

si a =  -  3 , el r a n g o  d e  M  es 2 .  v e rif icándo se:

A "  =  0  ; A ' —  3  B  =  0  ; A - 2 C - 3 B  =  0  = >  A  =  2 C  +  3 B

4 .1 8  Sea V  el espacio  v e c to r ia l  s o b r e  el c u e r p o  Q  'de los n ú m e r o s  ra c io n a le s  d e  los p o l in o m i o s  

g ra d o  m e n o r  q u e  3 ,  d e  u n a  va ria b le  x .  C o m p r o b a r  si el v e c to r

v  =  4 — 7 x  — x 2 

es c o m b i n a c ió n  l ineal de los vectores

a =  2  —  x  +  x 2 ;  b  =  1  -  x 2 ;  c  =  ^ x  +  ^ - x 2

(U n iv .  d e  L a  L a g u n a i

E n  el espacio  v e c to r ia l  so b re  el c u e r p o  Q  de los p o l in o m i o s  de g ra d o  m e n o r  q u e  3 . d e  u n a  variable, 

c o n s id e re m o s  la base B  =  { 1 ,  x .  x 2 } .  R e s p e c to  de esta base, los v e c to r e s  d a d o s  se e x p re s a n  d e  la  si

g u ie n te  f o r m a :

v  =  < 4 . - 7 , - 1 ) ;  a =  ( 2 . - 1 ,  1 ) .  b  =  ( 1 . 0 .  - 1 ) ;  c  =  ( 0 . 1 .  J  )

E s tu d ie m o s  si los ve cto re s  a . b  y  c  s o n  l . i .  ó  l . d .  h a l la n d o  el ra n g o  d e  la m a tr iz

-1  1 

0  - 1

1  1

2  4

M i  =  ̂  +  1 +  ^  *  0  = >  ra n g o  d e  M  =  3  = >  los ve cto re s  a . b  y  c  I. i .

C o m o  es 3  la d i m e n s i ó n  del espacio  v e c to r ia l  so b re  Q  d e  los p o l in o m i o s  d e  g r a d o  m e n o r  q u e  3 . de

una va ria b le ,  t o d o  c o n ju n t o  d e  m ás d e  3  ve cto re s  será u n  c o n ju n t o  d e  ve cto re s  I. d . , d e  d o n d e  el vector 

v  es c o m b i n a c ió n  lineal d e  a. b  y  c.
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T E O R E M A  D E  R O U C H E - F R O B E N I U S

T E O R E M A  D E  R O U C H E - F R O B E N I U S .

D a d o  el s is te m a  d e  m  e c u a c io n e s  l in e a le s  c o n  n  in c ó g n i t a s

a n  x ,  +  a l 2  * 2 + a io X n “  b .

a 21 X 1 +  3 22 X 2 +  • * , +  a 2n X n =  b 2

X ,  +  a _ „  x ,  f  • - - +  a _ _  x _  =  b .

1)

¡a A  la  m a t r i z  d e  lo s  c o e f i c i e n t e s  y  B la m a t r i z  a m p l i a d a  c o n  lo s  t é r m i n o s  i n d e p e n d i e n t e s :

a i ,  3 12 '  '  '  a i n  " 3 11 3 1 2 * * * a irv b 1

A  = a21 a 22 • • ’ a 2n ;  b  =
a 2 , a 22 . . . a 2n b 2

am 1 a m 2 ’ a m n 3 m 1 3 m 2 '  • , a m o  b m

L a  c o n d i c i ó n  n e c e s a ria  y  s u f ic ie n t e  p a r a  q u e  el s is te m a  t e n g a  s o l u c i ó n  e s  q u e  el r a n g o  d e  la  m a 

íz  d e  lo s  c o e f i c i e n t e s  y  el r a n g o  d e  la m a t r i z  a m p l i a d a  se a n  iguales.

Si el r a n g o  d e  a m b a s  m a t r ic e s  es ig u a l  al n ú m e r o  d e  i n c ó g n i t a s ,  la  s o l u c i ó n  es ú n i c a .  S i  e l  r a n g o  es 

e n o r  q u e  el n ú m e r o  d e  i n c ó g n i t a s ,  h a y  i n f i n i t a s  s o l u c io n e s .

f f A )  =  r ( B )  = >  s is te m a  c o m p a t i b l e

( t i e n e  s o l u c i ó n )

r ( A )  =  r ( B )  =  n ?  d e  i n c ó g n i t a s  = >  s is t e m a  c o m p a t i b l e  d e t e r 

m i n a d o  ( s o l u c i ó n  ú n i c a )

r ( A )  =  r ( B )  <  n ?  d e  i n c ó g n i t a s  = >  s is te m a  c o m p a t i b l e  i n d e -

t e r m i n a n d o  ( i n f i n i t a s  s o 

lu c io n e s )

r ( A )  *  r ( B )  = >  s is te m a  i n c o m p a t i b l e  ( n o  t i e n e  s o l u c i ó n )

Estudiar, según los valores del parámetro a, el sistema

x  +  y  =  1 

2 x  -  y  =  0

- x  - f  ay =  1
(Univ. de León)
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E s c r ib a m o s  la m a t r i z  d e  lo s  c o e f ic ie n t e s  y  la  m a t r i z  a m p l ia d a :

i r 1 1 1

A  = 2  - 1 B  = 2 - 1  0

- 1  a _

•—
J

C o m o  la  m a t r i z  B es c u a d r a d a ,  h a l la m o s  su d e t e r m i n a n t e :

1 I 1

2 - 1  0  -  - 1 + 2 a - 1 — 2  =  2 a - 4  ;  I b  U  0  = >  2 a - 4  = 0  ;  a =  2  = >  si a  # 2 .  I B  1 * 0 .

- 1  a 1

el r a n g o  d e  B  es 3 .  y  si a =  2 .  r a n g o  d e  B =  2 .  p u e s to  q u e  el ú n i c o  m e n o r  d e l  tercer  o r d e n  es n u l o  y  ex iste  al m e n o s

1 1 

2  - 1
u n  m e n o r  d e  s e g u n d o  o r d e n  d i s t i n t o  d e  c e r o : -  1 -  2  *  0.

I  1
C o m o  e n  A  t e n e m o s  el m e n o r  I ^ j *  0 ,  y  n o  p o d e m o s  f o r m a r  m e n o r e s  d e  tercer  o r d e n ,  el r a n g o  d e  A  es

2  c u a l q u ie r a  q u e  sea el v a l o r  d e  a.

D e  l o  a n t e r io r  se d e d u c e :

r a n g o  d e  A  «a 2 

r a n g o  d e  B  ■  3  

r a n g o  d e  A  =  2

a * 2 S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  <no t ie ne s o lu c i ó n )

S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  l u n a  sola s o lu c ió n )

r a n g o  d e  B  =  2

E s t u d ia r ,  s egú n lo s v a lo re s  del p a r á m e t r o  a. el siste ma:

x  +  2 y  +  3 z  =  3

4 x  +  a y  +  z  =  4

- 6 x  -  6 y  +  4 z  a  - 2

E s c r ib a m o s  la  m a t r i z  d e  lo s c o e f ic ie n te s  y  la m a t r i z  a m p l ia d a :

(U n i v .  d e  C a n ta b ria )

1 2 3 1 2 3 3

A  = 4 a 1 ; 8  = 4 a i 4

- 6 - 6 4 - 6 - 6 4 — 2 ,

C o m o  la  m a t r i z  A  os c u a d r a d a ,  h a l la re m o s  s u  d e t e r m i n a n t e :

I A I

1 2  3

4  a 1

- 6  - 6  4

110
2 2 a  -  1 1 0  =  0 .  a a  —  =  5  .■  4 a - 1 2 - 7 2 + 1 8 a  +  6  -  3 2  =  2 2 a - 1 1 0  ;  U U O

a *  5 ,  el r a n g o  d e  A  es 3 .  y  si a  a  5  el r a n g o  d e  A  e s  2 .  y a  q u e  el m e n o r  , ¡ es d i s t i n t o  d e  0 .

Si  a ■A 5 .  el r a n g o  d e  B  es 3 .  y a  q u e  el m e n o r  f o r m a d o  p o r  las tres p r i m e r a s  c o l u m n a s  y  la s  tres filas es ig ual a 

A l  *  0.

Si a  =  5 :
'  1 2  3  3 ' 1 2

B  - 4  5  1 4 •
A  R

- 6  - 6  4  - 2
A D

=  5 - 8 * 0 ,

f i a n d o  este m e n o r  c o n  la  terce ra  fila y  la  terce ra  c o l u m n a  o b t e n d r e m o s  el d e t e r m i n a n t e  d e  A ,  q u e  es n u l o ,  lu e g o  sólo 

¡m e m o s  q u e  e s t u d ia r  el m e n o r  q u e  result a  d e  o r l a r  este m e n o r  c o n  la  terce ra  fila y  la  c o l u m n a  d e  lo s t é r m i n o s  i n d e p e n -  

lientes:
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1 2  ¡ 3

- 6  - 6  -2
-  10 -  4 8  -  7 2  +  9 0  +  2 4  +  16 =  0  = >  eí r a n g o  d e  8  e s  2 .

D e  l o  a n t e r i o r  se d e d u c e :  

a *  5

a =  5

r a n g o  d e  A  =  3  

r a n g o  d e  B  => 3  

r a n g o  d e  A  =  2 

r a n g o  d e  B  -  ?

S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  ( s o l u c i ó n  ú n i c a )  

S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  ( i n f i n i t a s  s o lu c io n e s )

R E S O L U C I O N  D E  S I S T E M A S  D E  E C U A C I O N E S  L I N E A L E S .

E s t u d i a d o  u n  s is te m a  d e  e c u a c io n e s  l in e a le s  p o r  m e d i o  d e  la r e g la  d e  R o u c h é —  F r o b e n i u s .  si r e s u l 

t a  c o m p a t i b l e  p o d e m o s  h a l l a r  s u  s o l u c i ó n .  A d e m á s  d e  lo s  m é t o d o s  e x p u e s t o s  e n  c a p í t u l o s  a n t e r io r e s ,  

p o d e m o s  a p l i c a r  lo s  d e t e r m i n a n t e s  p a r a  re s o lv e r  u n  s is te m a  d e  e c u a c io n e s  l ineales.

S i  e l  s is te m a  ( 1 )  t i e n e  ig u a l  n ú m e r o  d e  e c u a c io n e s  q u e  d e  i n c ó g n i t a s ,  la m a t r i z  A  d e  lo s  c o e f i c i e n 

tes será c u a d r a d a ,  y  el s iste m a  será c o m p a t i b l e  d e t e r m i n a d o  c u a n d o  d e t  ( A )  *  0 .  S e  d i c e ,  e n  este 

ca so , q u e  es u n  s is te m a  d e  C r a m e r :

E l  v a lo r  d e  c a d a  i n c ó g n i t a  v i e n e  d a d o  p o r  u n a  f r a c c i ó n  c u y o  d e n o m i n a d o r  es e l  d e t e r m i n a n t e  d e  

ta m a t r i z  d e  lo s  c o e f i c i e n t e s  y  c u y o  n u m e r a d o r  e s  el d e t e r m i n a n t e  d e  la  m a t r i z  q u e  re s u lta  d e  s u s t i tu i r  

e n  la  m a t r i z  d e  lo s  c o e f i c i e n t e s  la c o l u m n a  d e  lo s  c o e f i c i e n t e s  d e  la  i n c ó g n i t a  p o r  lo s  t é r m i n o s  i n d e p e n  

d ie n t e s .

E l  s is te m a

u n  s is te m a  d e  C r a m e r ,  y a  q u e

2  3 - 1

1 - 5  2

3  2 - 3

2 *  +  3  V —  Z  a  6

x  -  5 y  +  2 z  =  - 4

3 x  +  2  y  -  3 *  »  - 6

a  3 0 +  1 8  -  2 - 1 5  -  8  +  9  =  3 2  * 0

. s u  s o l u c i ó n  es:

9 0 -  3 6  +  8 +  3 0  - 2 4  — 3 6  32

3 2  32

v  =

2 6 - 1

l - 4 2

3 - 6 - 3

2 3 - 1

1 - 5 2

3 2 - 3

2 4  f  3 6  +  6  —  1 2  +  2 4  +  18  9 6
--------------------    a    a  3

3 2  3 2
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2  3  6

1 - 5  - 4

3  2 - 6 6 0  -  3 6 +  12  +  9 0  + 1 8  +  16

2  3 - 1 32

1 - 5  2

3  2  - 3

160

32
= 5

E n  el caso g e n e ra l  d e  m  e c u a c io n e s  c o n  n  in c ó g n ita s ,  si r ( A )  =  r ( B ) =  h  , p o d e m o s  s u p o n e r  q u e  

u n  m e n o r  p r in c ip a l  está c o n s t i t u i d o  p o r  las h  p r i m e r a s  filas y  las h  p r im e r a s  c o l u m n a s ,  y a  q u e  u n  c a m 

b i o  e n  el o r d e n  d e  las e c u a c io n e s  d e  ( 1 )  y  e n  el o r d e n  d e  sus in c ó g n i t a s  n o  m o d i f ic a  la  n a tu r a le z a  del 

sistema n i  s u s  so lu c io n e s :

Si el m e n o r

a 11 a 12 • ' 1 a ih

a21 a 22 • • ' a2h
*  0

ah , ah2 ‘ '  ' anh

es u n  m e n o r  p r i n c i p a l ,  las h  p r i m e r a s  e c u a c io n e s ,  c u y o s  c o e f ic ie n t e s  se c o r r e s p o n d e n  c o n  las filas d e l 

m e n o r ,  se l la m a n  e c u a c io n e s  p r in c ip a le s  y  las in c ó g n ita s  x , , x 2  x , , , c u y o s  c o e fic ie n te s  se c o r r e s 

p o n d e n  c o n  las c o l u m n a s  d e l  m e n o r ,  se l l a m a n  in c ó g n i t a s  p r in c ip a le s .  E l  s iste m a  ( 1 »  es e q u iv a le n t e  al 

s istem a:

a , ,  x ,  +

a21 X . +  a2 2 X7 + “ -

3 1h X h =  b 1 ~  a i n • 1 X n  • 1 - •  

a 2 h  X h  =  b 2  " a 2 h . l  x h - 1 "  a 2n X .

ah ,  X l +  a, 2 X2 +  ahh X h  b r> a r . h - l  X n-1

R e s p e c to  d e  las in c ó g n ita s  x , . x 2  x h . este s iste m a  es u n  siste m a  de C r a m e r .  Estas i n c ó g 

nitas se o b t i e n e n  en f u n c i ó n  d e  las n  -  h  re s ta n te s , q u e  p u e d e n  t o m a r  va lo r e s  a r b i t r a r io s .  A  cada 

c o n j u n t o  d e  v a lo r e s  q u e  a t r i b u y a m o s  a xh > 1  x n . c o r r e s p o n d e  u n a  s o l u c ió n  d e l sistema ( 1 ) .

S i h e m o s  d e  r e s o lv e r  el s iste ma 2  x  +  3  y  —  z  +  I  -  5 

x +  2 y  +  z  -  2 t  a  8 

x  +  v  -  2 z  +  3 t  = - 3

t e n d r e m o s  q u e  e s t u d i a r  p r e v i a m e n t e  si es c o m p a t i b l e .

*2 3 - 1 r 2 3 - 1 i 5'

A  a 1 2 1 - 2 ;  B  = 1 2 1 - 2 8

1 i - 2 3 .1 1 - 2 3 - 3

O r l a n d o  el m e n o r
2  3

1 2
4  -  3  =  1 *  0  c o n  la  terce ra  f i la  y  la s  c o l u m n a s  te r c e r a  y  c u a r t a :

2 3 ; - i 2 3 1

1 2 , i = - 8 + 3 - 1 + 2 - 2 + 6 = 0  ; 1 . 2 J
- 2

1 ■ - 2 1 i 3

=  1 2 - 6 - * -  1 - 2  +  4 - 9  =  0

c o m o  e s to s  d o s  m e n o r e s  s o n  n u lo s ,  el r a n g o  d e  A  es 2 .

P a ra  h a l la r  el r a n g o  d e  B ba sta  o r l a r  el m e n o r  q u e  n o s  h a  d a d o  el r a n g o  d e  A  c o n  la  ú l t i m a  c o l u m n a  d e  B
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2 3 ¡ 5

1
I

2 ; 8

1 1 - 3

-  1 2  +  2 4  +  5  -  1 0 -  1 6  + 9  =  0

c o m o  e s t e  m e n o r  e s  n u l o ,  e l  f a n g o  d e  B  e s  2 :

r | A |  j - I B )  j 2 <  n ú m e r o  d e  i n c ó g n i t a s  = >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  ( i n f i n i t a s  s o l u 

c i o n e s )

12  31

I 1 21

p r i m e r a s  e c u a c i o n e s  y  *^s i n c ó g n i t a s  x .  y .  E l  s is te m a  d a d o  es e q u i v a l e n t e  a l  s is te m a :

L o s  e l e m e n t o s  d e l  m e n o r 0 .  q u e  n o s  h a  d a d o  el r a n g o  d e  A  y  d e  B  s e  c o r r e s p o n d e n  c o n  las d o s

2 x  +  3 y  =  5  +  z  -  t 

x +  2 y  -» 8  -  z + 2 t

q u e  r e s p e c t o  d e  la s  i n c ó g n i t o s  x ,  y  es u n  s i s t e m a  d e  C r a m e r ,  d e  d o n d e :

' 5  +  z - t  3

8  —  z  +  2 t 2 ! 0  +  2 z - 2 t  -  2 4 + 3 z - 6 t

3 1
- 1 4 +  5 z - f c i

V  -

2  5  +  z — t  I

1 8  —  z  -*• 2 1 1

2  3  |

1 2  :

=  16 — 2 z  +  4t  —  5— / +  t =  1 1 - 3 z  +  5 t

y  h a c i e n d o  z  =  X v  t  =  f j ,  se o b t i e n e  la  s o l u c i ó n  g e n e r a l :

x  3 —  14 +  5 X -  8  p 

y  =  11 -  3  X +  5 p

z  »  X 

t =  n

A  c a d a  p a r  d e  v a l o r e s  d e  X  y  p  c o r r e s p o n d e  u n a  s o l u c i ó n  p a r t i c u l a r  ( p o r  e j e m p l o ,  si X  =  0 .  ¡ ¡  =  0 .  se o b t i e n e  

U  s o l u c i ó n  x  =  -  1 4 .  y  =  1 1 .  z  =  0 .  t  =  0 ) .

Si  r ( A )  =  r ( B )  =  n ,  n ú m e r o  d e  i n c ó g n i t a s ,  e l  s is te m a  se rá  c o m p a t i b l e  d e t e r m i n a d o .  L a s  in c ó g n i t a s  

p r i n c ip a l e s  s e rá n  las n  i n c ó g n i t a s  d e l  s is t e m a ,  v  a l  d e j a r  el s is te m a  c o n  las n  e c u a c io n e s  p r in c ip a l e s ,  te n  

d r e m o s  u n  s is te m a  d e  C r a m e r .

S I S T E M A S  H O M O G E N E O S .

S e  l l a m a  a s i 'a  los s is te m a s  d e  e c u a c io n e s  l in e a le s  e n  lo s  q u e  s o n  n u l o s  los t é r m i n o s  i n d e p e n d i e n t e s  

de c a d a  u n a  d e  las e c u a c i o n e s .  E l  s is te m a :

■12 + +  a m  =  0

a21 X 1 +  a 22 X 2 +  •• +  a 2n X n =  0

1 X 1 T  a m 2  X 2 +  x .  =  0  m n n

(2 )

u n  s is t e m a  l ineal h o m o g é n e o  d e  m  e c u a c io n e s  c o n  n  i n c ó g n i t a s .

Es te  s is t e m a  s i e m p r e  a d m i t e  la  s o l u c i ó n  x ,  =  x 2 =  • • • =  x n =  0 .  l la m a d a  s o l u c i ó n  tr iv ia l .
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9 6  T E O R E M A  D E  R O U C H E - F R O B E N I U S

S i  el sistema a d m it e  la s o lu c ió n  x , =  a ,  . x ? =   x n =  a n . d is t in ta  de la tr iv ia l,  ta m b ié n  ad

m ite  la s o lu c ió n  x ,  =  X a ] (  x ? =  X o 2 ,  . . . . .  x n =  X a n ,  c u a lq u ie r a  q u e  sea e l n ú m e r o  real X. E l  siste

m a  tiene infin itas soluciones.

E l  t e o r e m a  d e  R o u c h é - F r o b e n i u s  a p l ic a d o  a u n  sistema lineal h o m o g é n e o  d i c e :  Si  el ra n g o  d e  la 

m a t r iz  A  d e  los co e fic ie n te s  es igual al n ú m e r o  d e  in có g n ita s , el sistema sólo  a d m i t e  la s o lu c ió n  tr iv ia l,  

y  si el ra n g o  d e  A  es m e n o r  q u e  el n ú m e r o  d e  in có g n ita s , el sistema t ie n e  infin itas soluciones.

Si la m a t r i z  d e  los co e fic ie n te s  es c u a d ra d a ,  el sistema te n d rá  s ó lo  la s o lu c ió n  tr iv ia l  si y  sólo 

si d e t  ( A )  *  0 ,  y  t e n d r á  in f in ita s  s o lu c io n e s  si y  sólo  si d e i ( A ) = 0

E s t u d ia r ,  según lo s valo res del p a r á m e t r o  m .  e l  sistema

4 x  +  1 2 y  +  4 1  a  0 

2 x  —  1 3 y  +  2 z  =  0

( m + 2 ) x  -  12 y  + 12* =  0

(U n iv . de Madrid)

L a  m a t r i z  d e  lo s  c o e f ic ie n te s  es:

A  =

4  12

2  - 1 3

m + 2  - 1 2

C o m o  la  m a t r i z  A  es c u a d ra d a ,  pa ra  halla r  su r a n g o  c a lc u l a m o s  su d e t e r m i n a n t e :

4  12  4  !

2  - 1 3  2

m  +  2 - 1 2  12

r e s ta n d o  a la p r i m e r a  c o l u m n a  la  c u a r t a ,  v  d e sa rro l la n d o  el d e t e r m i n a n t e  o b t e n i d o  p o r  lo s  e l e m e n t o s d e  la  p r i m e r a  c o l u m 

na:

I A  I
0 12 4 12 4

0 - 1 3 2 =  ( m -  10)

m —10 - 1 2 12
- 1 3 2

=  < m -  1 0 )  I 2 4  +  5 2 )  =  7 6  l m  -  10)

IA  I 7 6 ( m —  10) m  a  10 si m  *■ 10  el r a n g o  d e  A  es 3 .  y  *'  m  =  2 .  el r a n g o  de

A  es 2 .  y a  q u e  el m e n o r
4  12

2  - 1 3  

D e  l o  a n te r io r  se d e d u c e :

=  -  5 2  -  2 4  *  0.

si a  *  10: r a n g o  d e  A  = 3  =  n ú m e r o  d e  incógnita s 

si a  =  10: r a n g o  d e  A  =  2  <  n ú m e r o  d e  incógnita s

el s is te ma s ó lo  t ie ne la  s o l u c i ó n  trivial 

el s is te ma t ie ne inf in itas  solu ciones.

R E S O L U C I O N  D E  S I S T E M A S  H O M O G E N E O S .

Si el ra n g o  d e  la  m a t r iz  d e  los co e fic ie n te s  es igual al n ú m e r o  d e  incógnitas, sólo  existe la  solució n  

trivial.

Si r ( A )  =  h  <  n ú m e r o  d e  in có g n ita s , p o d e m o s  s u p o n e r  q u e  u n  m e n o r  p r in c ip a l  está c o n s t itu id o  

p o r  las h  p r im e r a s  filas y  las h  p r im e ra s  c o lu m n a s ,  y a  q u e  u n  c a m b i o  en el o r d e n  d e  las ecuaciones 

de ( 2 )  y  e n  el o r d e n  d e  sus in c ó g n ita s  n o  m o d if ic a  la n a turaleza  d e l sistema n i  sus so lu c io n e s :
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T E O R E M A  D E  R O U C H E — F R O B E N I U S  9 7

a 11 3 12 • •a tn

a 21 a 22 • •a2h

aM a *i2 • 1 * anh

*  0

el s iste m a  ( 2 )  es e q u iv a le n t e  al s is te m a :

a n  x ,  +  a l 2  x 2 + ir» *h “  a i h . 1  x h .1

,21 x ,  +  a 22 x 2 + - - -  +  a 2h x h = - a 2 h . 1 x n . , - .

a m x n

*2n Xn

an ,  a , +  ^ 2  X2 +  ' - - + a r, .  X h = - a„ r , . 1 X „ . 1 ---------------3nn X,

£ste siste m a  es u n  siste m a  d e  C r a m e r  r e s p e c to  d e  las i n c ó g n i t a s  x , . x 2 . . . . .  x h . S e  o b t i e n e n  estas i n c ó g 

n ita s  en f u n c i ó n  d e  las n  -  h  re s ta n te s , q u e  p u e d e n  t o m a r  v a lo r e s  a r b i t r a r i o s .  A  c a d a  c o n j u n t o  d e  v a l o 

res q u e  a t r i b u y a m o s  a x h > 1  x n , c o r r e s p o n d e  u n a  s o l u c i ó n  d e l s is te m a  ( 2 ) .

P a ra  r e s o lv e r  e l  s iste ma

o s  d e  h a l l a r  e l  r a n g o  d e  l a  m a t r i z

2  x  + 3 ' t -  *  + t  =  0

x + 2 y  +  z  -

oii—na

X + V -  2  z  * 3 t  =  0

2  3 - 1  r

A  = 1 2 1 - 2

1 1 - 2  3

c o m o  h e m o s  v i s t o  en  el e i e m p l o  d e  la p á g in a  9 4  es 2 . s ie n d o =  4 -  3 =  1 ^ 0  u n  m e n o r  p r i n c i p a l .
2  3

1 2

C o m o  las filas d e  este m e n o r  se c o r r e s p o n d e n  c o n  la s  d o s  p r i m e r a s  e c u a c io n e s ,  y  la s  c o l u m n a s  se c o r r e s p o n d e n  c o n  

c o e f i c i e n t e s  d e  x  o  y .  d  s is te m a es e q u i v a l e n t e  al s ig u ie n t e :

2  x  +  3  y  =  z  -  t i  

x +  2 y = — z + 2 t |

es u r .  s is te m a de C r a m e r  r e s p e c t o  d e  las i n c ó g n i t a s  x e  y .  d e  d o n d e :

i  -  t  3 2  z  -  t

— z + 2 t  2 2 z - 2 t + 3 z - 6 t 1 - z  +  2 t

2  3

1 2

r j c - e n d o  z  =  X y  t  =  la  s o l u c i ó n  g e n e ra l  es

2  3

1 2

=  - 2 z + 4 t - z + t = - 3 z + 5 t

x a  5 X - 8 p  

y  =  — 3 X +  5  u 

z  =  X 

t  =  jj
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PROBLEMAS

5 . 1  C a l c u l a r  el v a lo r  d e  m  p a r a  q u e  sea c o m p a t i b l e  el s is te m a :

x  +  2 y  =  3

x -  3 y  =  1

2 x  +  y  =  m

(U n iv .  d e  M á la g a )

E s c r i b a m o s  la  m a t r i z  de los c o e fic ie n te s  y  la m a t r i z  a m p l i a d a :

1 2 r 1 2  3

A  = 1 - 3 B = 1 - 3  1

2  1. 2  1 m

|1 2
=  -  3  -  2  *  0  = >  r a n g o  d e  A  =  2

11 - 3

|B| =  -  3 m  + 4  +  3  +  1 8 - 2 m -  1 =  -  5 m  +  2 4  ;  I B  ‘ =  0 - 5 m  +  2 4  =  0  ;  m  =  ^

t  2 4  Si m í  -  
5

r a n g o  A  =  2

= >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t ie n e  s o l u c ió n )
r a n g o  B  =  3

2 4
s, m  =  T

r a n g o  A  =  2
= >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  (s o l u c ió n  ú n ic a )

r a n g o  B =  2

5 . 2  C o m p r o b a r  q u e  d e  los s istem as d e  e c u a c io n e s  s ig u ie n te s  u n o  es d e t e r m i n a d o ,  o t r o  i n d e t e r m i 

nado y  o t r o  in c o m p a t i b l e :

8 x  +  y  +  4 z  =  9 6 x  —  y  +  3 z  = 6 x  +  y  +  z  =  1

a) 5  x  —  2 y  +  4 z  =  6 b ) - 6 x  + 8 y  = - 1 0 c ) 3 x  —  4 y  = 5

x  +  y  = 1 2 x  -  5 y  -  z  = 4 7 x  —  y - 3 z  =  8

(U n iv . de  M a d rid )
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a) 8  1 4 8  1 4  9

A  = 5 - 2  4 ; B = 5 - 2 4 6

J  1 0  _ . 1 1 o  V

t a n t o  en A  c o m o  en B. la tercera fila  es u n  terc io  d e  la d ife re n c ia  d e  la p r im e r a  y  la  segunda , luego en 

el c a lc u lo  d e l ran go  p o d e m o s  e l im in a r  la tercera fila:

n B 1 4  1 8  1
ran go  de A  =  ran go

3 - 2  4 ]
=  2  p u e s to  q u e

5  - 2

[ 8  1 4  9 l 8  1
ra n g o  de B =  ran go =  2  puesto  q u e

[ 5  - 2  4  6 J 5  — 2

ran go  A  =  ra n g o  B =  2 <  n ú m e r o  de in có g n ita s , el sistema es C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O
(tie n e  in f in ita s  s o lu cio n e s)

b) 6 - 1 3 ' ’ 6 - 1 3 6 '

C . = - 6 8 0 D  = - 6 8 0 -* 10

2 - 5 - 1 . 2 5 - 1 4

E m p e z a m o s  e s tu d ia n d o  la m a t r iz  C  p o r  ser cuad rada

C l  ^  - 4 8  e  9 0  — 4 8  +  6  =  0  = >  el ran go  de C  es m e n o r  q u e  3

8  0

- 5  - 1
=  - 8 el ran go  d e  C  es 2

Para hallar el ra n g o  de D  basta o r la r  el m e n o r 

ú lt im a  c o lu m n a :

8  0

- 5  - 1
. q u e  nos ha d a d o  el ra n g o  d e  C ,  c o n  la

— 1 3  6

8 o : — lo
5  - i : 4

-  -  1 5 0 - 4 8  +  10  - 9 6  =  - 2 8 4  »  0  = >  el ran go  d e  D  es 3

ra n g o  C  =  2 

ran go  D  =  3
S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t iene s o l u c ió n )

c) 1 1 1 ' 1 \ l r

E  = 3 - 4 0 f  = 3 - 4 0 5

7 - 1 - 3 J - 1 - 3 8

E m p e za m o s  e s tu d ia n d o  la m a t r iz  E  p o r  ser cu a d ra d a .

I E  I =  1 2 - 3  +  2 8  + 9  =  4 6  *  0  = >  ra n g o  E  =  3

C o m o  en F  p o d e m o s  t o m a r  el m is m o  m e n o r  d e  o r d e n  3  q u e  n o s  ha d a d o  el ra n g o  d e  E ,  y  n o  p o 

d e m o s  t o m a r  m e n o re s  de o r d e n  4 ,  el ra n g o  de F  ta m b ié n  es 3 :

ran go  E  =  ra n g o  F =  n ú m e r o  d e  incógnitas  = >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O

(u n a  sola s o lu c ió n )
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E s c r ib a m o s  la m a t r i z  d e  los co e fic ie n te s  y  la m a t r iz  a m p l ia d a :  

M  -
[ 1  1 a 1 1 a 1

iz

1.2 0  1 2 0  1 2

C o m o  ^  q |  =  —  2  *  0  . t a n t o  el ra n g o  d e  M  c o m o  el de N  es 2 .  el sistema es C O M P A -

"  B L E  I N D E T E R M I N A D O  (t ie n e  in f in ita s  s o lu c io n e s ) .

C o m o  e l  m e n o r  q u e  n o s  ha d a d o  el r a n g o  de A  y  de B es el al ser las c o l u m n a s  los
1 1 

2  0

coeficientes de x y  de y .  se to m a n  estas incógnitas  c o m o  principales, y  el sistema d a d o  se puede es

c r ib i r  de la f o r m a :

x  +  y  =  1 -  a z  

2 x =  2 -  z

~3Ciendo z  -  2 k :

y = 1  —  az —  x  =  1 —  a z — 1 +  ~ =  z

x  =  1 -  - z  ;

x =  1 - k  ;  y  =  (1 — 2 a ) k  ; z  =  2k

i  cada v a lo r  de k c o r re s p o n d e  u n a  s o lu c ió n  del sistema.

D a d o  el sistema d e  ecuaciones:S.4
2  x  —  y  =  m

m x  +  3 y =  4  

3 x  —  y  =  2

a )  H a c e r  u n  e s tu d io  d e  él según d ife re n te s  valores d e l p a r á m e tro  m .

b )  R e so lve r el sistema en los casos en q u e  es c o m p a t ib le .

(U n iv .  d e  tas Isla s B alearesI 

a) E s c r ib a m o s  la m a t r iz  de los co e fic ie n te s  y  la  m a t r iz  a m p l ia d a :

2  - 1 2  - 1  m

A  = m  3 ; B = m  3  4

.3 - V . 3 - 1  2.

2 - 1
—  _ 2  +  3  =  1 *  0

3 - 1

2 - 1 m

Bl  = m 3 4 =  1 2 - 1 2

3 - 1 2

BI  =  0  m J  +  7 m - 8  ;  m  =
—  7  r  \  4 9  +  3 2  - 7  i 9 - 8

1
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si m  ^  {  1. -  8  } :  rango A  =  2  

rango B  =  3
= >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  tiene so lu ció n )

Si m  G  {  1. -  8 } :  rango A  =  2 

rango B  =  2
= >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  

(u n a  sola so lu ció n )

b )  S i  m  € {  1. — 8 c o m o  el m e n o r  q u e  nos ha d a d o  el ran go  d e  A  ( y  de B l e s

tema d a d o  es equivalente al sistema:

2 x  —  y  =  m 

3 x  -  y  =  2

q u e  es u n  sistema d e  C ra m e r :

m  -  1 

2  -  1
x -

2 - 1

3  -  1

- m  +  2  

1
=  2  -  m y  =

[2

3

m

2 l

2  - 1  

3  - 1

=  4 -  3 m

- 1  

-  1
. el sis-

para m  =  1 :  x  =  2  —  1 =  1 ; y  =  4 - 3  =  1

P* m =  — 8: x  = 2 - ( - 8 1 =  10 ; y  =  4  -  3  ( - 8 )  =  28

5 . 5  D iscu tir  y  resolver el sistema según los valores d e l p a rá m e tro  m

x +  y  +  z  =  m + 1
m x  +  y  +  ( m - 1 ) z  =  m

x  * m y  +  z  =  1

IU n iv . d e l País Vasco)

Escribam os la  m atriz  de los coeficientes y  la m a t r iz  am pliada:

’ 1 1 1 '  1 1 m + 1

m 1 m - 1 B  = m • m - 1 m

. 1 m 1 1 m 1 1

)  + m2 -  1 - -  m ( m -  1) —  m  =  m -  ‘1 ; 1 A i  = 0  0 m  =

si m  *  1 : ran go  A  =  3

rango B =  3
= >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  (solución única)

A p l ic a n d o  la  regla de Cram er:  

m + 1 1 1

m 1 m - 1

1 m 1 ( m + 1 )  +  ( m - 1 )  +  m 2 - 1 - m ( m - 1 ) ( m + 1 ) - m -  m 3 +  m 2 + 2 m

1 1 1 m -  1 m - 1

m 1 m - 1

1 m i
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z  =

1 m + 1 1

m m m — 1

1 1 1 m +  ( m + 1 )  ( m - 1 )  +  m - m - ( m -  1 ) - m  ( m +  1 ) —  m

m -  1 m  -  1 m - 1

1 1 m + 1

m 1 m

1 m 1 1 + m  +  m 2 ( m + 1 )  —  ( m  +  1 ) - -  m 2 —  m  m 3 — m m ( m 2 —  1)

m -  1 m  -  1 m —  1 m  —  1

ú  m  =  1

m ( m + 1 )  ( m - 1  

m  -  1
=  m ( m +  1

1 1 r " i l i 2

A  = 1 1 0 ;  b  = i i o 1

1 1 i i • ' 1

C o m o

O r l a n d o

A l  =  0  y =  -  1 *  0  . el r a n g o  de A  es 2 .
1 1 

1 0

este m e n o r .e n  B .  c o n  la te rc e ra  f i la  y  la  c u a r t a  c o l u m n a :

1 i 2

! _ _ _ 0 j 1

1 i i

=  0 + 1  +  2 - 0 - 1 - 1  =  1 * 0 »  el r a n g o  d e  B  es 3

si m  =  1 : r a n g o  A  =  2
= >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t ie n e  s o l u c i ó n )

r a n g o  B =  3

D .  6  D i s c u t i r  s e g ú n  lo s  v a lo r e s  d e l  p a r á m e t r o  k . y  re s o lv e r  e n  lo s  casos q u e  p r o c e d a ,  el s is te m a :

x  +  2  y  +■ 3  z  =  1

x  +  k y  +  3 z  = 3

y -  z  = 0

3 y  -  z  = 2

(U n i v .  d e  L a  L a g u n a  T e n e r i f e !

E s c r i b a m o s  la  m a t r i z  d e  los c o e fic ie n te s  y  la  m a t r i z  a m p l i a d a :

B i  =

1 2 3 1 2 3 1

A = 1 k 3
B  =

1 k 3 3

0 1 -  1
* 0 -  1 0

. 0 3 -  1 0 3 -  1 2

1 2 3 1 1 2 3 1 k — 2 0 2
1 < 3 3 0 k — 2 0 2

=  1 - 1 - 1 0 2 ( k
0 1 - 1 0 0 1 - - 1 0

3  - - 1 2
0 3 - 1 2 0 3  -- 1 2

- 2 k +  8 B =  0  = >  k  := 4
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S i  k  *  4  e l  r a n g o  d e  8  es 4 ,  p u e s t o  q u e  ¡ B ¡ * 0  es u n  m e n o r  d e  c u a r t o  o r d e n ,  y  el r a n g o  de 

A  e s  3 , p o r  e j e m p lo  el m e n o r

=  2 * 0

1 2 3
1 - 1

0 1 - 1 =  1 .

0 3 - 1
3  - 1

si k *  4 :  r a n g o  d e  A  =  3  

ra n g o  de B =  4
S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t ie n e  s o l u c ió n )

S i  k  =  4 :

1 2 3 _ 1 2 3 r

A  = 1 4 3 ;  B  = 1 4 3 3

0 ! - 1 0 1 - 1 0

0 3 - 1 0 3 - 1 2

c o m o  I B  I =  0 .  y  el m e n o r

1 2  3

0  1 - 1

0  3 - 1

=  2 * 0 .  el ra n g o  de B es 3 . así c o m o  el r a n g o  d e  A  (este ú l t i m o  m e 

n o r  lo  p o d e m o s  o b t e n e r  e n  A ) .

si k  =  4 :  ra n g o  d e  A  =  3 

ra n g o  de B  =  3
S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  

(s o l u c ió n  ú n ic a )

P ara  re s o lv e rlo  se c o n s id e r a n  c o m o  e c u a c io n e s  p r in c ip a le s  las q u e  c o r r e s p o n d e n  al m e n o r  q u e  n o s  

ha d a d o  el ra n g o  d e  A  y  d e  B .  E l  s iste m a  d a d o  es e q u iv a le n t e  al s is te m a :

x  +  2 y  +  3 z  =  1 

y  -  z  =  0  

3 y  —  z  =  2

x  =  1 — 2 y  —  3 z  ;  x  =  -  4

z  =  y  ;  | z  =  1[

2  y  =  2  ;

• 5.7 D i s c u t i r  y .  e n  su ca so , re s o lv e r  el s istem a:

x  -  y  +  z  =  2

2 x  +  3 y — 2 z  =  - 8  

4 x  +  y +  a z  =

(U n iv .  d e  V a !  la d o  l id )

E s c r i b a m o s  la m a t r i z  d e  los c o e fic ie n te s  y  la m a t r i z  a m p l i a d a :

1 - 1  1 ~1 - 1  1 2

M  = 2  3 - 2 N  = 2  3 - 2 - 8

4  1 a 4  1 a  b

1 - 1 1

M  1 = 2 3 - 2

4 1 a

=  3a +  8  + 2 - 1 2 + 2 + 2 a  =  5 a  :  I M  I =  0 5 a  =  0 .  a =  0
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C o m o  e n  N  te n e m o s  este m i s m o  m e n o r  :

si a  *  0 :  r a n g o  de M  =  3
'

= >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O

r a n g o  de N  =  3 (s o l u c ió n  ú n ic a )

x =

V =

z  -

si a =  0  :

' la  regla  d e  C r a m e r :

2  - 1 1

8  3  - 2

b  1 a 6 a  +  2 b - 8 -  3 b  +  4 - 8 a  —  2 a  -  b  - 4

1 -  1 1 5 a 5 a

2  3  - 2

4  1 a

1 2 1

2 - 8  - 2

4  b a - 8 a  - 1 6 + 2 b  4 - 3 2  4 - 2 b  -  4 a  - 1 2 a +  4 b  +  16

5a 5 a 5 a

1 -  1 2

2  3  - y

4  1 b 3 b  +  32 +  4 - 2 4  +  8 *• 2 b  5 b + 2 0 b  +  4

5 a 5 a 5a a

1 - 1  1 1 - 1  1 2
M  = 2 3  - 2 ; N  = 2  3 - 2 - 8

4 1 0 4  1 0 b

c o m o  I M  I = 0  y  el m e n o r  

O r l a n d o  el m e n o r

- 1 1

1 0

-  1 1

1 0

=  -  1 *  0  . el ra n g o  de M  es 2 ,  c u a lq u ie ra  q u e  sea el v a lo r  d e  b. 

c o n  la s e g u n d a  f i la  y  la  c u a r ta  c o l u m n a  d e  N  :

-  1 . 1 2

1 0 b

3 - 2 -  8

=  3 b  —  4  —  2 b  +  8 = b  +  4  = >  este m e n o r  se a n u la  p a r a  b  =  —  4 .  d e  d o n d e :

si a = 0 y b * - 4 :  ra n g o  de M  =  2 

ra n g o  de N  =  3
= >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t iene  s o lu c ió n )

si a = 0  y  =  b  =  - 4 :  ra n g o  d e  M  =  2 

r a n g o  d e  N  =  2

i-----------------------------------------------------------------------------------------------------

= >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  

( in f in ita s  s o lu c io n e s )

Para a = 0  y  b  =  -  4 , el sistema d a d o  es e q u iv a le n te  al sistema f o r m a d o  p o r  la p r i m e r a  y  terce

-  1 1
ecu a c ió n  (c o r r e s p o n d ie n t e s  a las filas del m e n o r q u fr  n o s  ha d a d o  el ra n g o  de A  y  de

1 0

:  . c o n s id e r a n d o  c o m o  in c ó g n ita s  p r in c ip a le s  y .  z  ( c u y o s  c o e fic ie n te s  s o n  las c o l u m n a s  d e l m e n o r  ante-

r ) :
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- y  +  Z 

V

h a c ie n d o  x  =  k :

2  —  x 

—  4  —  4 x

z = 2 — x + y = 2 — x — 4 - 4 x = - 2 - 5 x

y  =  - 4 - 4 x

x =  k  ; y  =  —  4  —  4 k ; z  =  - 2 - 5 k

5 . 8  D is c u t i r  y  resolver, e n  los casos en q u e  ello sea posible, según los valores d e  los parám e tros " a '

y  " b "  el sistema siguiente:

x  +  y  +  z  =  0

a y  +  z  =  2

y  +  az =  b

Escribam os la m a tr iz  d e  los coeficientes y  la m a t r iz  am pliada:

'1 1 I 1 1 1 1 0

M  = 0 a 1 * N  = 0 a 1 2

0 1 a . 0 a b

II  =  1 ■
a

i

1

a
= a2 -  1 2 ii 0 1: >  a2 -  1 =  0 . a = ± 1

si a €  {  —  1 . 1 } :  ra n g o  M  =  3 

rango N  =  3
S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  

(u n a  sola so lu ció n )

S u m a n d o  a la tercera e c u a c ió n  la segunda m u lt ip l ic a d a  p o r  - a  n o s  resulta u n  sistema equivalente 

al d a d o :

a b + 2 a - b - 2  _  - 2 - b  

1 + a
x  +  y  +  z =  0  

a y  +  z  =  2

1 - a 2 ) y  =  b  -  2 a

x =

z =  2  -  a y  =

y  =
b  -  2 a  

1 -  a2

2 - a b  

1 -  a 2

1 - a

Si  a =  1 : 1 1 1 1 1 0'

M  = 0 1 1 N  = 0 i 1 2

. 0 1 1 0 1 1 b

*  0 • ran go  de M =  2 

o r la n d o  este m e n o r  c o n  la cu a rta  c o l u m n a  y  la  tercera fila  de M :

1 1
i

0 1 2

9 . . J J 2 =  1 • =  b  -  2  = >

0  1 b 1 b

b  *  2  , ran go  de N  =  3  

b  =  2  ,  ra n g o  de N  =  2
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r a n g o M  = 2
b  *  2 : = >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t ie n e  s o l u c i ó n )

a =  1
ra n g o N  = 3

ra n g o M  = 2
b  =  2 :

N  =
= >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O

r a n g o 2 (in f in it a s  s o l u c io n e s )

P ara  a =  1 y  b  -  2  ,  el s is te m a  es e q u iv a l e n t e  al f o r m a d o  p o r  las d o s  p r i m e r a s  e c u a c io n e s  (  q u e  

e  c o r r e s p o n d e n  c o n  las f i la s  q u e  n o s  h a  d a d o  el r a n g o ) ,  s ie n d o  las in c ó g n i t a s  p r i n c ip a l e s  x ,  y  (q u e  se 

c o r r e s p o n d e n  c o n  las c o l u m n a s  d e l m e n o r  q u e  n o s  h a  d a d o  el r a n g o ) :

x +  y  =  —  z 

y  =  2 - z

x  =  - z - 2  +  z  =  -  2

y  =  2 - z

x =  - 2  

y  =  2  - k  

z  =  k

Si  a =  -  1 : 1 1 1 1 1 1 0

M  = Io

z ni 0 - 1 1 2
r—Io___

i

01r-O

E
1 i; 0

*  0  = >  r a n g o  d e  M  =  2  ; o _ - r 2 =  - b - 2  = >

o i b

b  *- — 2 ,  r a n g o  de N  =  3  

b  -  - 2 .  r a n g o  d e  N  =  2

ra n g o M =  3
b  *  - 2 : = >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t ie n e  s o l u c i ó n )

a =  - 1
ran go N =  2

b  =  - 2 :
ra n g o M =  2

= >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O
ra n g o V =  2 ( in f in i t a s  s o l u c io n e s )

Para  a  =  —  1 y  b  =  — 2 .  el s iste m a  es e q u iv a l e n t e  al s ig u ie n te :

-XCN|CNIIX

- z x  =  2  -  2  z

= >  = >

Iii

>

—  2 y  =  z - 2 z  =  k

r  . 9  D i s c u t i r  y  re s o lv e r  en su ca so , según los va lo r e s  d e  los p a r á m e t r o s  a  y  b .  el s i g u i e n t e  s iste m a

aa e c u a c io n e s  lin e a le s :

3 x  -  y  +  2 z =  1

x  +  4 y  +  z  =  b

2 x  — 5 y  f  a z  - - 2

i  U n iv . d e  V a le ncia )

E s c r i b a m o s  la  m a t r i z  de lo s  c o e f ic ie n t e s  y  la  m a t r i z  a m p l i a d a :
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3 - 1 2 " 3 - 1 2 1 '

M  = 1 4 1 N  = 1 4 1 b

2 - 5 a 2 - 5 B - 2

C o m o  e n  las d o s  m a tr ic e s  in t e rv ie n e n  los p a r á m e tro s ,  e m p e e a r e m o s  e s t u d ia n d o  el ra n g o  d e  M  p o r  

ser c u a d r a d a :

M  I =

3 - 1  2

1 4  1

2 - 5  a

=  1 2 a - 2 -  1 0 -  1 6 +  15 + a  =  1 3 a - 1 3  ; I M  I = 0  = >  13 a - 1 3  =  0  ; a =  1

si a *  1 :  r a n g o  M  •= 3 

ran go  N  =  3

A p l i c a n d o  la  regla  d e  C r a m e r :

1 - 1  2

b  4  1

2 - 5  a
x -  —

S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  (s o l u c ió n  ú n ic a )

4 a  +  2 —  1 0 b  +- 1 6  +  5  +  a b  a b  +  4 a  -  1 0 b  +  2 3

V =

z  —

3  -  1 2 1 3 a  -  13 13 a - 1 3

1 4 1

2  - 5 a

3  1 2

1 b 1

2 - 2 a 3 a  b  +  2  -  4  - 4 b  +  6  - a 3 a b  -  a - 4 b  +  4

1 3 a -  13 1 3 a -  13 1 3 a - 13

3  - 1 1
1 4 b

2 - 5  - 2 - 2 4  - 2 b  -  5  -  8  +  1 5 b  — 2 1 3 b  —  39 b -  3

1 3 a -  13 1 3 a -  1 3 1 3 a  -  13 a  -  1

S i  a =  1: 3 - 1 2 3 -  1 2 f

M  = 1 4 1 ; N  = 1 4 1 b

2 - 5 1 2 - 5 1 - 2

c o m o  I M  i =  0  . y

O r l a n d o  el m e n o r

3  - 1

1 4

3  - 1

1 4

=  1 2 + 1  =  1 3 *  0 .  el ra n g o  d e  M  es 2 .  c u a lq u ie r a  q u e  sea b . 

c o n  la tercera fila  y  la  c u a r ta  c o l u m n a  d e  N :

3  _  1 ¡ 1

 1____ 4 -  b

2  - 5  - 2

=  —  2 4  —  2 b  —  5  —  8  +  1 5 b — 2  =  1 3 b -  39 

este m e n o r  se a n u la  p a r a  b  =  3 .  de d o n d e :

ran go M  = 2
si a  =  1 y  b  *  3  :

ra n g o N  =
= >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t iene  s o l u c ió n )

3
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si a =  1 y  b  =  3 :
r a n g o  M  =  2 

ra n g o  N  =  2
S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  

( in f in i t a s  s o l u c io n e s )

Para a  =  1 y  b  =  3  . el s iste m a  d a d o  es e q u iv a le n t e  al s iste m a  f o r m a d o  p o r  las d o s  p r i m e r a s  ecua- 

o o n e s  ( c o r r e s p o n d ie n t e s  a  las f i la s  d e l m e n o r  J ^  q u e  n o s  h a  d a d o  el r a n g o  d e  A  y  de B ) ,

c o n s id e r a n d o  c o m o  in c ó g n i t a s  p r in c ip a le s  x  e  y  ( c u y o s  c o e fic ie n te s  s o n  las c o l u m n a s  del m e n o r  a n t e 

r i o r )  :

| l  —  2 z  - 1 1  | 3  1 - 2 z

\ 3 -  z  4 l  7  —  9 z  I 1 3  -  z3 x  -  y  =  1 -  2 z  

x  + 4 y  = 3  —  z

8  —  z
x =

3 -  1 1 3
V

1 3  - 1
1 3

1 4 l l  4

n a c ie n d o  z =  1 3 k ,  re s u lta :
: *  =  : i  =  , 3 k

1 0  A n a l i z a  y  re s u e lve  e n  su ca so , s e g ú n  lo s  va lo r e s  d e  lo s  p a r á m e t r o s  a  y  b .  el s iguie n te  

l ineales:

2 x  +  y +  z  =  3  

y -  z  = - 1  

2 x  —  y  +  a z  =  b

(U n iv .  d e  V a le n c ia . 1 9 9 1 )

E s c r i b a m o s  la  m a t r i z  de lo s  c o e fic ie n te s  y  la  m a t r i z  a m p l ia d a :

2 1 1 ~2 i 1 3

M  = 0 l - 1 N  = 0 1 - 1 - 1
2 - 1 a 2 - 1 a b

I M  i =

2  1 

0  1

0  - 2

1

- 1

a - 1

=  2  1 1 =  2  ( a —  1 —  2 ) =  2  (a  —  
I - 2  a - 1 1

3)

si a *  3
ra n g o

r a n g o

M  =  3 

N  =  3
= > S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O (u n a  s o l u c ió n )

A p l i c a n d o  la  re g la  d e  C r a m e r :

3 

- 1

b  -
x  =

2

0

2  -

3 a — b  +  1 — b  —  3  +  a 

2  ( a -  3)

4 a —  2  b  —  2 

2  ( a —  3 )

2  a -  b  -  1 

a —  3
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V =

z  =

2  3  1 

0 - 1  - 1  

2  b  a - 2 a  - 6  +  2  +  2 b

2  ( a -  3) 2  ( a -  3)

2  1 3

0  1 - 1

2 - 1  b 2 b - 2 - 6 - 2  b -  5

2 ( a - 3 ) 2 ( a  —  3 )  a - 3

- a  +  b - 2  

. - 3

S i  a =  3 : 2 1 l l 2 i 3 '

M  = 0 ' - 1 N  = 0 I - 1 - 1

2 - 1 3 2 -  1 3 b

c o m o  i M I  =  0  y =  2 * 0 .  el ra n g o  de M  es 2 .

O r l a n d o  el m e n o r c o n  la tercera fila  y  la  c u a r ta  c o l u m n a  d e  N :

2  1 3• 2  1 3 1 - 1
o  i ;  - i = 0  1 - 1 =  2
2 - 1  b 0  - 2  b - 3

I — 2  b - 3
=  2  ( b  —  3  —  2 )  =  2  ( b  -  5 )

si b  /  5
ra n g o  M  =  2

r >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  tiene s o lu c ió n )
ra n g o  N  =  3

si b = _ 5
ra n g o  M  =  2

= >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  
ra n g o  N  =  2  ( in fin ita s  solucio nes)

Para a  =  3  y  b  =  5 .  el sistema d a d o  es e q u iv a le n te  al sistema:

2 x  +  y  =  3 - z  

y  =  - 1  +  2

2 x  =  - y  +  3  —  z  =  l - z  +  3  —  z =  4 -  2 z  ;  x =  2  - z

y  =  - 1  +  z

h a c ie n d o  z  =  k  o b te n e m o s  l a  s o lu c ió n  general:

x = 2  —  k  ;  y = — 1 +  k ;  z =  k

D is c u t i r  y  resolver en los casos d e  c o m p a t i b i l i d a d  el sistema

[“ i aa- 1 3
(U n iv . de  M a d rid )
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T e n i e n d o  e n  c u e n t a  el p r o d u c t o  y  la ig u a ld a d  de m a tr ic e s  el sistema se p u e d e  e scrib ir  d e  la f o r m a :

a x +  y + a z  =  b a  1 a a  1 a  b

a y  +  z  =  b M  = 0  a 1 ;  N  = 0  a 1 b

x  +  a y  +  z  =  2 b . 1 a 1_ .1 a 1 2 b

E m p e z a m o s  e s t u d ia n d o  el ra n g o  d e  M  p o r  ser c u a d ra d a :

I M I  =  a 2 +  1 - a 2 - a 2 =  - a 2 +  1 ;  I M I  =  0  = >  - a 2 +  1 =  0  ;  a 2 =  1 ;  a =  i  1

para a  é  {  1 . —  1 } .  i M ! *  0 .  el ra n g o  d e  M  es 3 .  E l  r a n g o  d e  N  ta m b ié n  es 3 . c u a lq u ie r a  q u e  sea b .  p o r 

q u e  e n  N  t e n e m o s  el m e n o r  I M l * 0  y  n o  p o d e m o s  f o r m a r  m e n o r e s  de c u a r t o  o r d e n  p o r  h a b e r  s ó lo  tres

filas.

s i  a 6* {  1 , — 1 } ;  | r a n g 0  M  3  = >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  f u ñ a  s o l u c ió n )
I ra n g o  N  =  3

Se p u e d e  re s o lve r  p o r  la regla  d e  C r a m e r  o  b ie n  m a tr ic ia lm e n te .  L o  h a re m o s  p o r  este ú lt im o  m e t o  

d o .  C o m o  I M I  ¥■ 0 .  e x iste  M - 1 :

M . X  =  B M " 1 ( M X )  =  M " '  B ( M  ’ M I X  =  M - 1 8 X  = X  =  M  ■1 B

M 1 =

I a a 1 a 1 a

| 1 1 a 1 a l

1

a
0 1 a 1 a 0

1
I M  I l 1 a 1 a 1

0 1 a 1 a 0

a a 1 a 1 a

1 — a

X  =  M “  ’ B  =
1 — a ‘

1 — a ‘

b  ( 1  — a 2 ) 

b (1 -  2 a ) 

b  ( a 2 — a + 1

1 - a  

b

b ( 1 — 2 a )

1 — a 2 

b ( a 2 - a + 1  

1 — a 2

0 a 2 - 1 1 - a 2

1 0 - a

— a 1 - a 2 a2

- a 2 b
1

la 2 — 1 ) b  +  (1 — a 2 ) 2 b

—a h b  -  2 a b

a 2 2 b .
1 - a 2 — a b +  (1  —  a 2 ) b -♦ 2 a 2 b

= > x  —  b  ; .  b<1 — 2 a )  . i  b l a 2 — a + 1 ) 

1 - a 2 1 - a 2

Si a =  1 : 1 1 r 1 1 1 b

M  = 0 1 1 # N  = 0 1 1 b

.1 1 i _ 1 1 1 2 b
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M I  =  0  y
1 1 

l o  1
*  O  el ra n g o  de M  es 2

Para h a lla r  el ra n g o  de N  basta o r la r  el m e n o r 

n u e v a  c o l u m n a :

1 1 

0  1
, q u e  n o s  ha d a d o  el ra n g o  d e  M ,  c o n  la

1 1 : b

0  1 ;  b

1 1 2 b

=  b  si b  *  0 ,  el ran go  d e  N  es 3 , y  si b  =  0 .  el ra n g o  d e  N  es 2

Si a = _ 1  V b _ * _ 0 :
i ra n q o  M  =  2  . . . .

= >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t iene s o l u c ió n )
ran go  N  =  3

2.
 

Ol II < CT II O

r a n g o  M  2  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  

ran go  N  =  2  ( in f in it a s  s o lu c io n e s )

Para resolver el sistema e n  el caso en q u e  a = 1  y  b  =  0 . se c o g e n  c o m o  e c u a c io n e s  prin c ip a le s  la 

p r im e ra  y  la segunda , y  c o m o  in c ó g n ita s  p r in c ip a le s  x e  y ,  q u e  se c o r r e s p o n d e n  c o n  el m e n o r  q u e  nos

1 E l  sistema es e q u iv a le n te  al s is t e m a :ha d a d o  el ra n g o
0  I I

x +  y  =  —  z 

y  =  - Z

y  =  _ z .  X  =  0 x =  0  ; y  =  - t ; z  =  t

Si a =  -  1 : - 1  1 - r - 1  1 - 1  b

M  = 0  - 1  1 ; N  = 0  - 1  1 b

. 1 - 1  V- 1 - 1  1 2 b .

M I  =  0  y
- 1  1 

0  - 1
*  0 = >  el ra n g o  d e  M  es 2

- 1
Para h a lla r  el ra n g o  d e  N  basta o r la r  el m e n o r

=  3 b  = >  si b  *  0 ,  el ra n g o  de N  es 3 . y  si b  =  0 ,  el ra n g o  d e  N  es 2

-1 1 
0  - 1

c o n  la n u e v a  c o l u m n a :

- 1 1 :  b

0 - i ; b

1 - 1  2b

si a =  - 1  y  b  *  0 :
ra n g o  M  =  2

r >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t iene  s o lu c ió n )

ra n g o  N  =  3

si a =  - 1  y  b  =  0 :  j ra n g o  M  =  2  S |S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  

ran go  N  =  2  ( in f in it a s  solucio nes)

Para  re s o lve r  el sistema en el caso e n  qu e  a  =  - 1  y  b  =  0 , se p r o c e d e  c o m o  en el caso a n te r io r :

= >  y  =  z  , x  =  0  =:
-  x +  y  =  z 

- y  =  - z
x  =  0  ;  y  =  t ; z =  t
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5 .1 2  L o s  n ú m e r o s  a . b ,  c  so s u p o n e n  c o n o c i d o s .  E l  sistema

x  -  3 y  +  z  =  a 

x  -  z  =  b 

x  +  z  =  c  

s ie m p r e  c o m p a t i b l e  d e t e r m i n a d o .  ¿ P o r q u é ?

R e s u e lv e  el s is te m a  y ,  c o m o  a p l i c a c i ó n ,  c a l c u l a  la  in v e rs a  d e  la  m a t r i z .

[i 1 - i]
(U n i v .  d e  Z a r a g o z a !

E s c r i b a m o s  la  m a t r i z  de los c o e f ic ie n t e s  y  la m a t r i z  a m p l i a d a :

I M I  =  

qu e  sean a , b  y  c.

1 - 3  1 1 - 3  1 a

M  = 1 0 - 1 N  = 1 0  - 1  b

J  o 1 0  1 c

1 - 3  1
1 -  1

1 0 - 1 =  -  ( -  3 ) =  6  * 0  = >  el r a n g o  de

1 0  1 1 1

1 -  3 1

C o m o  e n  la  m a t r i z  N  p o d e m o s  t o m a r  el m i s m o  m e n o r : 1 0 - 1 *  0  , y  n o  p o d e m o s

1 0 1

f o r m a r  m e n o r e s  d e  c u a r t o  o r d e n  p o r  h a b e r  s ó l o  tre s  fi las, el r a n g o  d e  B es t a m b i é n  3 .

V ( a . b , c ) e  R 3 :
r a n g o  A  =  3 

r a n g o  B  =  3
S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O

(s o l u c ió n  ú n ic a )

x  —-  s u m a n d o  las d o s  ú l t i m a s  e c u a c io n e s  :  2 x  =  b  c  .

-  r e s t a n d o  d e  la  p r i m e r a  e c u a c ió n  la ú l t i m a :  -  3 y  =  a -  c  .

-  r e s t a n d o  d e  la  ú l t i m a  e c u a c i ó n  la  s e g u n d a :  2 z = c - b .

E s c r i b i e n d o  el s is te m a  d a d o  e n  f o r m a  m a t r ic ia l :

b  +  c

V =
r r ^ 3

7. =
c —  b

*1 -  3  11 X a

1 0  - 1 V = b

.1 o  1_ z c

M  es l a  m a t r i z  d e  lo s  c o e f ic ie n te s .  X  = y  P =

(1 )

;  c o m o  I M  I *  0  . M  t ie n e  inversa:

M . X  =  P r > M 1 ( M X )  =  M ’ , P = >  ( M , M ) X = M  ’ p  = > I X = X  =  M ' P  ( 2)i -  i
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L a  s o l u c ió n  del s iste m a  se p u e d e  e s c r ib ir  e n  f o r m a  m a t r ic ia l :

x  =  i b +  l e

V = - l a + l c

* — 5 b +  í c

i d e n t i f ic a n d o  ( 2 )  y  ( 3 )  res ulta :

o

0 1 1

2 2

1 0 1

3 3

0 1 1

2 2

M “ =

0
1 1

2 2

1 0 1

3 3

0 1 1

2 2

(31

5 . 1 3 D is c u t ir  y  re s o lv e r e l sistem a

a x +  y  +  * =  0

( a + 1 ) x +  y  -  a z  =  0

x +  ( a + 1 ) y  =  0  1

(U n iv .  d e  M a d r id )

a 1 1

a + 1  1 - a

1 a + 1  0

M i  =  — a  +  ( a  +  1 ) 3 —  1 +  a 3 (a  - f  1

=  a l a 3 -*-2 a  +  1 ) =  a l a  +  I ) 3

=  a +  2 a 3 +  a =

M i  =  0 a (a  +  1) =  0
a =  0  

a = - 1

para a £  0 . - 1  •. ra n g o  M  =  3 =  n ú m e r o  de in c ó g n ita s  = >  el sistema s ó l o  t iene la  s o lu c ió n

tr iv ia l :  x  =  y  =  z  =  0

S. a =  0 :

M  =

0 1 " 0  1
1 1 0 . I M  I =  0  y

1 1
1 1 0 _

el r a n g o  d e  M  es 2

para a -  0 :  ra n g o  M  =  2 <  n ú m e r o  d e  in c ó g n ita s el s iste m a  t iene  in f in ita s  so lu c io n e s .

Para re s o lve r  el s iste m a  se t o m a n  c o m o  e c u a c io n e s  p r in c ip a le s  e  in c ó g n ita s  p r in c ip a le s  las c o r r e s 

p o n d ie n te s  al m e n o r  q u e  n o s  ha d a d o  el r a n g o ,  o  sea las e c u a c io n e s  p r im e r a  y  s e g u n d a ,  y  las incógnitas  

x e y .  E l  sistema es e q u iv a le n te  a :

V =  - t  

x +  y  =  0
y  =  - z  . x  =  z
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S i  a =  -  1 :

M  =

- 1 1 1 - 1  1
0 1 1 >on5

0  1
1 0 0

el ra n g o  d e  M  es 2

p a r a  a  = - 1  : ra n g o  M  =  2 <  n ú m e r o  d e  in c ó g n ita s  = >  e l  s iste m a  t ie n e  in f in it a s  s o lu c io n e s .

P ara  re s o lve r  el s iste m a  se t o m a n  c o m o  e c u a c io n e s  p r in c ip a le s  la  p r i m e r a  y  la s e g u n d a ,  y  c o m o  in c ó g

- 1  1
litas p r in c ip a le s  la x y  la  y .  q u e  c o r r e s p o n d e n  al m e n o r

0  1
q u e  n o s  ha d a d o  el r a n g o :

- x  * y  =  - z

V =  - z

X II c

= >  y  =  - z .  x =  0  = > < i i —

1 i*

5.14 D i s c u t i r  y  re s o lv e r  el s iste m a  según lo s  va lo r e s  d e l  p a r á m e t r o  a

+  3 y  +  2 z  =  0

a x  -  y  +  2  =  0

8 x 4 -  y  +  4 z  =  0

(U n iv .  d e l P a ís  V a s c o )

a2 3 2

M i  = a -  1 1

8 1 4

a 2 3  2

M  = a  -  1 1

8  1 4

4 a 2 +  2 4 +  2 a  +  1 6  —  a 2

M . =  0  = >  -  5 a 2 -  1 0 a  +  4 0  =  0  ;  a 2 +  2 a - 8  =  0  ;  a =  7 2 . ;  V 4  =  ~ 2  1  6  =  ^
2  2  — 4

si a &  { -  4 .  2 } : ran go M =  3  =  n ú m e r o  de

--------------------------------------------------------- ------------------------------------------------

in c ó g n ita s  = >  s ó lo  e x iste  la  s o l u c ió n  trivial.

si a €  { -  4 . 2  }  : M '  = o. el ra n g o  d e  M  es 2 = >  el s iste m a  t iene  in f in it a s  so lu c io n e s .

S i  a =  —  4 :

c o m o  I M  I =  0  y

-  4  x  —  y  =  

8  x  +  y  =  

h a c ie n d o  /  =  4 k :

M  =

1 6  3  2

- 4 - 1  1

8  1 4

- 4  - 1

8  1

—  z  i

- 4 /

=  — 4  +  8  =  4 *  0 ,  el sistema d a d o  es e q u iv a le n t e  al s istem a:

y  =  - 4 x  +  z =  5 z  +  z  =  6 z

4  x =  —  5  z .  x  =  -
4

x  =  —  5  k  ; y  =  2 4  k ;  z  =  4  k
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S i  a =  2 : 4 3 2

M  = 2 - 1 1

8 1 4

c o m o  I M  i =  0  y

4 x + 3 y  =  - 2 z

—  2 x  —  y  =  -  z

4  3

2 - 1
=  _ 4  -  6  =  — 1 0  0 ,  el s iste m a  d a d o  es e q u iv a le n t e  al sistema:

- 2  z 3 '  

-  z  - 1
X  =

4  3

2  - 1

2 *  +  3 z  _ - z  . 

- 1 0  -  2  • V

4  — 2  z 

2  -  z

—  10

-  4  z  +  4z 

- 1 0
= 0

h a c ie n d o  z  =  -  2  k : =  k  ;  y  =  0  ; z  = - 2 k

5 . 1 5  D is c u t i r  y  resolver { 4  —  a) x  -  5 y  +  7 z  =  0

x -  ( 4  + a )  y  +  9 z  =  0

. —  4 x  +  ( 5 — a ) z  =  0

(U n iv .  d e  A l ic a n t e )

M  =
4 - a  - 5  7

1 — 4  — a 9

- 4  0  5 - a

; I M  =  ( 4 - a )  ( — 4 — a )  ( 5 - a l  +  1 8 0  +  2 8 1 - 4 — a)  +  

5 1 5  - a )  =  - a 3 +  5 a 2 -  1 7 a  +  13

M I  =  0 - 5 a 2 +  1 7 a -  1 3  =  0 (1

C o m o  la s u m a  d e  los c o e fic ie n te s  d e  la  e c u a c ió n  <1 ) es igual a c e r o ,  1 es r a iz .  R e b a ja n d o  d e  g ra d o  

p o r  R u f i n i :

1 - 5 17 - 1 3

1 1 - 4  13 a 2 - 4 a  +  13 =  0

1 - 4 1 3  |_0

S ó lo  el v a lo r  real a =  1 a n u la  a M ! .  d e  d o n d e :

para a * 1 . ran go M  =  3  =  n ú m e r o  de i n c ó gn ita s = >

Si a = 1 : 3  - 5 7

M = 1 - 5 9

- 4  0 4

=  4 1 V T 6 Z 5 2  |r 3 i c e s im a g in a .

rias)

c o m o  I M  ; =  0  y
I 1

1 - 4
*  0 ,  el ra n g o  d e  M  es 2 . 

para a =  1 , ra n g o  M  =  2  <  n ú m e r o  d e  in c ó g n ita s  ^  el sistema t ie n e  in f in ita s  s o lu c io n e s  j
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Para res olverlo  t o m a r e m o s  c o m o  e cu a c io n e s e in c ó g n ita s  p r in c ip a le s  las c o r re s p o n d ie n te s  al m e n o r 

1 - 5
q u e  n o s  ha d a d o  el ra n g o  d e  M ,  o  sea las e cu a c io n e s  s e g u n d a  y  tercera y  las incógnitas

-4  0

x  e y .  E l  sistema es e q u iv a le n t e  a :

=  - 9 z  1
x  =  t

x =  z  ; y  =  2  z  = > V =  2t

=  - 4 z  ] z  -  t

■

16 D i s c u t i r  y  re s o lv e r : x  +  a y  +  2 z  = 0  

l a —1 > x + a > y +  a z  = 0  

2  X +  a ( a + 2 ) y + ( a + 4 ) l  =  0
(U n iv .  d e  M n d n a f

1 a 2 1 1 2

M  = a - 1  a 2 a i M  * =  a a - 1  a a

2  a ( a 4 - 2 )  a + 4 2  a + 2  a + 4

-• stand o a la segunda c o l u m n a  la p r im e ra , y  a la  tercera la p r im e r a  m u lt i p l i c a d a  p o r  2 :

a 2 (a  - 1

1 0  0 1 2 - a  1 1 2 - a
M i  =  a a - 1  1 2 — a =  a =  a 2

2  a a a a 1 1

Para a £  {  0 , 1 } .  r a n g o  M  =  3 . igual al n ú m e r o  d e  incógnitas el sistema sólo  tiene la  solució n  

tr iv ia l :  x  =  y  =  z  =  0

Si a  =  0 : 1 0 2

M  = - 1 0

2 0 4

a m o  M  l =  0  y *■ 0 .  el ra n g o  de M  es 2

Para a =  0 ,  ra n g o  M  =  2 .  m e n o r  q u e  el n ú m e r o  d e  in c ó g n ita s  = >  t iene  in f in ita s  so lu cio n e s

Para re s o lve r  el sistema se t o m a n  c o m o  e c u a c io n e s  prin c ip a le s  la p rim era  y  la s e g u n d a ,  q u e  se c o  - 

- « p o n d e n  c o n  las filas d e l m e n o r  q u e  nos ha d a d o  el r a n g o ,  y  c o m o  incógnitas  p r in c ip a le s  se t o m a n  la 

• »  la z  .  q u e  se c o r re s p o n d e n  c o n  las c o lu m n a s  d e l m e n o r .  E l  sistema es e q u iv a le n te  a :

—  x

x  +  2 z  =  0 y  

=  0  • y

1

oIIx

= > V  =  t

N II O

5*'a cada v a lo r  d e  t te n e m o s  u n a  s o lu ció n .
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Si a =  1 : 1 : 2

M  = 0 1 i

2 3 5

c o m o  l M  I =  0  y =  1 *  0 ,  el r a n g o  d e  M  es 2 .

Para a =  1. ra n g o  M  =  2 .  m e n o r  q u e  el n ú m e r o  d e  in c ó g n ita s  = >  t iene  in f in it a s  so lu cio n e s

P o r  el m i s m o  r a z o n a m ie n t o  a n t e r io r  se o b t i e n e  q u e  el s iste m a  es e q u iv a le n t e  al s iste m a

x =  —  y  —  2 z  =  z -  2 z  =  — zx  +  y  =  —  2 z  

y  =  -  z y  =  -  i

t ib ie  i n d e t e r m i n a d o :

— 7 - a  6

- 3  2 - a

- 6  6  5 m

P o r  las p r o p ie d a d e s  d e l  p r o d u c t o  e  ig u a ld a d  d e  m a tr ic e s  el sistema lo  p o d e m o s  e s c r ib ir  d e  la f o r m a :

( - 7 - a )  x +  6 y  +  6 z  = 0  

- 3 x  -t- ( 2 - a ) y  +  3 z  =  0  

— 6 x  +  6 y  +  ( 5 — a)  z  =  0

L a  m a t r i z  d e  los co e fic ie n te s

" ■ 7 - a  6  6

A  =  - 3  2  — a  3

- 6  6  5 - í

es c u a d r a d a .  E l  s iste m a  t e n d r á  s o l u c ió n  d is t in t a  d e  la triv ial p a r a  los va lores d e  a q u e  a n u l e n  el d e te r m i  

n a n te  d e  A :

A l  =

- 7 - a  6  6

- 3  2 - 3  3

- 6  6  5 — a

=  |— 7 — a )  ( 2 - a ) ( 5  — a)  — 1 0 8 - 1 0 8  +  3 6 ( 2 - a ) - 1 8 1 — 7 - a )  +  1 8 ( 5 - a )  =  

=  — a 3 +  3 a  +  2 ;  I A  1 =  0  = >  a 3 - 3 a - 2 = 0

C o m o  es u n a  e c u a c ió n  d e  te rce r g r a d o ,  se p r u e b a n ,  p o r  R u f i n i ,  los d iv is o re s  d e l  t é r m i n o  i n d e p e n 

d ie n te  p a r a  ver  si t iene  raices enteras. L o s  d iv is o re s  d e  — 2  s o n :  1 , — 1 , 2  y  - 2 .

—  1 es r a iz ,  s ie n d o  las o tra s  raices las so

1 0 - 3 - 2 1 0 - 3 - 2

1 1 1 - 2 - 1 - 1 1 2

1 1 - 2
9

- 4 1 - 1 - 2 LjQ_
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¡u c io n e s  d e  la  e c u a c i ó n —  a —  2  =  0 :
1 : V I  +  8 2

- 1

Si a €  {  —  1 .  2 } ,  el d e t e r m i n a n t e  d e  A  será n u l o ,  el r a n g o  d e  A  será m e n o r  q u e  3  ( n ú m e r o d e  in 

c ó g n i t a s )  y  el s is te m a  t e n d r á  i n f in i t a s  s o lu c io n e s .

Si a =  2 ,  el s is te m a  sera

:e  d o n d e :

- 9  x  +  6 y  + 6  z =  0  

- 3  x  +  3 z  =  0

- 6  x  +  6 y  +  3 z  =  0

A  =

- 9  

- 3  

-  6

6 6

0 3

6 3

C o m o  I A  I =  0  y
- 9

- 3  0

n o s  ha d a d o  el r a n g o ,  el s is te m a  es e q u iv a le n t e  al s iste m a  s ig u ie n te

=  18 *  0 ,  el r a n g o  d e  A  es 2 .  C o n s i d e r a n d o  el m e n o r  q u e

—  9  x  +  6 y  =  —  6 z

—  3  x  =  —  3  z

6 y  =  —  6 z  -*• 9  x =  —  6 z  +  9 z  =  3 z  ;  y  =  £ z

x =  z

•saciendo z  =  2  k o b t e n e m o s  la s o l u c i ó n  general 

a =  —  1,  el s is te m a  será:

ce d o n d e :

x  =  2 k  , y  =  k ,  z  =  2  k '

—  6  x + 6  V + 6  z =  0

—  3  x + 3 y + 3  z =  0

-  6 x + 6  V + 6  z =  0

6 6 6

A  = -  3 3 3

- 6 6 6

c o m o  la p r i m e r a  y  la t e r c e r a  f i la s  s o n  p r o p o r c i o n a l e s  a  la  s e g u n d a :

r ( A )  =  r a n g o  d e  [ - 3  3  3 ] =  1 . s i e n d o  i—  3 i *  0  u n  m e n o r  p r i n c ip a l .  

E l  s is te m a  e s  e q u iv a le n t e  a : - 3 x  +  3 y  +  3 z = 0  ^  x  =  y  ¿

- a c i e n d o  y  =  k y  z =  h ,  la  s o l u c i ó n  general es: EE y  =  k  ; z  =  h

0 - 1 8  C o n s i d e r e m o s  lo s  s istem as d e  e c u a c io n e s  lineales: 

2 x  +  y - ( 3 +  2  a)  z -  0  

x -  y  +  ( 3 -  a )  z  =  0
S '

x +  ( 1 +  b ) z  =  0

( b - l ) x - F y  * b ( b - 1 ) z = 0

O b t e n e r  lo s  c o n j u n t o s  d e  s o l u c io n e s  d e  a m b o s  s is te m a  y  c a l c u la r  los va lo r e s  d e  a  y  b  q u e  h a c e n  

ios s istem as sean e q u iv a le n t e s ,  es d e c i r ,  c o n  las m is m a s  s o lu c io n e s .

( U n i v .  d e  V a le n c ia )

(U n iv .  d e  M á la g a . 1 9 9 1 )
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M a t r iz  d e  los co e fic ie n te s  d e  S : 2  1 -  3 - 2 a

1 - 1  3 -  a

C o m o
2  1

1 - 1
=  -  3  r- 0 ,  el sistema S  se p u e d e  e s c r ib ir  d e  la  f o r m a  :

11) 2 x  +  y  = (3 + 2 a)z

( 2 )  x - v  =  ( a  -  3 )  i

11') =  ( 1 )  +  ( 2 )  3 x  = 3 a z  

( 2 )  x - v ®  (a  — 3 ) 2

x  =  a z

V =  3 z

h a c ie n d o  z  =  k x  =  a k  ; y  =  3 k  :  z  =  k

M a t r iz  de los co e fic ie n te s  de S f  1 0  1

[ b - 1  1 b 2

+ b

- b

C o m o
1 0  

b - 1  1
=  1 * 0 .  el sistema S ‘ se p u e d e  e s c r ib ir  de la  f o r m a  :

x = - ( 1 4  b ) z

( b—  1 ) X 4- y  =  ( —  b 2 4- b ) z

x  =  ( - 1  —  b )  z

y  =  ( b  -  1 ) z

h a c ie n d o  z  =  h : x =  ( -  1 -  b )  h  ;  y  =  ( b  -  1) h ; z =  h (2 )

S i  los sistem as S  y  S ’ t ienen las m is m as s o lu c io n e s ,  d e  ( 1 )  y  ( 2 )  se o b t ie n e :

a k  =  ( -  1 - h > h  

3 k  -  I b  -  1)  h 

k =  h

k  =  -  1 - b  b -  1 =  1

h a  3  1

- 1  - b  =  a 

b - 1  =  3
b  =  4 .  a =  — 5

Se p u e d e n  c a lc u la r  los valores de a y  b  c o n s id e r a n d o  q u e  el sistema f o r m a d o  p o r  las e c u a c io n e s  de 

S  V S ’ t iene  s o lu c ió n  d is t in ta  de la  t r iv ia l ,  o  sea q u e  el ra n g o  d e  la  m a t r i z  d e  los c o e fic ie n te s  es m e n o r  

qu e  el n ú m e r o  de in có g n ita s :

2  1 - 3  — 2 í

1 - 1  3 - a

1 0  1 4- b

b - 1  1 b 2 - b

rango <  3

c o m o =  1 * 0 . o r l a n d o  este m e n o r  c o n  la tercera c o l u m n a  y  las filas p r im e r a  y  c u a r t a ,  ob
1 - 1  

1 0

te n e m o s  d o s  m e n o r e s  d e  te rce r o r d e n  q u e  deb en ser n u lo s :

2  1 —  3 — 2  a

T - T l 3 - a =  0 - 2 ( 1  4 b ) 4 ( 3 — a ) 4 ( — 3 — 2  a ) — ( 1 4 b )  = 0 —  3 - 3 b  -  3 a  =  0

1  o! 1 4 b
= > = >

1 - 1 : 3 - a

J ___ 0» 1 4- b =  0 - 1 1  4 b )  ( b - 1 )  4- ( 3 — a )  — (1 4  b )  4  ( b 2 — b )  = 0 3 - a - 2  b  =  0

b - 1  1 b 2 - b

www.FreeLibros.me



T E O R E M A  D E  R O U C H E - F R O B E N I ' J S  121

a +  b  =  -  1

a + 2 b  =  3

r b  =  4

5 . 1 9  D i s c u t i r  el s is t e m a  d e  e c u a c io n e s :

x  +  y  +  2  z  =  0

m x  +  y  —  z  =  m - 2

3 x - f -  m y  +  z  =  m — 2

s e g ú n  l o s  v a l o r e s  d e  m  f= R ,  y  r e s o l v e r l o  p a r a  a q u e l l o s  v a l o r e s  e n  q u e  e x is ta  s o l u c i ó n .

( U n i v .  d e  C ó r d o b a f

E s c r i b a m o s  la  m a t r i z  d e  l o s  c o e f i c i e n t e s  v  •a m a t r i z  a m p l i a d a :

A l  =

A  =

i • 2

m 1 - 1

3 m i

m ¿ i - 2 .  2

1 1 2 1 i 2 0

m 1 - 1 • B  = m 1 - 1 m - 2

3 m 1 3 m 1 m - 2

1 - 3  +  2  m 2 —  6 +  m  - -  m  =  2  m 2  - 8  ; A  = 0  = >

r a n g o  d e  A  =  3  

r a n g o  d e  B  =  3

m* =  4  . m  •

S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  

( s o l u c i ó n  ú n i c a )

A p l i c a n d o  la  r e g la  d e  C r a m e r :

x  =

z =

—  ( m - 2 )  +  2 m ( m - 2 ) - 2 ( m - 2 |  -  ( m - 2 )  2 ( m - 2  )2

2  ( m 2 —  4 ) 2 ( m  * 2 ) ( m - 2 !
x - m - 2

m  ♦ 2

( m — 2 ) + 2 m ( m — 2 ) — 6 ( m — 2 )  +  ( m — 2)  

2  ( m 2 —  4 )

2 ( m - 2 ) ?____

2 ( m + 2 ) ( m - 2 >
V =

m - 2  

m - t  2

( m — 2 ) + 3 ( m — 2 )  —  m ( m — 2 ) — m ( m - 2 )  - 2  ( m - 2 ) 2

2  ( m 2 —  4 ) 2 ( m 2 —  4 )
2 ( m + 2 ) ( m — 2 )

z  =
- ( m - 2 )  

m  +  2

Si m  =  -  2 : 1 1 2 1 1 2 0

A  = - 2 1 - 1 ;  b  = - 2 1 - 1 - 4

3 - 2 1 3 - 2 1 - 4
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c o m o  I A l  =  0
1 1

- 2  1
=  1 +  2  =  3  *  0  . el ra n g o  de A  es 2 .

O r l a n d o ,  en B ,  este m e n o r  c o n  la  tercera fila  y  la cu a rta  c o l u m n a :

=  -  4 - 1 2 - 8 - 8 *  0 ,  el ran go  de B es 3 .
1 1. o

2  J J  - 4

3  - 2  - 4

ran go  d e  A  =  2
si m  =  —  2 : = >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t iene  s o lu c ió n !

ra n g o  de B =  3

Si m  =  2 : El sistema q u e  n o s  q u e d a  es h o m o g é n e o :

x  +  y  +  2 z  =  0  

2 x  +  y  -  2 = 0

3 x  +  2 y  +  z  =  0

y  s o lo  h a y  q u e  estudiar  la  m a tr iz  A  de los coeficientes:

1 1 2

A  = 2  1 - 1
3  2  1

C o m o  A  =  0  y
1 I

2  1

tas d e  la t r iv ia l ,  t iene  ¡finitas soluciones.

=  - 1  *  0  . el ra n g o  de A  es 2 ,  el sistema t iene  so lu cio n e s  distin-

si m  =  2 :  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  Itiene infintas solucio nes)

Para res olverlo  se co n s id e ra n  c o m o  in c ó g n ita s  prin c ip a le s  x e y  ( c u y o s  co e fic ie n te s  se c o rre s p o n  

den c o n  las c o l u m n a s  del m e n o r  q u e  n o s  ha d a d o  el r a n g o ! ,  y  c o m o  e cu a c io n e s  prin c ip a le s  la p r im e ra  y  

segunda ( c u y o s  co e fic ie n te s  se c o r re s p o n d e n  c o n  las filas d e l m e n o r  q u e  n o s  ha d a d o  el ra n g o ! .  E s  siste

m a es e q uivalen te  a:

y  =  -  2  z  -  x =  -  2 z - 3 z  =  -  5  z

x  =  3 z

h a cie n d o  z  =  k te n e m o s  la  s o lu c ió n  g e n e r a l : x =  3 k  . y  =  - 5 k  , z  =  k

5 . 2 0  D is c u t i r  y  resolver, e n  los casos q u e  p ro c e d a ,  el sistema:

2 y  +  k z  =  k 

( k  -  2 ) x  +  y  + 3 z  =  0

( k  —  1 J y  =  1 - k

¿ C ó m o  seria la  d iscusión  si los t é r m in o s  in d e p e n d ie n te s  fuesen nulos?

(U n iv .  d e  L a  L a g u n a  -  T e n e rife )  

(U n iv . d e  E x tre m a d u ra )
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E s c r i b a m o s  la  m a t r i z  d e  lo s  c o e f i c i e n t e s  y  la  m a t r i z  a m p l i a d a :

0 2 k ' 0  2 k k  ‘

A  = k - 2 1 3 ;  b  = k - 2  1 3 0

. o k - 1 0 1■XO
- 0 1 - k

A  1 =

0  2  k 

k - 2  1 3

(ÑIIi

2  k

0  k - 1  0

01

( k — 2 )  ( k - l ) k  ; ! A  I =  0  ( k  =  0 ,  k  =  1,  k  =  2¡

si  k  <¿ {  0 . 1.  2  •:
r a n g o  d e  A  =  3 

r a n g o  d e  B  =  3

2 y  +  k z  =  k

( k - 2 ) x  +  y  +  3 z  =  0

( k - l ) y  =  1 — k

S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  

(s o l u c i ó n  ú n i c a )

z =

V = -  1

- 6 ^ 2 k  

( k  —  2 ) k

S i  k  =  0 :

A  =

c o m o  A  i -  0  y

O r l a n d o  este m e n o r  c o n  la  t e r c e r a  fila  y  la  c u a r t a  c o l u m n a  d e  B

20 2  i 0

- 2 1 0 =  1 •

0 - 1 1

0

- 2

0 2  0 0  2 0 0

- 2 1 3 ;  B  = - 2  1 3 0

. 0 -  1 0 0  - 1 0 1

21 

1 1
=  4 * 0 . el r a n g o  de A  es 2 .

1
=  4  -r. 0  . el r a n g o  d e  B e s  3 .

r a n g o  d e  A  =  2

si k  =  0 : = >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t ie n e  s o l u c i ó n )
r a n g o  d e  B  =  3

S i  k  =  1 : 0 2 1 0 2 1 f

A  = -  1 1 3 ;  B = -  1 1 3 0

0 0 0_ 0 0 0 0 .

c o m o  I A  I =  0  y  | °  =  2  *  0 ,  el r a n g o  d e  A  es 2 .  E l  r a n g o  d e  B  t a m b i é n  es 2 .  y a  q u e  n o

*  p u e d e n  f o r m a r  m e n o r e s  d e  te r c e r  o r d e n  d i s t i n t o s  d e  0 .  al ser n u l o s  los e l e m e n t o s  d e  la  te rc e ra  fi la .

1 si k  =  1 : r a n g o  A  =  r a n g o  B  =  2  = >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O

( i n f i n i t as s o l u c io nes )

Para r e s o lv e r l o  se t o m a n  c o m o  i n c ó g n i t a s  p r i n c ip a l e s  x  e  y .  c u y o s  c o e f i c i e n t e s  s o n  las c o l u m n a s  

3*< m e n o r  q u e  n o s  h a  d a d o  el r a n g o ,  el s is te m a  d a d o  es e q u iv a l e n t e  a :
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—  2  Y =  1 -  z 

-  X + y  =  -  3 z

h a c ie n d o  z  =  2 k :

V =
z -  1

x =  y  +  3 z  =  +  3 z  =  - -

x =  7 k -  ^  ; y  =  k -  | ;  z  =  2 k

Sl 0  2  2 0  2  2  2

A  = 0  1 3 B  = 0  1 3  0

o
 

*—
 

o

0  1 0 - 1

c o m o  A  i =  0  y
1 3 

1 0
=  — 3 * 0 ,  el ra n g o  d e  A  es 2 .

O r la n d o ,  en B, este m e n o r  c o n  la p r im e r a  fila y  la  cu a rta  c o l u m n a :

=  _  10 *  0  . el ra n g o  d e  B es 3.

2 2 2 2 2 4

1 3  0 1 3 1

1 0 - 1 1 D 0

ran go  de A 2  1
k =  2 : = >

ran go de B 3 I

=  1 •
2  4

3  1

Si los t é r m in o s  in d e p e n d ie n te s  fuesen n u lo s ,  el sistema seria:

Ik - 2 1  x +

2  y  +  k  z  =  0 

y  +  3 z  =  0

(k —  1) y  =  0

qu e  es h o m o g é n e o .  S ó lo  h a b ría  q u e  estudiar  el ra n g o  d e  la m a t r i z  de los c o e fic ie n te s , o  sea de A ,  que 

c o m o  h e m o s  v isto :

si k ^  0 , 1 , 2  : ra n g o  d e  A  =  3  =  n ú m e r o  de in c ó g n ita s  = >  el sistema sólo  t iene  la s o lu c ió n

x =  y  =  z  =  0

si k  c  { 0 . 1 . 2 ' :  ra n g o  d e  A  =  2  <  n ú m e r o  de in c ó g n ita s  el sistema t iene  in f in ita s  s o lu 

ciones.

5 . 2 1  E l i m i n a r  los p a r á m e t r o s  a  y  b  e n  el s iguie n te  sistema:

x  -  1 =  4 a  +  b

y  -  2  =  3 a  -  b

z  = - a  + 2 b

(U n iv .  d e  V a le n c ia )

E l  sistema d a d o  e s  c o m p a t ib le  p u e s to  q u e  el ra n g o  de m a t r i z  de los co e fic ie n te s  y  el de la m a t r iz  

am p lia d a
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1 0 0 1 0 0 1 4- 4 a  4- b  '

0 1 0 Y  N  = 0 1 0 2  4- 3 a  -  b

0 0 1 0 0 1 -  a  4 -2 b

M  =

es 3 . S ie n d o  la s o l u c ió n :  x =  1 + 4 a  +  b ;  y  =  2  4- 3 a  -  b  ; z =  -  a 4 - 2  b  . q u e  d e p e n d e  d e  los va

lores de a y  b .

D e  lo  a n t e r io r  se d e d u c e  q u e  el sistema, en q u e  las in c ó g n ita s  son a y  b :

4 a  +  b  =  x -  1 

3 a  -  b  =  y  -  2 

- a  4 -2 b -  z

es c o m p a t ib le ,  de d o n d e :

4  1 4  1 x  -  f

r a n g o  de 3  - 1 =  ran go 3 - 1  y  -  2

- 1  2 . - > 3  *

El ra n g o  d e  la p r im e r a  m a t r i z  es 2 .  p u e s to  q u e 0 .  luego el ra n g o  de la segunda ma
4  1

, 3  - 1

t r i z  debe ser 2  para q u e  el sistema sea c o m p a t i b l e ,  el ú n i c o  m e n o r  d e  tercer o r d e n  d e b e  ser n u lo

4 1 x -  1

3 - 1  y  -  2 

- 1 2  z

=  0  = >  - 4 z  —  ( y - 2 )  +  6 ( x  —  1 ) —  U - 1 1 -  3 z - 8 ( y - 2 )  =  0  = >  

5 x  —  9 y  -  7 z  4- 13 =  0

5 . 2 2  E l im i n a r  los p a r á m e tro s  a . b  y  c, en el sistema d e  ecuac ion es:

x ,  =  2 a  4- b  4  c  —  1

x 2 =  - a  - 2 b  4 - c  4- 2

X3  =  a 4 -3 b  - 2 c  -  5

x 4 =  4 a  - 2 b  4 - 6 c  4- 4

(U n iv .  d e  M u rc ia )

A  ca d a  valor real d e  a . b  y  c  c o r re s p o n d e n  valores reales d e  x , . x 2 , x 3 y  x 4 . E s t o  nos d ic e  qu e  

e  s iste m a :

2 a  +  b  4- c  =  x ,  4- 1

- a  -  2 b  4- c  =  x 2 -  2

a +  3 b  -  2 c  =  x 3 4- 5

4 a  - 2 b  +  6 c  =  x 4 -  4

d o n d e  las in c ó g n ita s  son a, b  y  c ,  t iene  s o l u c ió n ,  es c o m p a t i b l e ,  d e  d o n d e :
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r a n g o

2 1 1 2 1 l + 1

- 1 - 2 1
=  r a n g o

- 1 - 2 i x 2  - 2

1 3 - 2 1 3 - 2 x 3  + 5

4 - 2 6 4 - 2 6 X 4  “ 4

H a l l e m o s  e l  r a n g o  d e  l a  p r i m e r a  m a t r i z :  

' 2  1
O r l a n d o  e l  m e n o r

- 1  - 2
=  -  3 .  c o n  la  t e r c e r a  c o l u m n a  y  l a s  f i l a s  t e r c e r a  y  c u a r t a :

2  1  ;  1

- 1  - 2  1 =  8 4 - 1 - 3  +  2 - 6 — 2  =  0

1 3  - 2

2  1 :  1

- 1  - 2 :  1 =  — 2 4 4 4 + 2 + 8  +  4 +  6 =  0

x* 1 N
J

O
)

e l  r a n g o  d e  la  p r i m e r a  m a t r i z  e s  2 .

e l  m e n o r

A l  s e r  t a m b i é n  2  e l  r a n g o  d e  la  s e g u n d a  m a t r i z ,  l o s  m e n o r e s  d e  t e r c e r  o r d e n  q u e  r e s u l t a n  d e  o r l a r  

2  1
.  q u e  n o s  h a  d e t e r m i n a d o  e l  r a n g o  d e  la  p r i m e r a  m a t r i z ,  c o n  la  c u a r t a  c o l u m n a

- 1  - 2

y  l a s  f i l a s  t e r c e r a  y  c u a r t a ,  d e  la  s e g u n d a  m a t r i z ,  d e b e n  s e r  n u l o s :

2 i : X , 4  1
- 1 - 2 2  1 2  1

- 1 - 2 : x 2 - 2 =  0  = >  ( x ,  +  1 }

1 3

—  ( x 2  —2 )
1  3

+  <x 3 + 5 )
- 1  - 2

1 3 x 3  4  5

=  0  = >

5 x 2  +  3 x 3  =  — 6

2 i : x ,  +  1
- 1  - 2 1 2  1 2  1

- 1

4

- 2 : 

- 2

x ? - 2  

* 4 ”  4

=  0  r >  ( X ,  + 1 )
4  - 2 - ' ' ‘ • - « U  - 2

+  < X 4 — 4 >

- 1  - 2
=  0

1 0 x ,  +  8 x 2 -  3 x 4  =  -  6

A l  e l i m i n a r  l o s  p a r á m e t r o s  a ,  b  y  c  r e s u l t a  e l  s i s t e m a :

x ,  +  5 x ? +  3 x 3  =  -  6  

1 0  x ,  +  8 x 2 -  3 x 3  =  - 6

5 . 2 3  D e t e r m in a r  lo s  v a lo re s  d e l p a r á m e tro  t  p a ra  q u e  e l sistem a

t * x  +  t 3 y  +  t  z  =  1 

x  +  ^ y  +  z  =  0

(U n i v .  d e  C a n ta b r ia , 1 9 9 1 )

V  t 3 t t 2 t 3 t i
A  = ; b  =

1  t 2 1 . 1 t2 1 0
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e l  s iste m a  te n d rá  s o l u c ió n  p a r a  los va lores d e  t q u e  h agan q u e  r ( A )  =  r ( B ).

O r l a n d o ,  e n  A ,  el m e n o r  I 1 I c o n  la s e g u n d a  y  te rc e ra  c o l u m n a  o b t e n e m o s  los d o s  siguientes m e 

ñ o re s  d e  s e g u n d o  o r d e n :

t2 t 3

I -A u I -* I

t2  t
=  t 2 - 1  =  l  í t  -  1 )

U  t 2 11 1

q u e  se a n u l a n  s im u lt á n e a m e n t e  p a r a  t =  0  y  t =  1 . Para e sto s  valores d e  t el r a n g o  de A  es 1 . y  

para o t r o s  va lores d e  t el r a n g o  d e  A  es 2 .  así c o m o  el r a n g o  d e  B ,  p u e s t o  q u e  B s ó lo  tiene d o s  filas 

v  c u a l q u i e r  m e n o r  d e  o r d e n  d o s  d e  A ,  n o  n u l o ,  es m e n o r  d e  B .

Para t  =  0  :

0 0 0 0 0 0 I
A  = B  =

1 0 1 1 0 1 0

el ra n g o  de A  es 1. y  el ta n g o  d e  B es 2 .  y a  q u e  

Para  t  =  1:

^ - 1 * 0 .

[ 1  1 1] 1 1 1 1
a  =  ; B =

L i  1 i j .1 1 1 0

y  el r a n g o  de B es 2 ,  y a  q u e
1 1 

1 0
= - 1 * 0 .

D e  t o d o  lo  a n t e r io r  se d e d u c e :

si t  ¿  {  0 , 1 3 : r  | A )  =  r ( B )  =  2 Z >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O

(in f in it a s  s o lu cio n e s)

r  ( A )  =  1
si 1 6 ( 0 , 1 ► *

r ( B  > =  2  ^
S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t iene  s o l u c ió n )

S e a  S  u n  siste m a  d e  m  e c u a c io n e s  lineales c o n  n  in c ó g n i t a s ,  c o m p a t i b l e  d e t e r m i n a d o .  S u -  

q u o a  S  le  q u i t a m o s  u n a  e c u a c ió n  y  n o s  q u e d a  a si 'u n  s iste m a  S ’ c o n  m - 1  e c u a c io n e s  y  n 

C o n t e s t a  r a z o n a d a m e n t e  a c a d a  u n a  d e  las s iguiente s  c u e s t io n e s :

1) ¿ P u e d e  S ’ ser in c o m p a t i b l e ?  3 )  S i  m  =  n , ¿es S '  d e t e r m in a d o  o  i n d e t e r m in a d o ?

2 )  ¿ P u e d e  o c u r r i r  m  <  n ?  4 )  S i  m >  n ,  ¿es S ‘ d e t e r m in a d o  o  i n d e t e r m in a d o ?

(U n iv .  d e  V a le n c ia , 1 9 9 1 )

1) Sea A  la  m a t r i z  d e  lo s  c o e fic ie n te s  d e l s iste m a  S  y  B  la m a t r i z  a m p l i a d a  c o n  los té r m i -  

•sos in d e p e n d ie n te s .

Si e l s iste m a  S  es c o m p a t i b l e  d e t e r m in a d o  e x is te  s o lu c ió n  ú n ic a :  x ,  =  a , ,  x 2  x n =  an . L a

. . t i m a  c o l u m n a  de B es igual a la  su m a  d e  las c o l u m n a s  p r im e r a ,  s e g u n d a , . . . ,  n - é s i m a ,  m u lt ip l ic a d a s

^ « o e c t i v a m e n t e  p o r  a ,  . a ?  a n , o  sea, la  ú l t i m a  c o l u m n a  d e  B es c o m b i n a c i ó n  l ineal d e  las a n te

ñores.

Si A '  es la  m a t r i z  d e  los c o e fic ie n te s  de S '  y  B ‘ la  m a t r i z  a m p l ia d a ,  c o m o  A  y  B ‘ se o b t ie n e n  

*  A  y  B s u p r i m i e n d o  u n a  fi la , la  ú l t i m a  c o l u m n a  de B ‘ es c o m b i n a c ió n  lineal de las a n te r io re s .  E n  el 

rateulo  d e l r a n g o  de B ’ se p u e d e  s u p r im i r  la  ú l t i m a  c o l u m n a  p o r  ser c o m b i n a c i ó n  lineal d e  las a n t e r io -
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res y  n o s  q u e d a r á  u n a  m a t r i z ,  q u e  c o i n c i d e  c o n  A ' ,  q u e  t ie n e  el m i s m o  r a n g o  q u e  B ’ . S i  A '  y  B '  t ie 

n e n  el m i s m o  r a n g o  el s is te m a  S ’ e s  c o m p a t i b l e .

E l  sistema S ' no  puede ser incompatible.

2 )  Si el s is t e m a  S  es c o m p a t i b l e  d e t e r m i n a d o :

ra n g o  d e  A  =  r a n g o  d e  B =  n ú m e r o  d e  i n c ó g n i t a s  =  n

T a n t o  l a  m a t r i z  A  c o m o  la  B  t i e n e n  m  filas, n o  p o d r á  ser el r a n g o  d e  a m b a s  m a t r i c e s  igual a n  

si m  <  n ,  p u e s  e n  este c a s o  n o  t e n d r í a m o s  n i n g ú n  m e n o r  d e  o r d e n  n .

N o  puede ser m  <  n.

3 )  S i  m  =  n  , el s is te m a  S ’ t e n d r á  ( n  —  I I  e c u a c io n e s .  E n  el a p a r t a d o  1 )  h e m o s  v is t o  q u e  

el s is te m a  S ‘ es c o m p a t i b l e ,  p e r o  c o m o  A ‘ y  B ' t i e n e n  ( n - 1 ) f i las, e l  r a n g o  será c o m o  m á x i m o  ( n - 1 ),  

m e n o r  q u e  el n ú m e r o  d e  in c ó g n i t a s .  E l  s is te m a  S '  es c o m p a t i b l e  i n d e t e r m i n a d o .

Si m  =  n ,  el sistema S ' es com patible indeterminado.

4 )  E l  s is te m a  S '  e s  c o m p a t i b l e  s e g ú n  se d e m o s t r ó  e n  1 ) ,  S i  la  e c u a c ió n  q u e  se s u p r i m e  d e  S  no

p e r t e n e c e  a las n  e c u a c io n e s  c u y o s  c o e f i c i e n t e s  f o r m a n  el m e n o r  q u e  n o s  h a  d a d o  el r a n g o  d e  A  y  B .

se v e r i f i c a r á :  r a n g o  d e  A '  =  r a n g o  d e  B '  =  n ,  el s is te m a  S ‘ es c o m p a t i b l e  d e t e r m i n a d o .  Si  la  e c u a 

c i ó n  q u e  se s u p r i m e  d e  S  p e r t e n e c e  a las n  e c u a c io n e s  c u y o s  c o e f i c i e n t e s  f o r m a n  el m e n o r  q u e  n o s  

h a  d a d o  el r a n g o  d e  A  y  d e  B .  p o d r á  o c u r r i r  q u e  t o d a s  las ( m  -  n i  e c u a c io n e s  re s ta n te s  d e  S  sean o 

n o  c o m b i n a c i ó n  l in e a l  d e  las ( n  -  1 )  e c u a c io n e s  q u e  q u e d a n  d e s p u é s  d e  s u p r i m i r  u n a  d e  las q u e  n o s  ha 

d a d o  el r a n g o  d e  A  y  B ,  e n  el p r i m e r  c a s o :  r a n g o  d e  A '  =  r a n g o  d e  B '  =  n —  1 ,  el s is t e m a  S ’ es

c o m p a t i b l e  i n d e t e r m i n a d o  ;  e n  el s e g u n d o  c a s o :  r a n g o  d e  A '  =  r a n g o  d e  B ' =  n , e l  s is te m a  es c o m 

p a t i b l e  d e t e r m i n a d o .

Si m  > n , depende de la ecuación eliminada de S  el que sea S '  com patible determ inado o  indetermi

nado.
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ESPACIO AFIN TRIDIM ENSIONAL

E S P A C I O  A F I N

S e a  E  e l  c o n j u n t o  d e  p u n i o s  d e l  e s p a c i o  o r d i n a r i o  y  V  e l  e s p a c i o  v e c t o r i a l  r e a l  d e  l o s  v e c t o r e s  l i 

b r e s  d e  d i c h o  e s p a c i o  o r d i n a r i o .

L a  a p l i c a c i ó n  f d e  E  > E  e n  V .  tal  q u e  a  c a d a  p a r  d e  p u n t o s  < A , B ) € E x E  l e  h a c e  c o r r e s p o n d e r  

» n  v e c t o r  g e o m é t r i c o  d e  o r i g e n  A  y  e x t r e m o  B ,  e s  d e c i r :

E ' E  - í —  V

( A , B ) --------------  =  f ( A ,  B )  =  A B

n . m p l e  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :

a )  P a r a  t o d o  p u n t o  A  d e  E  y  t o d o  v e c t o r  v  d e  V .  e x i s t e  u n  ú n i c o  p u n t o  B  d e  E  t a l  q u e

f ( A . B )  =  A B  =  v .

b )  C u a l e s q u i e r a  q u e  s e a n  l o s  p u n t o s  A ,  B  y  C  d e  E  ,  s e  v e r i f i c a  q u e

f ( A .  B )  +  f < B ,  C )  =  f ( A ,  C l  . o s e a  A B  +  B C  =  A C  ( R e l a c i ó n  d e  C h a s l e s )

P o r c u m o l i r  f  e s t a s  d o s  p r o p i e d a d e s ,  s e  d i c e  q u e  E  e s  u n  e s p a c i o  a f í n  a s o c i a d o  a l  e s p a c i o  v e c t o -

V .

S e  l l a m a  s i s t e m a  d e  r e f e r e n c i a  a f í n  d e l  e s p a c i o  a f í n  E  a l  c o n j u n t o  {  O ,  u , , u 2 , u 3 }  s i e n d o  O  u n  

p u n t o  d e  E  y  u , , u 2 y  u 3 t r e s  v e c t o r e s  l i b r e s ,  q u e  

t m a n  u n a  b a s e  d e  V ,  t a l e s  q u e  O U , . O U 2 y  O U 3 

c r  t r e s  r e p r e s e n t a n t e s .

L a s  r e c t a s  O X ,  O  Y  y  O Z  q u e  p a s a n  p o r  O  y  

k t  p a r a l e l a s ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a l o s  v e c t o r e s  u 1 , u 0 

• u  . .  se l l a m a n  ejes de coordenadas  d e l  s i s t e m a  d e  

« C e n c í a  {  O ,  u , , u 2 ,  u 3 } ,  y  l o s  p l a n o s  X O Y  ,

* : z  y  X O Z  s e l l a m a n  planos coordenados. E l  p u n -  

«  O  e s  e l  origen de coordenadas.

T o d o  p u n t o  M  d e l  e s p a c i o  d e t e r m i n a  e l  v e c t o r  O M ,  l l a m a d o  v e c t o r  d e  p o s i c i ó n  d e  M  r e s p e c t o  

x  0 ,  ta l  q u e :
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O M  =  O M ,  +  M , M ' +  M ' M  =

=  O M ,  +  O M ? 4- O M 3 =

=  X -  U ,  +  y  • U 2 +  z  u 3 (1  )

( x ,  y .  z I  s o n  las c o o rd e n a d a s  d e  M  r e s p e c to  del 

s iste m a  d e  re fe r e n c ia  {  O ,  u , .  u ? . u 3 } .

R e c í p r o c a m e n t e ,  a t o d a  te r n a  d e  n ú m e r o s  

m ales ( x .  y ,  z )  c o r r e s p o n d e ,  r e s p e c t o  d e l siste

m a  d e  re fe r e n c ia  {  O ,  u , ,  u 2 . u 3 } ,  u n  s o l o  p u n 

t o  M  tal q u e  se v e r i f i q u e  la  r e l a c ió n  ( 1) .

E n  t o d o  lo  q u e  sigue, m ie n t r a s  n o  se i n d iq u e  o t r a  co s a , c o n s id e r a r e m o s  r e f e r id o s  t o d o s  lo s  p u n t o s  

d e l e s p a c io  al s iste m a  d e  re fe r e n c ia  a f í n  R  =  { O ,  u , , u 2 , u 3 } .

D a d o s  d o s  p u n t o s  A ( a | ( a 2 , a 3 )  y  B ( b , . b 2 . b 3 ) .  p o d e m o s  c a l c u la r  las c o m p o n e n t e s  d e l v e c to r  

A B  r e s p e c to  de la  líase ( u , , u 2 , u 3  } :

O B  =  O A  +  A B  A B  =  O B  -  O A  =

=  ( b , u , + b 2 u 2 + b 3 u 3 ) -  (a ,  u , - * - a 2 u 2 +  a 3 u 3 ) =  

=  10 , - a ,  ) u ,  +  ( b 2 - a 2 ) u 2 +  ( b 3 -  a 3 ) u 3

e s c r ib ir e m o s :  A B  =  ( b ,  -  a , , b 2 - a 2 . b 3 - a 3 )

E C U A C I O N E S  D E L  P L A N O

Se l la m a  e c u a c ió n  d e  u n  p l a n o  a la  c o n d i c i ó n  necesaria  y  s u f ic ie n te  q u e  d e b e n  v e r i f ic a r  las c o o r d e 

na d a s  d e  t o d o  p u n t o  del p l a n o .

U n  p la n o  q u e d a  d e t e r m i n a d o  d a n d o  u n  p u n t o  p o r  el q u e  pasa y  d o s  v e c to r e s ,  d e  d is t in t a  d i r e c c ió n ,  

a lo s  q u e  es p a ra le lo .

T a m b i é n  q u e d a  d e t e r m in a d o  p o r  tres p u n t o s  n o  s itu a d o s  e n  l ínea recta.

E c u a c i ó n  v e c to r ia l  d e l  p l a n o  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A < x , , y , , z , ) y  es p a ra le lo  a los v e c to r e s  

v  =  ( v , . v 2 . v 3 )  y  t =  ( t , . t 2 . t 3 ) . n o  p a ra le lo s  e n t r e  sí.

S i  a  y  x  s o n  los v e c t o r e s  d e  p o s i c i ó n  d e l p u n t o  A  y  del 

p u n t o  g e n é r ic o  M ( x .  y ,  z )  d e l  p l a n o :

O M  =  O A  ¥ A M x = a + X v + y t

( x.  y .  z )  =  ( x 1# y , ,  z . )  +  X ( v , ,  v 2 . v 3 ) ( t , 4 12 . t 3 )

L a  e c u a c i ó n  v e c to r ia l  d e l  p l a n o  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( 2 . — 1.3) 

y  es p a r a le lo  a lo s  v e c t o r e s  v  =  ( 5 .  4 . - 6 »  y  t  =  ( - 2 .  7 .  81  es

( x .  y .  z )  s  ( 2 , - 1 .  3 )  +  A ( 5 .  4 , - 6 )  +  / i ( - 2 .  7 .  8 )

Para  c a d a  par d e  v a lo re s  reale s q u e  d e m o s  a lo s p a r á m e t r o s  X v  y  o b t e n d r e m o s  las c o m p o n e n t e s  d e  u n  v e c t o r  x  c u y o  

re p re se n ta n te  c o n  o r i g e n  e n  el p u n t o  O ,  o r i g e n  d e  c o o r d e n a d a s ,  t e n d r á  s u  e x t r e m o  en el p la n o .
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E c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s  d e l  p l a n o  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( x , ,  y , ,  z , )  y  e s  p a r a l e l o  a lo s  v e c t o 

res v  =  ( v , .  v 2 . v 3 )  y  t  =  ( t , .  t2 . t 3 ) :

t =  ( - 2 .  7 .  8 )  s o n :

X II x + +

y  -  y ,  4 -  X v 2 +

z  =  z ,  4 -  X v 3 4 *  l 3

q u e  p a s a  p o r  e l  p u n t o A ( 2 . - i . :

x  =  2  4- 5 A _ 2 p

y  =  _ !  +  4 A + 7 p

z  «  3  -  6 X 4- 8  u

( 2 )

P a r a  c a d a  p a r  d o  v a l o r e s  re a le s  q u e  d e m o s  a  lo s p a r á m e t r o s  A y  p  o b t e n d r e m o s  la s  c o o r d e n a d a s  ( x .  y .  z l  d o  u n  p u n 

t o  d e l  p l a n o .

E c u a c i ó n  c a r t e s i a n a  o  i m p l í c i t a  d e l  p l a n o  q u e  pa sa  p o r  el p u n t o  A ( x , . y ,  . z ,  ) y  e s  p a r a l e l o  a  los 

v e c t o r e s  v  =  ( v t . v 2< v 3 )  y  t  =  ( t , .  t2 , t 3 ) :

x — x ,  y - y ,  z - z ,

V 1 V2 V 3 =  0

l 1 * 2  l 3

( 3 )

S i  d e s a r r o l l a m o s  e s t e  d e t e r m i n a n t e  y  s i m p l i f i c a m o s ,  n o s  q u e d a r á  u n a  e x p r e s i ó n  l in e a l  e n  x . y  ,  z . 

d e  la  f o r m a :

( 4 )x  +  b y  +  c z  +  d  =  0

e n  la  q u e  n o  s o n  n u l o s  s i m u l t á n e a m e n t e  a .  b  y  c.

L a  e c u a c i ó n  c a r t e s i a n a  o  i m p l í c i t a  d e l  p l a n o  q u e  p a s a  p o r  e l  p u n t o  A < 2 .  —  1 . 3 »  y  es p a r a l e l o  a  lo s  v e c t o r e s  v  

*  ( 5 .  4 .  - 8 )  y  t =  ( - 2 .  7 .  8 )  e s :

x - 2 y 4 - 1 z - 3

5 4 - 6 a  0

- 2 7 8

4  - 6 1 5  - 6 I 5  A
-  ( y  4 - 1 J +  ( z - 3 l

7  8 1 - 2  8 - 2  7

D e s a r r o l l a n d o  p o r  lo s  e l e m e n t o s  d e  la  p r i m e r a  f i la : 

l x - 2 >

( x - 2 )  (3 2  4 - 4 2 ) - <y 4 - 1 ) ( 4 0 -  12» 4- ( z  -  3»  135 4 - 8 )  =  0 

L a s  e c u a c i o n e s  d e  lo s  p l a n o s  c o o r d e n d o s  s o n :

7 4  x - 2 8  y  4 -  4 3  z  -  3 0 5  -  0

p l a n o  X O V  : 

X O Z  : 

Y O Z  :

z  =  0  

y  =  0  

x  =  0

L a  e c u a c i ó n  a x  +  b y  +  d  =  0  r e p r e s e n t a  u n  p l a n o  p a r a l e l o  al e je  O Z .

a x  4- c z  4- d  =  0

b y  4 - c z  4- d  =  0
• 4 44

"  "  O Y .  

"  '* O X .
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El p l a n o  a x  +  b y  +  c z  +  d = 0  es p a r a l e l o  al v e c t o r  v  =  ( v , . v 2 ,  v 3 )  si y  s ó l o  si

v ,  +  b v 2 +  c v 3 =  0

S i  el p l a n o  c o r t a  a los e je s  e n  los p u n t o s  M < m .  0 , 0 ) .  N ( 0 ,  n , 0 )  

y  P I O ,  0 ,  p ) ,  su e c u a c i ó n  es:

+  1 +  —  —  1 =  0
m  n P

(5:

l la m a d a  e c u a c i ó n  secular.

E c u a c i ó n  d e l p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  tre s  p u n t o s ,  n o  s i t u a d o s  e n  l ín e a  r e c t a .  A ( x , .  y , ,  z , ) ,  

B ( x 2 .  y 2 , z 2 ) y  C ( x 3 , y 3 . z 3 ) :

x  y  z  1

x ,  V ,  z ,  1

x 2 y 2 z 2 1
=  0 ( 6)

x 3 V3 Z 3 1

L a  e c u a c i ó n  d e l  p l a n o  q u e  p a s a  p o r  lo s p u n t o s  A d . - 1 . 2 l ,  B < 3 .  —  1. 1 > v  C ( 4 . 0 . - 2 ) .  es:

x  y  z  1

1 - 1 2  1 

3 - 1  1 1

4  0 - 2  1

=  0

R e s t a n d o  la  ú l t i m a  f i la  d e  las tres p r i m e r a s  y  d e s a r r o l l a n d o  d e s p u é s  p o r  lo s  e l e m e n t o s  d e  la  c u a r t a  c o l u m n a :

x  — 4 V *-*-2 0
x  — 4 V z + 2

- 3 -  1 4 0
- -  0 = > - 3 - i 4

- 1 -  1 3 0
- 1 - 1 3

4 0 - 2 1

- 1  4  I - 3  4 1 - 3  - 1
l x - 4 ) - y +  < z + 2 )

- i  3 ; - l  3 I - 1  -  1
( * _ 4 ) ( — 3 ^ 4 ) — y ( - 9 - * - 4 )  +  ( z + 2 )  < 3 -  1) =  0  = >

x +  5 y  +  2 z  =  0

C o n s i d e r a n d o  q u e  el p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  l o s  tres p u n t o s  A ( x 1 . y 1 , z , ) .  B ( x 2 , y 2 , z 2 )  y  

C ( x 3 .  y 3 ,  z 3 )  es el p l a n o  q u e  pa sa  p o r  el p u n t o  A  y  es p a r a l e l o  a los v e c t o r e s

A B  =  ( x 2 - x , .  y 2 - y , .  z 2 - z , )  y  A C  =  ( x 3 -  x , .  y  3 - y ,  .  z 3 -  z , )  . 

p o d e m o s  h a l la r  s u  e c u a c i ó n  p o r  las f ó r m u l a s  a n t e r io r e s .

L a  c o n d i c i ó n  n e c e s a r ia  y  s u f ic ie n t e  p a r a  q u e  lo s  c u a t r o  p u n t o s  A ( x , ,  y , ,  Z j ) .  B ( x 2 . y 2 . z 2 > . 

C ( x 3 ,  y 3.  z 3 ) y  D ( x 4 . y 4 , z 4)  sean c o p l a n a r i o s  es:

x ,  y ,  z ,  1

x 2 z 2 1 =  0

x 3 y 3  z 3 1

* 4 v 4 *4 1
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S e  l l a m a  h a z  d e  p l a n o s  d e t e r m i n a d o  p o r  lo s  p l a n o s

a x  +  b y  +  c z  +  d  =  0  ;  a ' x  +  b ' y  +  c ' z  +  d ’ =  0

al c o n j u n t o  d e  p l a n o s  q u e  c o n t i e n e n  a  la  r e c t a  i n t e r s e c c i ó n  d e  a m b o s .  S u  e c u a c i ó n  es:

| \ ( a x  +  b y  +  c z  +  d )  +  p  ( a ' x  +  b ' y  +  c '  z  +  d ' )  =  0 ( 7 )

A  c a d a  p a r  d e  v a l o r e s  rea les d e  X y  p  o b t e n d r e m o s  u n  p l a n o  d e l h a z  q u e  c o n t i e n e  a  la r e c t a  i n 

t e r s e c c ió n  d e  a m b o s  p l a n o s ,  l la m a d a  b a se  d e l  h a z .

D o s  p l a n o s  a x  +  b y  +  c z  +  d  =  0

a ' x  +  b ' y  +  c ' z  +  d  =  0

son c o in c id e n t e s  si
j j  _  _b _  _c_ =  d̂  

a '  b '  c '  d*

y  s o n  p a r a le lo s  y  d i s t i n t o s  si

a _  _b _  _c _  ^  
a '  o '  c '  ~  d '

(s i a l g ú n  d e n o m i n a d o r  e s  0 ,  se e n t e n d e r á  q u e  t a m b i é n  es 0  el n u m e r a d o s  c o r r e s p o n d i e n t e ) .  

S e  l l a m a  h a z  i m p r o p i o  d e  p l a n o s  al c o n j u n t o  d e  t o d o s  los p l a n o s  p a r a le lo s  a  u n o  d a d o .  

E l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  lo s  p l a n o s  p a r a le lo s  al p l a n o

a x  +  b y  +  c z  +  d  = 0

tiene p o r  e c u a c ió n

a x  +  b y  +  c z  +  k  =  0 ( 8 )

A  c a d a  v a l o r  real d e  k  c o r r e s p o n d e  u n  p l a n o ,  p e r t e n e c i e n t e  al h a z  i m p r o p i o  de p l a n o s  d e f i n i d o  

p o r  e s ta  ú l t i m a  e c u a c i ó n .

E l  p l a n o  q u e  pasa p o r  e l  p u n t o  A ( 3 , -  2 .  I )  v  «  p a r a le lo  a l  p l a n o  6 x  +  4  y  +  8 1  -  7  =  0 .  se o b t i e n e  d e  la  si 

d i e n t e  f o r m a :

• T o d o s  lo s  p l a n o s  p a r a le lo s  al d a d o  están  c o n t e n i d o s  e n  la  e c u a c i ó n  d e l  b a r  d e  p l a n o s :

6 x  4 -  4 y  +  8 z  +  k  =  0  la !

• E l  v a l o r  d e  k  q u e  n o s  d a  el p l a n o  q u e  pasa p o r  e l  p u n t o  A ( 3 .  -  2 .  1) l o  h a l l a r e m o s  c o n s i d e r a n d o  q u e  lo s  c o o r d e 

na da s d e  A  d e b e n  s at is fac er  la e c u a c i ó n  ( a ) :

6  - 3  +  4 ( — 2 »  +  8  1 + k  =  0  = >  k  =  —  1 8  = >  6  x +  4  v  +  8  i  -  18 =  0  

« s  la e c u a c i ó n  d e l  p l a n o  p e d i d o .

S e  l l a m a  r a d ia c ió n  d e  p l a n o s  al c o n j u n t o  d e  t o d o s  los p l a n o s  q u e  p a s a n  p o r  u n  p u n t o  l la m a d o  

••é rtic e  d e  la  r a d ia c ió n .

L a  e c u a c i ó n  d e  la  r a d ia c ió n  d e  p l a n o s  q u e  t ie n e  p o r  v é r t ic e  el p u n t o  A ( x , , y , .  z , )  es:

a ( x  —  X | )  +  b ( y  —  y , )  +  c ( z  —  z , )  =  0  O )

s e n d o  a . b .  c .  p a r á m e t r o s  v a r ia b le s .

T o d o s  lo s p l a n o s  q u e  p a s a n  p o r  el p u n t o  A ( 3 .  2 ,  - 4 )  e s t á n  c o m p r e n d i d o s  e n  lo  e c u a c i ó n :

a ( x - 3 )  +  b ( y  —  2 )  + c ( z + 4 ) = 0
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S i  lo s  tre s  p la n o s

a x  +  b  y  +  c  z  +  d  =  0  ;  a ’x  +  b ’ y  +  c ’ z  +  d ’ =  0  ;  a " x  +  b "  y  +  c " z  +  d "  =  0

f o r m a n  u n  á n g u l o  t r i e d r o  ( t i e n e n  u n  s o lo  p u n t o  c o m ú n ) ,  la e c u a c ió n  d e  la ra d ia c ió n  d e  p la n o s  a q u e  

p e r te n e c e n  es:

A ( a x  +  b y  +  c z  +  d )  +  / i ( a ’ x  +  b ’ y  +  c ' z  +  d ' )  +  7 < a " x  +  b " y  +  c "  z  +  d " )  =  0  ( 1 0 )

s ie n d o  A . ¿i , y  p a r á m e t r o s  variables.

Todos los planos que pasan por el punto de intersección de los planos:

2x -  3y -  4z  -  8  = 0  . 2x -  4V +  5z -  4 = 0  . 4x -  6 y  -  3* -  5 =  0 

están comprendidos en la ecuación:

X(2x -  3y -  4 ;  -  8) + p < 2 x  -  4y +  5 r  - 4 )  +  > (4 x  -  6 y  -  3z -  5 )  =  0

P o s ic ió n  re lativa  d e  d o s  p la n o s :  E n  el e s t u d io  d e  la p o s i c i ó n  re lativa  d e  los p la n o s

t iy: a x  +  b y  +  c z  f  d  =  0

n 2:  a 'x  +  b ' y  +  c ' z  +  d '  =  0

se p o d r á n  p re s e n ta r  los s iguiente s  casos:

► lo s  d o s  p la n o s  s o n  c o in c id e n te s .  

L a s  igu a ld a d e s a n te r io re s  e q u iv a le n  a : (a. b .  c .  d )  =  k ( a \  b \  c \  d ' )

19)  ±  1
a ’ b'  c ‘  d ’

2 o)  —  =  —  =  —  f - —  = >  lo s  p la n o s  son parale los y  d is t in to s
a' b '  c '  d '

L a s  igu a ld a d e s a n te r io re s  e q u iv a le n  a : 

la. b . c )  =  k ( a \  b ' . c ' )  .  d  *  k d '

3 ° ) Si n o  se v e r i f ic a  n i n g u n o  d e  lo s  d o s  casos a nterio res , 

los d o s  p la n o s  se c o r t a n  según u n a  recta.

A  la m i s m a  c o n c lu s ió n  se llega e s tu d ia n d o ,  p o r  el te o r e m a  d e  R o u c h é .  el sistema f o r m a d o  p o r  las 

e c u a c io n e s  d e  a m b o s  p la n o s:

r ( M )  =  r ( N )  =  1 = >  —  , =  =  — ,  =  ^ 7  = >  los d o s  p l a n o s  s o n  c o in c id e n te s  
a  b  c  d

r ( M )  =  1 |
= >  S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  = >  lo s  d o s  p la n o s  s o n  d is t in to s  y  paralelos

r ( N )  =  2  I

r ( M )  =  r ( N )  = 2  = >  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  = >  los d o s  p la n o s  son d is t in 
tos y  se c o r t a n
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Sea estudiar ,  s egú n l o t  valo res d e  a y  b .  la  p o s ic ió n  re la t iv a  d e  lo s p la n o s  2 x + a y - 4 z - 8  =  0

4 x  +  6 y - 8 z  +  b =  0 :

L o s  p la n o s  s erán pa rale los  si: -  3  *  ■  —  = > 1 2 » 4 a  a =  3  
4  6  - 8

L o s  p l a n o s  serán c o i n c i d e n t e s  si:  —  =  —  =  — -  =  — -  = >  2  b  =  —  3 2  = >  b  =  -  16

S i  a =  3  y  b  =  -  16

a =  3  y  b  *  -  16

a *  3

4  6 -

lo s  p la n o s  c o i n c i d e n  

los p la n o s  s o n  p a r a le lo s  y  d is t in tos  

lo s p la n o s  n o  s o n  parale los ,  se c o r t a n  según u n a  recta .

P o s ic ió n  re la t iv a  d e  tres p la n o s: S e a n  l o s  p l a n o s  d e  e c u a c i o n e s .

a x + b y + c z + d = 0

t t 2 : a 'x  +  b ' y  +  c ' z  +  d ’ =  0

*3: a ' x  4 -  b ' y  +  C ' ' z  4 -  d " =  0

Se e stu d ia  en p r i m e r  lu g a r  si h a y  p la n o s  paralelos :

a b _ c  _  a b  c  d

a '  ”  b '  ~  c '  "  d '  V  a "  b "  ~  c "  ~  d "

los tres p la n o s  son c o in c id e n t e s

a b  _  c  ^  d  a _  b  _  c  ^ d
_ * L » _» J  t ’ .11 L. »» _»< « * »
a b e d  a b e d

=  J í l  =  -^1  *  É L
V a "  b "  c "  *  d ”

los tres p la n o s  son parale los y  d is t in to s

-p r  =  ~  y  l a .  b .  c )  *  k ( a " ,  b " .  c " )

los d o s  p r im e r o s  p la n o s  son c o in c id e n t e s  y  c o r t a d o s  p o r  

el tercero
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±  =  2 . = L * ±  y  (a ,  b ,  c )  *  k ( a " ,  b " ,  c " )  
a'  b  c '  d

los dos p r im e ro s  p lanos son paralelos y  d istintos y  están 

co rta d o s p o r  el tercero

Si n o  existe n in g ú n  p a r  d e  p la n o s  paralelos, se estudia  p o r  R o u c h é  el sistema f o r m a d o  p o r  las e cu a 

ciones de los tres planos:

a b  c a b  c  d

M = a" b '  c* ;  N  = a' b '  c '  d '

a '  b "  e " .a "  b "  c "  d "
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S e a  e s t u d i a r ,  s e g ú n  lo s v a lo r e s  d e  a ,  b ,  c  y  d ,  la  p o s i c i ó n  r e l a t i v a  d e  lo s  p l a n o s :

ff :  x  +  y  +  z  =  a

ff2 :  x  +  y  +  z  =  b

jt3 :  x  +  y  + c z  3  d

L o s  d o s  p r i m e r o s  p l a n o s  s o n  p a r a l e l o s ,  y  si c  =  1 lo s t re s  p l a n o s  s e r á n  pa r a le lo s ,  

a  =  b  =  c  = >  lo s  tres p l a n o s  s o n  c o i n c i d e n t e s

a *  b  *  d  lo s  d o s  p r i m e r o s  p l a n o s  c o i n c i d e n  y  s o n  p a r a le lo s  a l  t e r c e r o

a *  b  =  d  = >  lo s  d o s  ú l t i m o s  p l a n o s  c o i n c i d e n  y  s o n  p a r a le lo s  a l  p r i m e r o

a  =  d  *  b  = >  lo s  p l a n o s  p r i m e r o  y  t e r c e r o  c o i n c i d e n  y  s o n  p a r a le lo s  a l  s e g u n d o

a  *  b ,  b  í  d ,  a *  d  lo s  tres p l a n o s  s o n  p a r a le lo s  v  d i s t i n t o s

a -a b  lo s  d o s  p r i m e r o s  p l a n o s  c o i n c i d e n  y  s o n  c o r t a d o  p o r  e l  t e r c e r o

a *  b  lo s  d o s  p r i m e r o s  p l a n o s  s o n  p a r a l e l o s  y  d i s t i n t o s  y  s o n  c o r t a d o s  p o r  el t e r c e r o .
c  *  1

Decir en qué posición relativa están los tres planos dados por:

2 x  +  3  y  —  4  * =  2 a  - 3 3  

x +  a y  +  3  z =  0 

3 x  +  a y  —  2 z  =  0

n  lo s v a l o r e s  d e l  p a r á m e t r o  " a " .

( U n i v .  d e  N a v a r r a . 1 9 9 1 )

i
1 3

lo s  d o s  p r i m e r o s  p l a n o s  n o  s o n  p a r a le lo s

2 -  4
—  — -  = >  lo s  p l a n o s  p r i m e r o  y  t e r c e r o  n o  s o n  p a r a le lo s

^  ■* — j  = >  lo s  p l a n o s  s e g u n d o  y  t e r c e r o  n o  s o n  p a r a le lo s  

E s t u d i e m o s  e l  s is te m a  f o r m a d o  p o r  la s  e c u a c i o n e s  d e  lo s t re s  p l a n o s :

2 3 -  4 ’’ 2 3  - 4 2 a — 3 3

M  = 1 a 3 N  3 1 a 3 0

. 3 a - 2 . L 3 a - 2 0

M I  =  — 4 a  +  2 7 - 4 a + 1 2 a - 6 a + 6 = — 2a +  33 ;  I M - 2 a +  3 3  =  0  ; a -  y

S  a *  —  : r ( M )  3  r< N )  =  3
2

S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  , lo s  t re s  p l a n o s  se c o r t a n  e n

u n  p u n t o

Si  . .  f :  i M l  a  0  y 6  +  4 ^ 0  = >  el r a n g o  d e  M  es 2 .
2 — 4 1

1 3

C o m o  p a r a  e s t e  v a l o r  d e  a  la  c u a r t a  c o l u m n a  d e  N  e s t á  f o r m a d a  p o r  c e r o s ,  el r a n g o  d e  N  e s  t a m b i é n  

ig ual a  2 .

r ( M )  a  r ( M ) =  2  0 -  S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O ,  lo s  t re s  p l a n o s  so c o r t a n

e n  u n a  r e c t a  c o m ú n .
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E s t u d ia r  la  p o s ic ió n  relativa,  e n  el espacio,  d e  lo s  tres p lanos:

jj .  :  3 x  -  y  +  2 z  -  1 =  0

n2 : 2 x  +  6 y  + 3 = 0

IT3 : 4 x  -  8  y  + 4 z  +  7 = 0

(U n i v .  d e  M u r c ia .  1 9 9 1 )

-  *  H - l  = >  lo s  d o s  p r i m e r o s  p la n o s  n o  s o n  parale los
2  6

-  — 1 lo s  p la n o s  p r i m e r o  y  terce ro  n o  son paralelos

2 c
-  —  r >  lo s p la n o s  s e g u n d o  y  terce ro  n o  s o n  parale los
4  - 8

E s t u d ie m o s  el s is te m a f o r m a d o  p o r  las ec ua c ion es  d e  lo s tres p lanos:

3 - 1 2 3 - 1 2 - 1

M  = 2 6 0 ; N  = 2 6 0 3

4 - 8 4 4 - 8 4 7 .

3 - 1 2 1 3 - 1 2 ’
1 - 1  2

2 6 0 a  2 6 0 = 0 ;
i 6  0

4 - 8 4 1 - 2 - 6 0

=  -  1 2 *  0 el r a n g o  d e  M  es 2

O r l a n d o  en N  el m e n o r
- 1  2

6 0
c o n  la  ú l t i m a  fila y  la ú l t i m a  c o l u m n a :

- 1  2 - 1
l _ 1

2 - 1  !
6  31

6  0 3 6 0 3  = -  2 1 =  - 2 ( 5 4  +  181 * 0  = >  el r a n g o  d e  N  es 3  
- 6  9 1

- 8  4 7 - 6 0 9

El s is te ma es i n c o m p a t i b l e  y  n o  h a y  n i n g ú n  par d e  p la n o s  parale los,  lo s  p la n o s  se c o r t a n  d o s  a  d o s  e n  rectas pa ra' 

las, f o r m a n  u n a  s u p e rf ic ie  p r i s m á t i c a

C o n d ic i ó n  p a r a  q u e  c u a t r o  p la n o s  f o r m e n  u n  te tr a e d ro .  L o s  p lanos

a x + b  y + c  z  +  d  =  0

a' x  +  b '  y  +  c '  z  +  d '  =  0

a "  x  +  b ”  y  +  c "  z  +  d ”  =  0

a’ " x  +  b ” ’ y  +  c*” z  +  d " *  =  0

f o r m a r á n  u n  te tra e d ro  si

y  los m e n o r e s  d e  te rce r o r d e n  de la  m a t r iz  de lo s  co e fic ie n te s  s o n  to d o s  d is t in to s  d e  c e r o .

V e a m o s  si f o r m a n  u n  te tra e d ro  los p la n o s :

2 x  +  3 y  +  4 z  —  12 =  0

x  =  0

y  »  0

z =  0

www.FreeLibros.me



E S P A C I O  A F I N  T R I D I M E N S I O N A L  139

2 3 4 - 1 2 : t I 0 0
1 0 0 0 -  -  ( -  12) 0 1 0
0 1 0 0

0 0 1
0 0 1 0

1 2 * 0

O r l a n d o  el m e n o r 1 *  0  c o n  la tercera columna y  la» lila* primera y  cuarta:

2  3  4- -  -  .  - 1 0  i

o o a  4
. 1 0  1

0  1 . 0

1 0 ! 0

=  4 * 0  ; 0 _ j j 0 = 1 *  0  = >

0 0 1

los menores de tercer orden formados por las tres primeras columnas son distintos de cero. 

Los planos dados form an un tetraedro.

. r o

E C U A C I O N E S  D E  L A  R E C T A

Se l l a m a n  e c u a c io n e s  d e  u n a  r e c t a  a las c o n d i c i o n e s  necesarias y  s u f ic ie n t e s  q u e  d e b e n  v e r i f ic a r  las 

d e n a d a s  d e  t o d o  p u n t o  d e  la  re c ta .

U n a  r e c t a  q u e d a  d e t e r m i n a d a  d a n d o  u n  p u n t o  p o r  el q u e  pa sa  y  u n  v e c t o r ,  n o  n u l o ,  al q u e  es p a r a

T a m b i é n  q u e d a  d e t e r m i n a d a  p o r  d o s  d e  sus p u n t o s ,  o  b i e n  p o r  d o s  p la n o s ,  n o  p a ra le lo s .

? a ú n  la r e c t a .

q u e  se c o r

tan según la recta

E c u a c i ó n  v e c t o r ia l  d e  la  r e c t a  q u e  pasa p o r  el p u n t o  

A f x , .  y , . z , )  y  es p a r a le la  al v e c t o r  v  =  ( v , .  v 2 . v 3 ) .

S i  a  y  x  s o n  los v e c t o r e s  d e  p o s i c i ó n  d e l  p u n t o  A  

v  d e l  p u n t o  g e n é r ic o  V l ( x .  y .  z )  d e  la  re c ta :

O M  =  O A  +  A M x =  a  +  X v

( x ,  y .  z )  =  ( x , .  y , .  z , í  +  X ( v , .  v 2 .2-  ' 3 1 1 1 )

O

El v e c t o r  v . p a r a l e l o  a  la r e c t a ,  e s  el v e c t o r  d ir e c t o r  

d e  la r e c t a , o  v e c to r  d e  d ir e c c ió n  d e  la  recta.

La ecuación vectorial de la recta que pasa por el p unto  A ( 2 .  -  1. 3) y  es paralela al vector v a  15. 4 . - 6 1  es:

(x.  y.  z )  *  1 2 . - 1 .  3) +  X15. 4 . - 6 ) .

Para cada valor real que demos al parámetro X obtendremos las componentes de un vector x c u y o  representante 

car origen en ol p unto  O .  origen de coordenadas, tendrá su extrem o en la recta.

L a  e c u a c ió n  v e c t o r ia l  d e  la re c ta  q u e  pasa p o r  lo s  p u n t o s  A ( x , . y , . z , ) y  B ( x 2 , y 2 . z 2 )  es la e c u a c ió n  

• «cto r ia l  d e  la  r e c t a  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A  y  es p a r a le la  al v e c t o r  A B  =  ( x 2 -  x , . y 2 —  y ,  . z 2 —  z , ):

y .  z )  =  ( x , .  y z , ) +  X U 2 - x , .  y 2 -  y ,  .  z 2 - z , ) ( 1 2 )

La ecuación voctorial de la recta que pasa p o r  los puntos A (1.  3. 5 )  y  B (5. 6 . 7 )  es la ecuación vectorial de la recta 

pasa por el p u n to  A11. 3 . 5 )  y  esparalela al vector A B  =  ( 5 - 1 .  6  -  3 . 7 -  5 )  = (4 .  3. 2 ) :

(x , y ,  z| =  ( 1 . 3 .  5 )  + X ( 4 .  3.21
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E c u a c i o n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  la  re c ta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( x , . y , . z , ) y  es p a r a le la  al v e c t o r

v  =  < v , ( v ? . v 3 ) :

( 1 3 )

Las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa p o r  los puntos A (  2 , -  1, 3) y  es paralela al vector v =  (5 .  4 . - 6 )

son

x a  2 +  5 X 

y  a  - 1  +  4  X 

* a  3  -  6  X

L a s  e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  de la  re c ta  q u e  pasa p o r  los p u n t o s  A ( x , , y , , z , ) y  B ( x 2 , y 2 , z 2 ) so n :

x =  x ,  +  X ( x 2 -  x , ) 

V  =  V ,  +  *  <V2 ”  V i 1 

z  =  z ,  +  X <z2 - Z ,  )

( 1 4 )

Las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos A ( 1 . 4 .  —  2 )  y  8 (3 .  2 . 3) son:

x -  1 +  X<3 -  1) 

y J  4 +  X<2 -  4) 

i  =  - 2  +  X (3  f  2)

X a  1 +  2  X 

y =  4 -  2X 

l  a  - 2  +  5  A

E c u a c i ó n  c o n t i n u a  d e  l a  re c ta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( x J , y t , z 1)  y  es p a r a le la  al v e c t o r  v

( v , .  v 2 . v 3 ) :

x - x ,  y  - y ,  z - z .
( 1 5 )

( Si  a lg ú n  d e n o m i n a d o r  es n u l o ,  se c o n s id e r a  n u l o  el n u m e r a d o r  c o r r e s p o n d i e n t e ) .

La ecuación continua de la recta que pasa por el p unto  A ( 2 , -  1. 3) y  es paralela al vector v =  (5 .  4 .  - 6 )  es:

x _ - 2  y  +  1 z  -  3

5 4  "  - 6

E c u a c i ó n  c o n t i n u a  d e  la  re c ta  q u e  pasa p o r  lo s  p u n t o s  A l x ^ y j . z , )  y  B ( x 2 , y 2 , z 2 ) :

x  —  x,

x2-  X,
V -  V z —  z.

V2 - V A  -  z
( 16 )

La ecuación continua de la recta que pasa por los puntos A ( 1 . 4 ,  — 2)  y  8 ( 3 . 2 , 3 )  es: 

x  -  1 _  V  -  4  __ i  +  2  x  -  1 V  -  4  __ j  +  2

3 - 1  2 - 4  3 + 2  2 - 2  5

D a d a  la  e c u a c ió n  c o n t i n u a  d e  u n a  re c ta  se o b t i e n e n  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  i g u a l a n d o  la  ecua 

c ió n  c o n t i n u a  a A y  d e s p e ja n d o  x ,  y .  z  en f u n c i ó n  d e  A. I g u a la n d o  el v a lo r  d e  A o b t e n i d o  de las tres 

e c u a c io n e s  p a r a m é tr ic a s  o b t e n e m o s  la e c u a c ió n  c o n t in u a .

x  —  x ,

m

y - y ,  z - z
=  A

x =  x  1 -+ m  A

y  =  y ,  +  n  A

z =  z ,  +  P A
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La  ecuación (1 5 ) es la  ecuación d é la  recta q u e  pasa p o r  e l p u n to  A ( x , z y )  y  es paralela aI v e c to rv  =  ( v  y  v2 .  v3).  

E s  m u y  im p o rta n te  considerar que los coeficientes de x .  y .  z  es la  u n id a d  positiva. S i nos dan un a  ecuación parecida a  la 

(1 5 ). antes d e  sacar conclusiones hem os de cerciorarnos de Que los coef¡entes de x . y . z  es la  u n id a d  positiva , y  de  n o  ser 

asi. transform arla para q u e  se cu m p la  dicha propiedad.

Dada la recta de ecuación
x -  3  3 v - 6  - 2 z -  4

9 8

para hallar u n  p u n to  de ella y  un vector paralelo, la transformaremos del siguiente m o d o :  Se divide el numerador y  el de 

nominador de la segunda fracción p o r  3, y  por - 2  el numerador y  denom inador de la tercera fracción.La ecuación con

tinua de la recta dada es:

x j - _ 3  y  —  2 z  +  2 

5  3  - 4

Esta recta pasa p o r  el p u n to  A ( 3 ,  2 , - 2 )  y  es paralela al vector v  =  (5 ,  3, - 4 ) .

E c u a c i o n e s  i m p l í c i t a s  o  c a rte s ia n a s  d e  u n a  r e c t a .  L a  in t e r s e c c i ó n  d e  d o s  p l a n o s  n o  p a r a le lo s  es u n a

's e ta :

a x + b y  +  c z  +  d  = 0  

a ' x  +  b ' y  +■ c ' z  +  d ‘ =  0
( 1 7 )

D a d a s  las e c u a c i o n e s  i m p l í c i t a s  d e  u n a  r e c t a ,  si
a  b

a '  b '

d e  la  r e c t a ,  e s c r i b ie n d o  el s is te m a  ( 1 7 )  d e  la  f o r m a :

- c z - d  b

*  0 ,  h a l l e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é i r i -

a x  - f  b y  =  —  c  z  —  d 

a ’ x  +  b ’y  =  -  c ’ z  - d '
x  = - c ' z  —  d '  b ’

a — c z - d  

a ’ — c ' z - d ’

a  b
. i  -

a  b

a'  b ’ a '  b ’

• h a c i e n d o  z  =  X ,  la  s o l u c i ó n  g e n e ra l  d e  ( 1 7 )  será:

x -  x j +■ X k 

V =  y ,  +  X h

z  =  X

s o n  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  la  r e c t a  ( 1 7 ) .

a a 

b  b'
=  0 , se p a r t i r í a  d e l  m e n o r

b

b ’

=  y ,  +  h z

q u e  n o  sea n u l o .

S< dada la recta 2x 4- 3 y  -  5 z  -  21 =  0 

x +  y  -  z -  8 =  0

, piden u n  p u n to  de ella v  u n  vecto» paralelo a dicha recta, hallaremos sus ecuaciones paraméincas: 

I 2 3
C o m o

1 1
0 . podemos escribir:

2 x  +  3 y  =  5 z  +  21 

x +  y  =  z + 8
x =  3 - 2 z  ; y  =  5 +  3  z

-.a&trtdo z  =  X , las ecuaciones paramétricas de la recta son:
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x =  3  -  2 X  

v  =  5 -  3 X 

z & X

L a  recta pata p o r  el p unto  A I 3 ,  5. 01 y  es paralela al vector v  =  ( - 2 .  3 . 1).

Se l la m a  r a d ia c ió n  d e  re c ta s  d e  v é r t ic e  el p u n t o  A ( x . ,  y , ,  z , ) al c o n j u n t o  d e  t o d a s  las re c ta s  d e l 

e s p a c io  q u e  p a s a n  p o r  el p u n t o  A .  S u  e c u a c i ó n  es

14?  E S P A C I O  A F I N  T R I D I M E N S I O N A L

x - x ,  y - y ,  2 - 2 .

m n
( 1 8 )

s ie n d o  m ,  n .  p  p a r á m e t r o s  va ria b le s .

La ecuación de la radiación de rectas de vértice el p unto  A<2. - 1 .  3) es-

»  -  2  _  V + J  _  z  —  3 
m n p

Se l la m a  r a d ia c ió n  i m p r o p i a  d e  rectas al c o n j u n t o  d e  to d a s  las re c ta s  d e l  e s p a c io  q u e  son paralelas 

a u n a  re c ta  d ad a.

L a  e c u a c ió n  d e  la r a d ia c ió n  i m p r o p i a  d e  re c ta s  d e t e r m i n a d o  p o r  la recta

m
es

x  —  

m

y - b  _ x - c  

n  p
( 1 9 )

en d o n d e  m ,  n ,  p  s o n  f i jo s  y  a . b ,  c  s o n  p a r á m e t r o s  va ria b le s .

El conjunto de todas las rectas paralelas a la recta

x -  2  V  ~  1 x 4- 8  

4 3 - 2

están comprendidas en la radiación impropia de rectas de ecuación

x —  a V - b  z - c  3  3  ----------
4 3 - 2

C o n d i c i ó n  d e  p a r a le l is m o  e n tr e  rectas:

La s  re c ta s :

x  =  x , + X v , X =  x 2 +

V < < + X v 2 V < II < •a

■f
M *2

2  =  2 1 + X v 3 2  =  2 , + V  l 3

s o n  parale las  si y  s o lo  si 

L a s  rectas

x  —  x , V - V ,  2 - 2 ,

*1 2 3

s o n  parale las  si y  s o lo  si se v e r i f ic a  ( 2 0 ) .

(2 0 )

x  —  x . y - y ,  2 - 2 .
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L a s  r e c t a s

r i ••

x ,  +  X v ,  

V ,  +  X v .

X  —  X . v - y . z  —  z.

z  =  z ,  +  X  v 3

s o n  p a r a le la s  si y  s o l o  si se v e r i f i c a  ( 2 0 ) .

S i  las r e c t a s  e s t á n  d a d a s  p o r  s u s  e c u a c i o n e s  i m p l í c i t a s ,  p a r a  e s t u d i a r  si s o n  o  n o  p a r a l e l a s ,  se h a l l a n ,  

Q e  l a  f o r m a  i n d i c a d a  a n t e r i o r m e n t e ,  s u s  e c u a c i o n e s  p a r a m é i r i c a s  y  se c o m p r u e b a  si se v e r i f i c a  ( 2 0 ) .

P a r a  e s t u d i a r  si s o n  o  n o  p a r a l e l a s  la s  re c ta s

x  .  6  -  2  X 

y  a  2  +  3  X 

Z  a  1 4 4 *  

t e  h a l l a n  la s  e c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  r ?

x  +  y  3  Z  +  8  

2 x  *  y  =  - z  + 1 1

s a l ie n d o  z  =  X :

3  1  *  i  
- 2 3  1

x  +  y -  z -  8  -• 0  

2 x  +  y  +  z  -  11 =  0

-  2 z  +  3

x  *  3  -  2 X

v  = 5  4- 3  X

Z  a  X

V  = 3  z  5

las  r e c t a s  r ,  y  r?  n o  s o n  p a ra le la s .

C o n d i c i ó n  d e  p a r a l e l i s m o  e n t r e  u n a  r e c t a  y  u n  p l a n o .

L a  r e c t a

x  =  x ,  4- X v ,  

y  =  y ,  + X v ? 

z  =  z .  +  X v ,

x  —  x . v - V , 7 —  7.

.  e- p l a n o

p a r a l e l o s  si y  s o l o  si

x + b y + c z  +  d  =  0

a  v ,  4-  b v 2 4-  c  v 3 =  0 ( 2 1 )

L a  r e c t a  x  =  5  4- 2  X

V a  3 *  X

Z  a  4  -  X

K a le la  al p l a n o  x  +  y  +  3 z  +  6  =  0 .  y a  q u e  1 - 2  4- 1 - 1  +  3  ( -  1 )  ^  0

e s  p a r a l e l a  a l  p l a n o  3 x  —  5 y + 6 z  —  2  =  0 .  y a  q u e  3  • 2  +  ( — 5 )  -  1 +  6  • (—  1)  = 6  —  5  —  6 * 0

P o s i c i ó n  r e l a t i v a  d e  u n a  r e c t a  y  u n  p l a n o  e n  el e s p a c io .

i l a  r e c ta  e s tá  c o n t e n id a  e n  e l  p la n o  

p a r a le lo s  j

L a  r e c t a  y  el p l a n o  p o d r á n  s e r : I la  r e c t a  n o  e s tá  c o n t e n id a  e n  e l  p la n o  

n o  p a r a le lo s  o  in c id e n t e s  ( t i e n e n  u n  s o lo  p u n t o  c o m ú n )
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x =  x , +  X v

r : < ii < +  X v .

z  =  z , +  X v

S e a n  la  r e c t a  r y  el p l a n o  ir d a d o s  p o r  las e c u a c io n e s :

j t :  a x  +  b y  +  c z  +  d  =  0

a x ,  +  b y , +  c z ,  +  d  =  0  = >  la recta está e n  el p l a n o

a v ,  +  b v 2 +  c v 3 =  0  r  y  rr s o n  parale los

a x ,  +  b y ,  +  c z , + d  *  0  = >  la re c ta  n o  está en el p la n o

a v ,  +  b v . ,  +  c v 3 *  0 la re c ta  c o r t a  al p la n o

E s t u d i a r ,  s e g ú n  l o s  w a l o r e s  d e  m  y  n .  l a  p o s i c i ó n  r e l a t i v a  d e l  p l a n o  r  y  l a  r o c t a  r :

x  =  X

n :  x +  y  +  m z  —  n = 0  ;  r :  y  =  2  —  X

z  =  2 X

(U n iv . de  M adrid )

E l  p l a n o  y  la  r e c t a  s e r á n  p a r a le lo s  s i :  M + 1 | - 1 )  +  m - 2  =  0  ^  m  =  0

A l  ser la  re c ta  y  e l p la n o  p a ra le lo s , si la  re c ta  e stá  c o n te n id a  en  e l p la n o , las c o o r d e n a d a s  d e  c u a l q u i e r  p u n t o  d e  la rec

ta sat isface la  e c u a c i ó n  d e l  p l a n o .  E l  p u n t o  A < 0 .  2 ,  0 )  e s  d e  la r e c t a :

1 - 0 +  1 - 2  +  0 - 0 - n  » 0  = >  2  -  n  =  0

D e  l o  a n t e r i o r  r e s u l t a :

Si  m  =  0  y  n  =  2  : la  r e c ta  está c o n t e n i d a  e n  el p l a n o

m 0  y  n * 2 :  la r e c ta  es p a rale la  al p l a n o  y  n o  está c o n t e n i d a  e n  él

ni 0 :  la  r e c t a  c o r t a  al p l a n o .
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P o s i c i ó n  r e l a t iv a  d e  d o s  r e c t a s  e n  el e s p a c io .

p a r a le la s

D o s  r e c t a s  e n  e l  e s p a c i o  p o d r á n  ser:

p a r a le la s  y  c o in c id e n t e s  

p a r a le la s  y  d is t in ta s

n o  p a ra le la s

se c o r t a n  

s e  c r u z a n

S u p o n d r e m o s  q u e  las d o s  r e c t a s  e s tá n  d a d a s  p o r  s u s  e c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s ,  y a  q u e  e s  f á c i l  pasar 

i  e s te  t i p o  d e  e c u a c i o n e s  si las r e c t a s  e s tá n  d a d a s  d e  o t r a  f o r m a .

v ,  +  * v 2 2 •

X  =  X ?  +  ¿i t ,

y  =  y ? + R  L,

z -  z .

E l  p u n t o  A ( x , , y , . z , )  e s tá  s o b r e  l a  r e c t a  r ,  y  el p u n t o  B ( x 2 , y 2 . z 2 ) e s tá  s o b r e  la r e c r a  r ? El 

» « c t o r  A B  =  ( x 2 - x , ,  y 2 - y , .  z 2 - z , )  t i e n e  s u  o r i g e n  s o b r e  r ,  y  su e x t r e m o  s o b r e  r ? . L o s  v e c t o r e s  

*  =  ( v , . v 2 . v 3 )  y  t = ( t , . t 2 . t 3 )  s o n  p a r a le lo s ,  r e s p e c t i v a m e n t e  a  las r e c t a s  r ,  y  r 2 :

Í 1  = ^  =  ^ 2 r y  r  s o n  p a ra le la s

x 2 - x , V 2 - V 1 _ z „ - z .
l o s  v e c t o r e s  v .  t  y

*1 2 3

A B  s o n  p a r a le lo s ,  las d o s  r e c t a s  s o n  c o in c id e n t e s

x 2 - x . *  Y 2 - V t  6  ^ 2 ^  *  Z 2 ~ Z i

*1 2 *1  3

el v e c t o r  A B  n o  es p a r a l e l o  al v e c t o r  v ,  las d o s  re c ta s  

s o n  p a r a le la s  y  d is t in ta s

S i  d o s  r e c t a s  s o n  c o i n c i d e n t e s ,  las c o o r d e n a d a s  d e  c u a l q u i e r  p u n t o  d e  u n a  d e  e l la s  s a t is fa ce n  las 

e c u a c io n e s  d e  la  o t r a .  S i  d o s  r e c t a s  s o n  p a r a le la s ,  p a r a  v e r  si s o n  o  n o  c o i n c i d e n t e s ,  b a s t a  c o m p r o b a r  si 

* s  c o o r d e n a d a s  d e  u n  p u n t o  d e  u n a  d e  e l la s  s a t is fa c e n  las e c u a c io n e s  d e  la  o t r a .
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V  V  V  V
_ i  *  - 2 .  ó  —  *  — ^  = >  r ,  y  r ,  n o  s o n  p a r a l e l a s  

>2 >3

*1 2

*. <2
x 2 - x ,  y 2 - y ,

l o s  v e c t o r e s  v ,  t  y  A B  s o n  l i n e a l m e n t e  d e 

p e n d i e n t e s .  la s  d o s  r e c t a s  e s t á n  e n  u n  p í a  

n o ,  se c o r ta n

l o s  v e c t o r e s  v ,  t  y  A B  s o n  l i n e a l m e n t e  i n 

d e p e n d i e n t e s ,  l a s  d o s  r e c t a s  n o  e s t á n  e n  

e l  m i s m o  p l a n o ,  se c r u z a n

‘ 3

z 2 - z .

=  0

E s t u d ia r  la  p o s i c i ó n  rela tiva  d e  las rostas

y  =  2 -  X 

Z 3  1 +  3  X

i :

x  =  2  +  2/ j

V =  -  2 n

i  =  7 +  6 ( í

(U n iv . de  Valencia)

(U n iv . de  Cantabria,  1991)

E l  v e c t o r  v =  ( 1 , - 1 ,  31 es p a r a le lo  a  la  r e c ta  r .  y  el v e c t o r  t =» ( 2 , —  2 , 6 )  es p a r a le lo  a  la  r e c ta  s:

- = >  las recta s r  y  s s o n  paralelas
1 - 1

—  5 S  ------------

2  - 2

E l  p u n t o  A ( 0 ,  2 ,  1)  es d e  la  r e c ta  r ,  y  el p u n t o  B ( 2 ,  0 ,  7 )  es d e  la r e c ta  s. E l  v e c t o r  A 8  =  ( 2 - 0 .  0 - 2 , 7 - 1 )  a  

a  (2 ,  -  2 ,  6 )  t ie n e  sus c o m p o n e n t e s  p r o p o r c io n a l e s  a las c o m p o n e n t e s  d e l  v e c t o r  v  ( y  a la s  d e l  v e c t o r  t ) .  lu e g o  los dos 

rectas son coincidentes.

E s t u d ia r  la p o s i c i ó n  rela tiva  d e  las rectas: 

r ;  x  =  y  =  z

H a l l e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é tr i c a s  d e  a m b a s  rectas:

r : x  =  y  =  z

s :  2 x  +  1 =  2 y  3  2 z  +  2

x =  X 

V =  X 

Z a  X

(U n i v .  d e  B a rc e lo n a )
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'

s:  2 x +  1 =  2 y  *  2 z +  2
„ ~ 5  +  v

X a  +  V
2

v  =  *j

i  =  -  1 +  \i

2 x +  1 =  2 y

2 z + 2  =  2 y  z  =  -  1 +  V 

Ambas rectas son paralelas al vector v a  (1. 1. 1). luego son paralelas.

El punto A (0 ,  0, 0) pertenece a r : 2 0  +  1 * 2 0 *  2 0  +  2 . Las coordenadas del punto A  no satisfacen las

ecuaciones de la recta s. Las rectas son paralelas y  distintas

Estudiar la posición relativa de las rectas

x -  1 y  -  2  z -  1
r : s : x  -  3  y  -  3  i  +  1

- 2  - 1  2

(U niv. de  La Laguna -  Tenerife)

El vector v  >  I I ,  1 ,2 )  es paralelo a la recta r, y  el vector t =  1 -2 .  -  1. 2 )  es paralelo a la recta s

la rectas r y  s no son paralelas, se cortarán o se cruzarán.- L ^ - L *  2  
- 2 - 1  2

El punto A ( l ,  2 . 11 pertenece a r y  el B (3 .  3. - 1 )  pertenece a s. Si el vector A B  =  (3 -  1. 3 - 2 .  -  1 - »  =

=  (2 , 1. —  2 ) es combinación lineal de v y  t .  los tres vectores estarán en un plano, las rectas se cortarán, en caso c o n 

trario se cruzarán:

1 1 2

- 2  - 1  2

2  1 - 2

0  (la tercera fila es igual a la segunda multiplicada por - 1)  las rectas se cortan

Estudiar la posición relativa de las rectas

X - 2  y  ̂ ¡  +  1

3 2 - 2

Hallemos las ecuaciones paramétricas de la recta s:

x +  y  =  2 

x -  y  =  -  1 - z

2  x =  1 —  z :  x =  

2 y  =  3 +  z  : y  =

1 - z  

2 

3  +  z

x +  y  =  2

x -  y  +  z  = -  1

(Univ. de  Santiago. 1991)

2

y - j + X

z =  2  X

La recta r es paralela al vector u =  (3. 2 . - 2 ) .  y  la recta s es paralela al vector v =  ( - 1 ,  1. 2 ) .  C o m o  estos vec- 

no tienen sus componentes proporcionales, no son paralelos. Las rectas se cortan o se cruzan.

El punto A (2 .  0 . - 1 )  pertenece a r, y  el punto 

BI0. 2. 1) pertenece a s (las coordenadas de B se 

cotienen haciendo X a  ^  ) .  Si las rectas se cortan . los

•ectores u . v y  A 8  =  (0  -  2 . 2 -  0. 1 +  1) ■

3 ( - 2 . 2 . 2 ) son llnealmente dependientes al estar 
en un plano, y  si las rectas se cruzan, dichos vectores 

serán linealmente independientes.

3  2 - 2

-  1 1 2

- 2  2  2

"  6 - 8  +  4 -  4 - 1 2  +  4  =  - 1 0 *  0  r >  los vectores son linealmente independientes, las rec
tas se cruzan.
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S o n  m u y  f re c u e n te s  estos d o s  p ro b le m a s :

♦  H a lla r  la  e c u a c ió n  d e l p la n o  q u e  c o n t ie n e  a  la  re cta  r  y  a l  p u n t o  A  q u e  n o  p e rte n e c e  a  la  re c ta  r.

—  S i  la  recta  está d a d a  p o r  sus e c u a c io n e s  p a r a m é tr ic a s :  

r  :

i • -  i

y  =  y , +  X v2

Z  =  Z  2  +  x  V 2

se h a l la r  d o s  p u n t o s  d e  la r e c t a ,  B  y  C ,  c o r r e s p o n d ie n t e s  a d o s  valores d i s t i n t o  d e  X. L o s  p u n t o s  A  , B

y  C  d e t e r m i n a n  el p la n o  p e d id o .

Sea h a l la r  la  e c u a c ió n  d d  p l a n o  q u e  c o n t i e n e  a  la  recta

x  =  1 +  2 X

y  =  2  -  3 X

.  i  =  4  +  X

y a l  p u n t o  A ( -  2 .  0 .  I I .

Para  X -  0 .  o b t e n e m o s  e l  p u n t o  B (  1. 2 .  4|. y  p a r a  X =  1. el p u n t o  C ( 3 .  - 1 .  51. E l  p l a n o  d e f i n i d o  p o r  lo s  p u n t e  

A .  B  y  C  es e l  p e d i d o :

n  0

X V z 1

- 2 0 1 1
=  o

1 2 4 1

3 - 1 5 1 .

í x + 2 V z —  1 1 |

0 0 0 1

; 3 2 3 1 ,

5 - 1 4 1 1

|x + 2 V z -  1 1

i 3 2 3 =  0  = >

5 - 1 4  i

2 3  i 3 3 3  2
l x  +  21 -  V +  ( z - 1 )

- 1 4 5 4 5  - 1
=  0  = >  1 H x + 2 )  +  3 y  —  l 3 ( z — 1) ■  0  = >

11x +  3 v - l 3 z  +  35 =» 0

—  Si la re c ta  está d a d a  p o r  sus e c u a c io n e s  im p l íc ita s

a x + b y + c z + d  =  0
r :

a ’ x +  b ' y  +  c ' z  +  d '  =  0  

se c o n s id e ra  el h a z  d e  p la n o s  d e  eje la  recta  r ,  y  d e  estos p la n o s  se h a l la  el q u e  pa sa  p o r  el p u n t o  A .  

Sea hallar la ecuación del plano que contiene a la recta

2 x —  3  y  +  4  z + 8  =  0 

3 x  +  y  +  5  z  —  2  =  0 

y  al p unto  A ( 4 .  0. 1».

El haz de planos de eje la recta r es:

X(2 x —  3 y  +  4 r  +  8| +  p ( 3 x  +  y +  5 z  — 2 ) =  0

si A (4 .  0 . I I  está en este plano:

M 2  4 —3  0  +  4 -  1 + 8 ) + p < 3  4 + 0 + 5 1 - 2 )  =  0  = >  2 0 A  +  1 5 ^ = 0  = >  * j = - ? ^ = - ^ X

sustituyendo este valor en la ecuación del haz y  dividiendo después por X :

X l 2 x  — 3 y  +  4 z  +  8 l —  -  X ( 3  x +  y  *• 5 z  -  21 =  0 ► 3 ( 2  x  —  3 y * 4 z  +  8| —  4 ( 3 x  +  y  +  5 z - 2 )  =  0  

6 x  +  1 3 y  * - 8 /  —  3 2  =  0
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♦  Dadas dos rectas r ,  y  r ? y  un  p u n to  A .  no  situado sobre ninguna de las rectas, hallar la recta 

que pasa p o r e l punto  A  y  corta a las rectas r y y  r 2 .

S e  h a l l a  el p l a n o  j t , q u e  c o n t i e n e  a  la  re c ta  

r y  al p u n t o  A .  y  el p l a n o  r 2 q u e  c o n t i e n e  a 

la  r e c t a  r ? y  al p u n t o  A .  L o s  p l a n o s  y  tt? 

se c o r t a n  s e g ú n  la  r e c t a  p e d i d a .

Sea hallar la ecuación de la recta q u e  pasa p o r  el p u n to  A ( 4 ,  0, 1) y  corta a las rectas V ' 2

x =  1 +  2 X

'2r l '
y  =  2 -  3  X 

t  =  - 1  +  X

2 x - 3 y + 4 z + 8 = 0  

.  3 x  +  y  +  5 z  -  2  =  0 

La ecuación del p lano tt ,  que contiene a la recta r f y  al p unto  A  está calculada en el ú ltim o ejemplo, es.

6 x  +  1 3 y  +  8 z  -  32 =  0  (a)

r*ara calcular la ecuación del plano r>2 que contiene a la recta r? y  al p unto  A  hallamos dos puntos de r a p a r a  

X =  0  y  X =  1, resultan, respectivamente, los puntos B U .  2 . - 1 )  y  C I 3 . - 1 . 0 ) .  El p lano n 2 es el que contiene los 

puntos A .  B y  C. su ecuación es:

=  0  = >

X V z 1 x -  3 y - H ! 1 x - 3 y + 1 z
4 0 1 1 i o V

1 1 1
=  0  = > 1 1 1

1 2 - 1 ■ - 2 3 - 1 11
- 2 3 - 1 1

3 - 1 0 • 0 0 0 l l

(x  -  3)
1 1 1 1

-  I y +  1) +  z
3  - 1 - 2  - 1

1

- 2
=  0 —  4 ( x  -  3 )  —  (y  +  1) +  5 z  =  0  = >

- 4 x  - y  +  5 z  +  11 -  0 

Los planos (a )  y  ( b )  determinan la  recta pedida.

(b)
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PROBLEMAS

6.1 O b t e n e r  la  e c u a c ió n  im p l íc it a  d e l p la n o  d e t e r m in a d o  p o r  e l  p u n t o  A (1,2, 3 )  y  lo s  v e c to re s

u  =  ( 1 '  1 * 4 )  Y  v  -  ( 1 , 1 , - 2 ) .

( U n i v .  d e  M a d r id )

L a s  e c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s  d e l  p l a n o  q u e  p a s a  p o r  e l  p u n t o  A ( 1 ,  2 ,  3 )  y  e s  p a r a l e l o  a l o s  v e c t o

r e s  u  =  ( 1 , - 1 , 4 )  y  v  =  ( 1 .  1 - 2 )  s o n :

x  =  1 +  X  + p

V  =  2  —  X +  p

z  =  3  +  4 X — 2 p

X  +  j i  =  x - 1  

— X  +  p  =  y  —  2 

4 X - 2 / i  =  z  -  3

y  la c o m p a t i b i l i d a d  d e  e s t e  s i s t e m a ,  c o n s i d e r a n 

d o  a  X  y  p  c o m o  i n c ó g n i t a s ,  i m p l i c a :

1 1 1 1 x  —  1 1 i x  —  1

r a n g o - 1 1 =  r a n g o - 1 1 y - 2 = > - 1 1 y - 2

4 - 2 4 - 2 z - 3 4 - 2 z - 3

=  0

d e s a r r o l l a n d o  p o r  la ú l t i m a  c o l u m n a :

- 1  1 1 1 1 1
( x -  1 ) - ( y - 2 ) +  ( z - 3 ) =  0  = >

4  - 2 4  - 2 - 1  1

1 + 6 ( y - 2 )  +  2 ( z -  3 )  =  0  ; d i v i d i e n d o  p o r — 2  y  s i m p l i f i c a n d o

x  -  3 y  —  z  +  8  =  0

S E G U N D A  S O L U C I O N :

S i  M ( x , y , z )  e s  el  p u n t o  g e n é r i c o  d e l  p l a n o ,  e l  v e c t o r  

A M  =  ( x — 1,  y - 2 ,  z — 3 )  e s  c o m b i n a c i ó n  l i n e a l  d e  u  y  v ,  

o u e s t o  q u e  l o s  t r e s  v e c t o r e s  e s t á n  e n  u n  m i s m o  p l a n o  y  u 

.  v  s o n  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  ( s u s  c o m p o n e n t e s  n o  

s o n  p r o p o r c i o n a l e s ) ,  d e  d o n d e :

r a n g o

x —  1 y - 2  z - 3  

1 - 1  4

1 1 - 2

=  2
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X — 1 y — 2  z — 3
1 - 1  4 1 4 1 - 1

1 - 1  4 =  0  = >  ( x -  1)  | -  ( y — 2) +  ( z  —  3

1 1 - 2 1 1 - 2 1 - 2 1 1
=  0

— 2  ( x  —  1 )  +  6 ( y - 2 )  +  2 ( z - 3 )  =  0 x - 2 y  -  z  +  8  =  0

6 . 2  S e a n  la s  re c ta s  d e  e c u a c io n e s  v e c to r ia le s :

x  - a  1 . 1 )  + X ( 2 , 1 . - 1 )  ; x = / M 3 . 0 , 1)

H a lla r  la  e c u a c ió n  d e l p la n o  q u e  pasa p o r  e l o r ig e n  y  es p a ra le lo  a  a m b a s  re c ta s .

( U n i v .  d e  A l ic a n t e )

L a  p r i m e r a  re c ta  es p arale la  al v e c t o r  u  =  ( 2 ,  1 . - 1 ) y  la  s e g u n d a  al v e c t o r  v  =  ( 3 .  0 ,  1 ) .  p o r  lo 

t a n t o  el p l a n o  p e d i d o  es el q u e  pasa p o r  el p u n t o  0 ( 0 . 0 . 0 )  y  es p a r a le lo  a los v e c t o r e s  u  y  v :

S u  e c u a c i ó n  v e c t o r ia l  es: ( x .  y ,  z )  =  ( 0 .  0 .  01 +  X ( 2 ,  1 , - 1 )  +  / j (3 .  0 .  1)

S u s  e c u a c io n e s  p a r a m é t r i c a s  so n : x  =  0 +  2 X + 3 m x  =  2  X  +  3 w

y  =  0  +  X +  0-aí  

z  =  0  -  X +  n

= > y  =  X 

z  =  -  X +  \x

S u  e c u a c i ó n  i m p l í c i t a  es: 2  3  x

1 0  y

OII x  —  5  y  —  3  z  =  0

- 1  1 z

H a l la r  las e c u a c io n e s  d e l p la n o  q u e  p a sa  p o r  e l o r ig e n  d e  c o o rd e n a d a s  y  es p a ra le lo  a la

x  =  y  =  z
x ^  = y - 7  =  z  — 8  

2  3  4
( U n iv .  d e  S a la m a n c a )

E l  p la n o  p e d i d o  es el q u e  pasa p o r  el p u n t o  0 ( 0 ,  0 .  0 )  y  es p a r a le lo  a los v e c t o r e s  u  =  ( 2 .  3 .  4 ) .  

p a ra le lo  a la p r i m e r a  r e c t a ,  y  v  =  ( 1 . 1 ,  1 ) ,  p a r a l e l o  a la  s e g u n d a  re c ta :

x  =  0 +  2 X +  P

y  =  0 +  3 X

z  =  0 +  4  X
—

e c u a c io n e s  p a r a m e tr ic a s

2 1 X
3 1 V

4 1 z

=  0 - x  +  2 y  —  z  =  0  e c u a c i ó n  i m p l í c i t a .
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6 . 4  D e t e r m i n a r  el p la n o  q u e  c o n t ie n e  a la  recta

i x + y + z = - 5
r  s

I x  —  3 y  — z  =  3

¥ es parale lo  a la  recta

„  x - 1  y + 1  z  — 10

2  3  4

i  U n iv . d e  S a n tia g o  d e  C o m p o s te / a )  

(U n iv .  d e  B a rc e lo n a )

H a l le m o s  las e c u a c io n e s  p a ra m é tr ic a s  d e  la recta r :

x + / = - 5 - y

x -  z  =  3 +  3y 

l u c i e n d o  y  =  X :

s u m a n d o :  2 x = - 2  +  2 y :  x =  -  1 * y  

re s t a n d o :  2 z  -  - 8 - 4  y  ; 7 -  -  4  -  2 y

x  =  -  1 +  X 

V  -  *
* =  -  4  - 2  X

Si el p la n o  p e d id o  c o n t ie n e  a la  re c ta  r .  c o n t ie n e  al p u n t o  A (  — 1 . 0 , - 4 )  d e  r  y  es parale lo  a la recta

r .  o  lo  q u e  es lo  m i s m o  c o n t ie n e  al p u n t o  A  y  es p a ra le lo  al v e c t o r  v  =  ( 1 .  1 , — 2 ) ,  v e c t o r  q u e  es p a r a 

d o  a r .

P o r  o t r a  p a rte ,  c o m o  el v e c t o r  u  =  ( 2 ,  3 , 4 )  es parale lo  a la recta  s, si el p la n o  p e d id o  es parale- 

o  a  la recta  s, es parale lo  al v e c to r  u.

E l  p r o b le m a  q u e d a  r e d u c i d o  a e s c r ib ir  las e cu a c io n e s  para m é trica s  del p la n o  q u e  pasa p o r  el p u n 

í a  A ( l ,  0 .  4 )  y  es paralelo a  los ve cto re s  v  =  (1 ,  1, -  2 )  y  u  =  ( 2 .  3 , 4 ) :

x =  -1  +  X ♦  2 ( i  

y  =  0  +  X +  3 p  

l  = - 4  - 2 X  +  4 p

O b t e n d r e m o s  la  e c u a c ió n  cartesiana o  im p l íc i t a  d e  este p la n o  e l i m in a n d o  X y  p  d e l  sistema:

‘

— 2 X

*  2 p  =

+  3 p  =  

-  4  p  =

x +  1

y
2 * 4

1 2 1 2 x +  1 1 2 x  +1

rango 1 3 =  ran go 1 3 V = > 1 3 y =  0  = >

- 2 4 - 2 4 2 + 4 - 2 4 z + 4

3 ( z  +  4 )  - 4  y  +  «4 ( x + 1 ) +  6 ( x  +  1 ) -  4  y - 2 ( 2 + 4 )  =  0 = > 10 x - - 8 y  +  z  + 1 4  =  0

0 . 0  H a lla r  la  e c u a c ió n  d e l p la n o  q u e  c o n tie n e  al p u n t o  (1 .  -  1 . 0 )  y  es p a ra le lo  a las re c ta s  r  y  

, de  e cuacion es

r s  x ± i  .  2 y  =  ^ 3 z
2  =  y  5  2  — 3

(U n iv . de  L a  La gu n a  —  Tenerife. 1991)
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H a c ie n d o  y  =  X en la  e c u a c ió n  d e  r  te n e m o s  las e cu a c io n e s  para m é trica s  d e  la recta  r :

x =  2  

V  =  

z  =

L a  recta  r  e s  paralela al v e c t o r  u  =  ( - 1 ,  1.  1)  y  la  recta s es paralela al v e c t o r  v  =  ( 5 . 2 , — 3 ) .

El p la n o  p e d id o  es el q u e  pasa p o r  el p u n t o  A (  1 , —  1, 0 )  y  es parale lo  a estos ve c to re s .  S u s  ecuacione'

p a ra m é tr ic a s  son:

x  =  1 -  X +  5  y  

y  =  - 1  +  X +  2  y  

z  =  0  +  X —  3 y

L a  e c u a c ió n  cartesiana es:

x -  1 y  +  1 z
1 1 - 1  i - 1  1

- 1  1 1

5  2 - 3

=  0  = >  ( x  —  1)
2  - 3

—  ( y  + 1>
5  - 3

+ Z
5  2

—  5 ( x  —  1) +  2  ( y  +  1) —  7 z =  0  r >  [ 5 x - 2 y  +  7 z - 7  =  Ó ]

6 . 6  S e a n  las rectas

x =  3 - 5 t  3 x  - y + z  =  0
r : y  =  1 +  2 t  s :  

z  3  1 x  +  2 y — z  =  0

H a l la r  la  e c u a c ió n  d e  u n  p la n o  q u e  pasa p o r  A ( - 1 . - 1 .  0 »  y  es parale lo  a las d o s  rectas. H a l la r  la

in te rs e cció n  d e  d i c h o  p la n o  c o n  lo s  ejes c o o rd e n a d o s .
(U n iv .  de  C a s t i l la -L a  M a n c h a )

O b t e n g a m o s  las e c u a c io n e s  param étricas de la recta s  :

- y  +  z  =  —  3  x s u m a n d o  a m b a s  e cu a c io n e s :  y  =  -  4 x

■x z —  —  3 x  +  y  — —  3  x —  4  x =  -  7 X

x  = X

s: y  = — 4  X

z = —  7 X

h a cie n d o  x =  X :

El p la n o  p e d id o  es el q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( - l . - I . O )  es parale lo  a los ve cto re s  u  =  ( - 5 . 2 . 0 ) ,  

p a r a le lo a  r .  y  v  =  ( 1 . - 4 . -  7 ). para le lo  a s:

x  = -  1 +  ( — 5 )X +  p x  = - 1 - 5  X +  y

V = - 1 +  2  X +  ( — 4 ) y = > y  = - 1 + 2 X  - 4 y

z  = 0 +  o - x +  ( - 7 ) p z  = — 7  y

e cu a c io n e s  p a ra m é tr ic a s  del 

p la n o  p e d id o .

E l im i n a n d o  X y  p  del s istem a:

5  X +  y  =  x +  1 — 5  1 - 5  1 x + 1

2  X —  4  y  =  y  + 1 = >  ran go 2  - 4 =  rango 2  - 4  y  +  1

- 7 y  =  z 0  - 7 . 0 - 7  z

=  2
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- 5  1 x * 1 2  - 4 - 5  1 - 5  1

2  - 4  y f l =  0  = >  l x  +  1 ) -  ( y  +  1) +  z

0  - 7  z
0  - 7 0  - 7 2 - 4

=  0

14 ( x  +  1 )  -  3 5  ( y  +  1)  +  18 z  = 0  = > !  14 x  +  35 y  -  18  z  +  4 9  =  O 1 e c u a c ió n  c a rtesiana o  im p l íc ita .

In te rs e c c ió n  del p l a n o  c o n  el e je  O X  : y  =  0 .  z  =  0  = >  1 4 x + 4 9  =  0 ;  x =  —  M ( -  — . 0 . 0 )

.O Y :  x =  0 .  z  =  0  = >  3 5 y  - 4 9 = 0  ; y  =  - | :  N ( 0 . - | . 0 )

.................................................................O Z :  x = 0 ,  y  = 0  = >  — 1 8 z + 4 9  — 0  ; z =  : P ( 0 . 0 .  í f )
l o  l o

H a l la r  la e c u a c ió n  d e l p l a n o  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( - 1 .  2 ,  0 )  y  c o n t ie n o  a la recta r

x - 2 y +  z  —  3  =  0  

y  + 3 z  —  5  =  0

(U n i v .  n e  S a n t ia g o !  -  (U n iv .  d e  S a la m a n c a ! —  (U n iv .  d e  M á la g a )

r :

T o d o s  los p la n o s  q u e  c o n t ie n e n  a la re c ta  r p e r te n e c e n  al h a z  d e  p la n o s  d e  e je  la re c ta  r :

M x — 2 y  +  z  — 3)  +  P l y  +  3 z  —  5 )  =  0  ( 1)

H a l le m o s  X y  v  para q u e  el p la n o  ( 1 )  c o n te n g a  al p u n t o  A .

Si el p u n t o  A I - 1 , 2 , 0 )  pe rte n e ce  al p la n o  ( 1 » ,  sus c o o rd e n a d a s  satisfacen la e c u a c ió n  ( 1) :

8
X ( —  1 — 2 - 2  +  0 - 3 )  +  p  ( 2  +  3  0  — 5)  = 0  = >  - 8 \ - 3 g  = 0  

s u s t i t u y e n d o  este v a lo r  e n  ( 1) ,  d i v i d i e n d o  p o r  X y  s i m p l i f i c a n d o :

3 ( x — 2 y  + z  — 3)  — 8 ( y  +  3 z  — 5 )  =  0  

| 3 x  -  1 4 y  -  2 1 z  +  31 =  0

X ( x - 2 y  +  z - 3 )  -  |  X ( y  +  3 z  — 5 )  =  0

6.8 H a l la r  la  e c u a c ió n  d e l p l a n o  q u e  pa sa  p o r  el p u n t o  A ( 2 .  0 . 1 )  y  c o n t ie n e  a  la  recta

x  -  1 y - *  3 ______ z_

2  1 -  1

(U n iv .  d e  C a n ta b r ia !  -  (U n i v .  d e  S a n tia g o /

E l  p u n t o  B (  1 . — 3 .  0 )  p e rte n e c e  a la  re c ta . Si  el p la n o  

p e d id o  c o n t ie n e  el p u n t o  A  y  a  la  r e c t a ,  c o n t ie n e  a los p u n 

tos A  y  B .  p o r  t a n t o  es p a ra le lo  al v e c to r

A B  =  ( 1 - 2 .  - 3 - 0 .  0 - 1 )  =  ( - 1 .  - 3 , - 1 )  

y  al v e c t o r  v =  12, 1 , - 1 )

q u e  es el v e c t o r  d e  d i r e c c ió n  d e  la  recta.
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E l  p l a n o  p e d i d o  es. p o r  t a n t o ,  el p l a n o  q u e  pa sa  p o r  A < 2 ,  0 .  1 > y  es p a r a l e l o  a  lo s  v e c t o r e s  A B  y  v .  

S u s  e c u a c io n e s  p a r a m é t r i c a s  s o n :

x =  2  +  ( - I ) X  +  2/i

y  =  0  +  ( — 3 ) X  +  1 n  = >

2 =  1 +  <—  1 ) X  +  ( — 1 )fl

E l i m i n a n d o  X y  p  d e l  s is te m a :

-  X +  2 í i =  x  —  2 ' -  1 2 ' - 1  2  x - 2

—  3 X  +  ¿i _  y = >  ra n g o - 3  1 =  r a n g o >ro1

—  X —  V  =  z  —  1 1 - 1 - - 1  - 1  z - 1 .

-  1 2 x — 2

-  3 1 v

-  1 - 1 z - 1

=  0

e c u a c i ó n  c a r te s ia n a  o  i m p l í c i t a .

—  <z —  1 )  — 2  y  +  31 x — 2 )  +  ( x — 2 )  - y  +  6 ( z - 1 ) = 0

4 x - 3 y  +  5 z - 1 3 =  0

S E G U N D A  S O L U C I O N :  Si el p l a n o  c o n t i e n e  d o s  p u n t o s  d e  la  r e c t a ,  c o n t i e n e  a la  r e c t a .  Ig u a la n  

d o  a  0  y  a  1 las e c u a c i o n e s  c o n t i n u a s  d e  la  r e c t a  o b t e n e m o s  d o s  p u n t o s  d e  la  r e c t a :  B U ,  -  3 . 0 )  y  

C ( 3 .  —  2 .  — 1) .

E l  p l a n o  p e d i d o  es e l  p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  los p u n t o s  A ( 2 . 0 .  1 ) .  B ( 1 . - 3 .  0 )  y  C I 3 . - 2 .  1 ) :

=  0

S u m a n d o  a  la  p r i m e r a  c o l u m n a  la  c u a r t a  m u l t i p l i c a d a  p o r  — 2 .  y  r e s t a n d o  la c u a r t a  c o l u m n a  a  ia 

te r c e ra :

X V z 1

2 0 1 l

1 - 3 0

3 - 2 -  1 l

x - 2 y z - 1  1
z - 1x - 2  y

- 3 -  10 0 0  1 •OII - 1  - 3 -  1 =  0  = >  ( x - 2 )
-  1 -  3 -  1 1

1 - 2 - 2
- 2 - 2

1 - 2 -  2  1

- 1 - 1 - 1  - 3
V +  ( 2 - 1 )

1 - 2 1 - 2

T E R C E R A  S O L U C I O N

=  0  = >  4 ( x — 2 )  —  3  y  +  5  ( z —  1)  =  0  = >  4 x - 3 y  +  5 z ~  1 3  =  0 ¡

E s c r i b i e n d o  las e c u a c io n e s  d e  la  re c ta  c o m o  in t e r s e c c i ó n  d e  d o s  p la n o s :  

x —  1 _  y  +  3

2

y  +  3  

1

1

z 

-  1

x - 2 y  -  7  =  0  

y  +  z  + 3 = 0

t o d o s  lo s  p l a n o s  q u e  c o n t i e n e n  a  la r e c t a  s o n  lo s  p e r t e n e c i e n t e s  al h a z  d e  p l a n o s  d e  e je  d i c h a  re c ta :

X ( x - 2 y - 7)  +  p  ( y  +  z  +  3 )  =  0  ( 1 )

y  d e  t o d o s  e sto s  p l a n o s  n o s  in te re s a  el q u e  c o n t i e n e  al p u n t o  A ( 2 ,  0 .  1 ) :
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X I 2 - 2 0 - 7 ) + „  ( 0  +  1 +  3 )  =  0  = >  - 5 X  +  4 p = 0 .  p  =  - X
4

l l e v a n d o  e sle  v a l o r  a ( 1 )  y  d i v i d i e n d o  d e s p u é s  p o r  X :

X ( x  — 2 y — 7 )  +  —  X ( y + z + 3 )  =  0  ;  4 ( x  — 2 y  —  7 )  +  5 ( y  +  z +  3 )  =  0  r >  | 4 x  - 3 y  +  5 z - 1 3  =  0

6 . 9  H a l la r  la  e c u a c ió n  d e l p la n o  q u e  pasa p o r  e l p u n t o  A ( 1 .  0 ,  0 )  y  c o n t ie n e  a  la  re c ta

x  =  2  -1- X

r : y  =  3  —  3 X

z  =  4  +  2 X

( U n i v .  d e  V a le n c ia )

H a c i e n d o ,  e n  las e c u a c io n e s  d e  la  r e c t a  r .  X  =  0  y  X  =  1 , o b t e n e m o s  lo s  p u n t o s  d e  r :  B ( 2 .  3 .  4 )  y  

C ( 3 ,  0 .  6 ) .  E l  p l a n o  p e d i d o  es e l d e t e r m i n a d o  p o r  los p u n t o s  A ,  B  y  C :

x V z 1 x - 1 V z 1

0 0 1
- 0  = >

0 0 0

2 3 4 1 1 3 4 l

3 0 6 1 2 0 6 1

=  0 1 ( - 1 )
2 - 4

X - 1  y  z

1 3  4

2 0  6

=  0

( x - 1 )
3  4 1 4 1 3

0  6
-  V

2  6
+  z

2  0
=  0 = >  1 8  ( x  - 1 )  +  2 y  —  6 z  =  0  = >

9 x t y - 3 z - 9  =  0

6 . ,

te rm in a d o  

" ■ r t o r  ( 1 .

1  0  H a lla r  la  e c u a c ió n  d e l p la n o  q u e  p a sa  p o r  e l o r ig e n  d e  c o o rd e n a d a s  y  es p a ra le lo  a l  p la n o  d e -  

p o r  e l p u n t o  A ( 1 . — 1 . 0 )  y  la re c ta  q u e  p a sa  p o r  el p u n t o  B ( 2 , 2 , 2 )  y  t ie n e  p o r  v e c t o r  d i-

( 1 . 2 ,  3 ) .

( U n iv .  d e  B a rc e lo n a J

La s e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  la re c ta  q u e  pa sa  p o r  el p u n t o  B ( 2 ,  2 ,  2 )  y  es p a r a le la  al v e c t o r  

1 . 2 ,  3 )  s o n :

x =  2  +  X

r :  y  =  2  +  2 X

y  =  2  +  3 X

H a c i e n d o  X = - 1  o b t e n e m o s  el p u n t o  C ( 1 . 0 . - 1 ) d e  r .  E l  p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  el p u n t o  A

.  ia recta r  es el p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  el p u n t o  A  y  io s  p u n t o s  B ( 2 ,  2 ,  2 )  y  C (  1.  0 .  —  1 ) :

=  0

X V z 1 x - 1 y + 1 z 1

1 - 1 1
x - 1  y + 1 z

0
=  0 0 o 0 1

=  1 - ( - 1 ) 2 *4 1 3 2
2 2 2 1 1 3 2 1

1 0 - 1 1 0 1 - 1 1
0  1 - 1
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( x - 1 )
3  2

1 - 1
-  ( y  +  i )

1 2
+  z

1 3 .
-  0

0 - 1 0 1 I

- 5 ( x - 1 )  +  ( y  +  1)  +  z =  0  = >  - 5 x  - i - y - z  +  6  =  0

T o d o s  los p lanos paralelos al p la n o  - 5 x * y  +  z  +  6 =  0  t ie n e n  p o r  ecu a c ió n

— 5 x + y + z  +  k  =  0 

y  el q u e  pasa p o r  el o r ig e n  d e  c o o rd e n a d a s  es:

—  5 x  +  y  +  z  =  0

6.11 D a d o s  los p u n t o s  A ( 1 . 0 .  2 ) .  B ( 0 .  1 . 3 ) .  C ( - 1 , 2 ,  0 )  y  D ( 2 . - 1 , 3 ) .  h a lla r  la  e c u a c ió n  del 

p la n o  q u o  c o n t ie n e  a  la recta  A B  y  es p a ra le lo  a  la re c ta  C D .

(U n iv .  d e ! País V a sco)

El p la n o  d e f in id o  es el q u e  pasa p o r  el p u m o  

y  v  =  C D  =  ( 3 . - 3 .  3 )

Si M ( x ,  y .  z )  es e l p u n t o  g e n é r ic o  d e l p l a n o . 

el v e c to r  A M  =  ( x — 1,  y ,  z - 2 ) e s  c o m b in a c ió n  

lineal d e  u  y  v .  p o r  estar los tres vectores en el mis 

m o  p la n o  y  ser u  y  v  I. i . (sus c o m p o n e n t e s  n o  son

p ro p o rc io n a le s : i

ran go

3  - 3
) .  de d o n d e .

x — 1 

- 1  

3

y

i

- 3

z— 2 

1

3

=  2

x - 1 y  z — 2
1 1 - 1 1  - 1  1

- 1 1 1 =  0  = >  ( x - 1 )
- 3  3

- V ! +  ( z - 2 )
3  31 3 - 3

3 - 3  3

=  0

6 ( x  —  1)  +  6 y  =  0 x  -F y  -  1 =  0

6.12 U n a  recta es p arale la  a los p la n o s  x  +  y  =  1 .  x  +  z = 0  y  pasa p o r  el p u n t o  ( 2 , 0 , 0 ) .  

sus ecuaciones.
(U n iv .  d e  L a s  Pa lm a s de G r a n  C a n a n a )

L a  recta  p e d id a  es la  recta q u e  pasa p o r  el p u n t o  ( 2 .  0 .  0 )  y  es paralela a la recta  d e t e r m in a d a  por 

los d o s  p la n o s:

X  =  X
x  +  y  =  1 y  =  1 -  x

h a c i e n d o  x  =  X :  y  =  1 -  X

x  +  z  =  0 Z  =  -  X z  =  -  X

A  y  es paralelo a los ve cto re s  u  ;  A B  =  ( - 1 .  1.  1)
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L a  recta  p e d id a  es la  recta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  <2. 0 .  0 )  y  es paralela al v e c t o r  v  =  ( 1 1 .  -  1), 

sus ecuaciones para m é trica s  so n :

x =  2  +  p

y  =  0  _  p

z  =  0  -  p

S E G U N D A  S O L U C I O N :  L a  recta  pe d id a  la p o d e m o s  d e te r m in a r  c o m o  in te rs e cció n  de d o s  planos 

j u e  son paralelos respe ctiva m e n te  a los p la n o s  d a d o s  y  pasan a m b o s  p o r  el p u n t o  ( 2 ,  0 .  0 ) .

-  e c u a c ió n  de to d o s  los p la n o s  paralelos al x  + y  -  1 =  0 :  x +  y  +  k ■= 0 .  de estos p la n o s  nos ¡n - 

teresa el q u e  pasa p o r  el p u n t o  (2 ,  0 ,  0 ) ,  o  sea q u e  las c o o rd e n a d a s  d e  ( 2 ,  0 ,  0 )  d e b e n  satisfacer a la 

ecu a c ió n  x  +  y  +  k  =  0 :  2  +  0  +  k =  0  = >  k  =  -  2  = >  x  y  - 2  =  0  es la  e c u a c ió n  del p la n o  

que pasa p o r  el p u n t o  ( 2 . 0 , 0 1  y  es parale lo  al p la n o  x  +  y - l = 0 .

- e c u a c i ó n  d e  to d o s  los p lanos paralelos al p la n o  x +  z  =  0 :  x +  z  +  h =  0 , e !  q u e  pasa p o r  el p u n 

to  (2 .  0 . 01  v e r if ic a :  2  *  0  +  h  =  0  = >  h  =  -  2  = >  x  +  z  — 2  =  0  es la  e c u a c ió n  del p la n o  q u e  pa-

sa p o r  el p u n t o  (2 .  0 .  0 )  y  es p arale lo  al p la n o  x +  z =  0

La recta  pe d id a  es:
y  -  2  =  0 

z -  2  =  0

e c u a c i o n e s  c a r t e s i a n a s  o  i m p l í c i t a s .

i  U n iv . d e  A !  i  c a n te  i

6 .  I ó  Si c o n s id e ra m o s  u n  p r is m a  tr iangular  c o m o  el 

d e  lo figura y  eleg im os c o m o  sistema de referencia  e n  el

espacio j A ;  a I  . A C  .  A A '  ¿cuól será la e c u a 

c ió n  d e  la  recta  C C ?  ¿ Y  l a d o  la  recta  B X ?

R especto d e l sistema de referencia  d a d o .  

.k  c o o rd e n a d a s  d e  los vértices son los in d ic a  - 

dos en la  f igura.

L a  e c u a c ió n  de la  recta  C C ‘ es la d e  la 

*»cta q u e  pasa p o r  el p u n t o  C ( 0 ,  1 . 0 »  y  es

paralela al v e c t o r  C C ' =  ( 0 - 0 . 1 - 1 , 1 - 0 1  =  

=  ( 0 . 0 .  1 ) :

L a  e c u a c ió n  de la  recta  B C '  es la  de la recta q u e  pasa p o r  el p u n t o  B ' (  1 , 0 . 1 1 y  es paralela al vec- 

B C  =  ( 0 - 1 .  1 - 0 .  1 - 1 )  =  1.  1 . 0 ) :

Se p o d ía n  haber o b t e n id o  las ecuaciones c o n t in u a s  d e  a m b a s  rectas c o n s id e ra n d o  la e c u a c ió n  de la 

*ecta q u e  pasa p o r  d o s  p u n to s .
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H a l la r  la s  e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  la  r e c t a  in t e r s e c c ió n  d e  lo s  p la n o s : 

x  +  y  —  5 z  +  4 = 0  ;  3 x  — y + 2 z - 1  = 0

( U n i v . d e  B a le a re s )

E s t u d i a n d o  el s i s t e m a  f o r m a d o  p o r  a m b a s  e c u a c i o n e s ,  la  m a t r i z  d e  lo s  c o e f i c i e n t e s  y  l a  m a t r i z a m -

p l i a d a

1 1 — 5 f l  1 - 5 - 4 '
M  = ; N  =

3 - 1 2 3  - 1  2  1

t i e n e n  e l  m i s m o  r a n g o ,  2 ,  p u e s t o  q u e
1 1

3  - 1
=  - 4 * 0 e l  s i s t e m a  e s  c o m p a t i b l e .

P ara  r e s o l v e r  e l  s i s t e m a  se t o m a n  c o m o  i n c ó g n i t a s  p r i n c i p a l e s  x  e  y  q u e  c o r r e s p o n d e  a  las c o l u m 

nas d e l  m e n o r  q u e  n o s  h a  d a d o  el r a n g o .  E l  s i s t e m a  es e q u i v a l e n t e  a

x  +  y  =  — 4  +  5 z  

3 x  —  y  =  1 -  2  z

h a c i e n d o  z  =  4 X  r e s u l t a :

x  -

Nir>••<r1 1 - 4  +  5 z

1 -  2  z  - 1 3 —  3 z
v  =

3 1 — 2 z 1 3  —  1 7 z

1 1

3  - 1

x  =  -  ^  +  3 X  

z  =  4  X

1 1

3  - 1

- 4

6 .1 5  D a d o s  lo s  p l a n o s  3 x - y  +  z  =  1
h a l l a r  u n  v e c t o r  c u y a  d i r e c c i ó n  s e a  p a r a l e l a  a  a m b o s .

x  +  y  -  2 z  =  0  -

( U n i v .  d e  M a d r i d )
■

C o m o  lo s  c o e f i c i e n t e s  d e  x .  y ,  z  n o  s o n  p r o p o r c i o n a l e s ,  lo s  p l a n o s  n o  s o n  p a r a l e l o s .  S e  c o r t a n  s e 

g ú n  u n a  r e c t a ,  h a l l e m o s  s u s  e c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s :

3 x  —  y  +  z  =  1 

x  +  y — 2 z  =  0

3 x  -  y  =  1 - z  

x  +  y  =  2  z

x =
1 +  z

y  =
- i  +  7  z

h a c i e n d o  z  =  4  X  se o b t i e n e

x =  1  +  X

_  2 . +  -j -y  q u e  s o n  las e c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  la  r e c -  

4

z  =  4  X

t a .  E l  v e c t o r  ( 1 .  7 .  4 )  es p a r a l e l o  a  la r e c t a  i n t e r s e c c i ó n  d e  a m b o s  p l a n o s  y  p o r  lo  t a n t o  p a r a l e l o  a  los 

d o s  p l a n o s .
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6 . 1 6  H a l l a r  las e c u a c io n e s  d e  la  r e c t a  q u e  pa sa  p o r  el p u n t o  ( 1 .  2 ,  3 )  y  es p a r a le la  a  la  r e c t a

2 x  +  3 y  —  2  = - 1  

x  -  y  +  3 z  =  4

( U n i v .  d e  S e v il la )

H a l l e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  de la  r e c t a :

- 1 + z  3 2  - 1 + z

2 x  +  3 y  =  — 1 +  z  i
- *»  X — 4 - 3  z  - 1 - 1 1  + 8 z 1 4 — 3 z 9 —  7 z

x  —  y  =  4 —  3 2  

h a c i e n d o  z  -  —  5  X  :

2  3

1 -  1

- 5 v  =
- 5 - 5

11x =  —  +  8  \
5

y  =  7 \

z  =  — 5  *

L a  r e c t a  p e d id a  es la  re c ta  q u e  pasa p o r  e l  p u n t o  ( 1 , 2 . 3 )  y  e s  p a r a le la  al v e c t o r  v =  ( 8 . —  7 . - 5 ) .  

sus e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  s o n :

x  = 1  +  8  X

, sus e c u a c i ó n  c o n t i n u a : x  -  1 =  y  -  2  =  z - 3

8  - 7  - 5

( U n i v .  d e  S a la m a n c a )

L a  r e c t a  r y  e l  p u n t o  O  d e t e r m i n a n  el p la n o  

p .  y  e l p u n t o  O  y  la re c ta  s  d e t e r m i n a n  el p l a n o q .

L o s  p l a n o s  p  y  q  se c o r t a r á n  e n  la re c ta  t p e d id a .

E n  e f e c t o :  esta re c ta  pasa p o r  el p u n t o  O  q u e  está 

e n  lo s  d o s  p la n o s ;  la  r e c t a  t p o r  estar e n  el p l a n o  p  

c o r ta  a  r  q u e  t a m b i é n  está e n  p  ( d o s  re c ta s  q u e  es- 

a n  e n  el m i s m o  p l a n o  se c o r t a n ,  si s o n  parale las  se 

c o r ta n  e n  el p u n t o  d e l i n f i n i t o ) ,  y  t a m b i é n  t c o r t a  

a s  p o r  e s ta r  a m b a s  e n  p l a n o  q .

E l  p r o b l e m a  q u e d a  r e d u c i d o  a h a l la r  las e c u a c io n e s  d e  lo s  p l a n o s  p  y  q .

C á l c u l o  d e  la  e c u a c i ó n  d e l  p l a n o  p :
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r : x  =  2 y  =  z - 1  o

el h a z  d e  p lanos de eje la re c ta  r es:

x  =  2  y  x  —  2 y  =  0
= >

x  =  z - 1  x — z +  1 =  0

X ( x  — 2 y )  + í i ( x  — z  +  1)  =  0  ( 1)

po r  pasar p o r  0 ( 0 .  0 .  0 ) :  X  ( 0  —  0 )  +  n  ( 0 — 0  +  1)  =  0  = >  A  =  0  s u s t i t u y e n d o  este v a lo r  en ( 1 )  te 

n e m o s  el p la n o  d e t e r m in a d o  p o r  el p u n t o  0  y  la recta r:

M x  —  2 y )  =  0  = >  x —  2 y  =  0  ( 2 )

C á lc u lo  d e  la e c u a c ió n  del p la n o  q  :

Este p la n o  q u e d a  d e t e r m in a d o  p o r  el p u n t o  0 ( 0 . 0 .  0 )  y  d o s  p u n t o s  d e  s. p o r  e je m p lo  el A ( 0 , 1 . 0 )

y  el B (2 .  4 ,  1 ) .  o b t e n id o s  al igualar a 0  y  a 1 las e cu a c io n e s  d e  s.

X y z 1

0 0 0 1

0 i 0 1

2 4 1 1

=  0 (— 1 ) 2 *4 . 1 . =  0 -  2 z

L a  recta pe d id a  es la d e t e r m in a d a  p o r  los p la n o s  I2> y  ( 3) :

x  - 2 y  =  0  

x -  2 z  =  0

( 3)

6 . 1 8  H a l la r  la  e c u a c ió n  d e  la recta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A i  1 , 1 , 1 ) .  es paralela al p lano

:  x  2  y  —  z  —  0

x -  1 V  z

y  está e n  u n  m i s m o  p la n o  q u e  l a  recta

r  :
1 2  3

(U n iv .  d e l P a ís  V a s c o )

L a  recta  pe d id a  será la in te rs e cció n  del p la n o  

q u e  pasa p o r  el p u n t o  A  y  es parale lo  al p la n o  rr. 

c o n  el p la n o  d e t e r m in a d o  p o r  el p u n t o  A  y  la rec 

ta r.

O b t e n c ió n  del p la n o  p a ra le lo  al p la n o  t  y  

q u e  pasa p o r  el p u n t o  A :

-  to d o s  los p la n o s  q u e  s o n  parale los al p la n o  n 

están c o n t e n id o s  e n  la  e c u a c ió n :

x —  2 y - z + k  =  0  ( 1)

-  el q u e  b u s c a m o s  pasa p o r  el p u n t o  A ( 1 .  1.  1 ) :  1 - 2 1 - 1  +  k  =  0  = >  k -  2

-  l le va n d o  este v a l o r  a ( 1 ) :  x - 2 y - z  +  2 = 0  ( 2 )

O b t e n c ió n  del p la n o  d e t e r m in a d o  p o r  el p u n t o  A ( 1 ,  1,  1)  y  la recta r :

-  igu a la n d o  a 0  y  a 1 las e c u a c io n e s  c o n t in u a s  d e  r  o b t e n e m o s  d o s  p u n t o s  de r :  B (  1 . 0 . 0 )  

C ( 2 .  2 .  3 ) .

-  el p la n o  b u s c a d o  es q u e  pasa p o r  los p u n t o s  A .  B  y  C :
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X V z 1 x - 1 V z 1

1 1 1 0 1 1 1
x - 1 V z

=  0 = > =  ( - 1 1 - 0 1 1 =  0
1 0 0 1 0 0 0 1

2 2 3 1 1 2 3 1
1 2 3

1 1 0  1 0 1
-  ( x -  1) +  y -  z = 0  = > x +  y - a - 1 =  ( -

2 i 1 3 1 2 r- * Y

L a  recta  pe d id a  está d e te r m in a d a  p o r  la  in te rs e cció n  de los p lanos (21 y  ( 3 )  :

x -  2  y - 2  +  2  =  0  

X +  y  —  z  -  1 =  0

6 . 1 9  H a l la r  las ecuaciones d e  u n a  recta  paralela al v e c t o r  ( 1 , 2 , 3 )  y  q u e  c o r t e  a las rectas

r :
x - 1 y  +  2  z

s:
x  =  2 z  +  1 

y  = - z  +  2

(U n iv .  d e  V a lla d o /id )

^ o t e n y a m o s  las ecuaciones para m é trica s  de las rectas r y  s:

x - 1  y + 2  2  ,  _

—  ’  —  = 7  =  x

H a c ie n d o  z  =  p  e n  las ecuaciones d e  s :

x =  1 +  2  X 

y  = - 2 +  3  X 

z =  X

: =  1 +  2  u

y  =  2  -  p  

z  =  P

Para ca d a  valor de X o b te n d r e m o s  u n  p u n t o  de la  recta r ,  y  para ca d a  v a lo r  d e  p  u n  p u n t o  d e  la 

recta s.

Sean a  y  b  los valores d e  X y  p  q u e  n o s  d a n  las c o o rd e n a d a s  d e  los p u n t o s  de c o r t e  d e  la  rec

ta pe d id a  c o n  las rectas r  y  s: A (  1 +  2  a . -  2  +  3 a ,  a )  y  B (1  +  2  b , 2  -  b ,  b l .  L a  e c u a c ió n  de la  recta 

pedida será (recta qu e  pasa p o r  los p u n t o s  A  y  B ) :

x -  1 - 2 a  _  y  +  2  - 3 a  _  z  -  a x -  1 - 2 a  _  y  4 - 2 - 3 a  _  z - a

í  +  2  b  —  1 —  2  a 2  — b + 2  — 3 a  b - a  - 2 a  +  2 b  - 3 a - b  +  4  b - a

si la recta  es paralela al v e c to r  ( 1 . 2 .  3 ) .  este v e c to r  y  el d e  d i re c c ió n  de la  re c ta  s o n  paralelos:

—  2 a  +  2  b  —  3 a  —  b  +  4

(1 )

- 2 a - 2  b  =  —  3 a  —  b - f  4  =  b ^ - a  

I  2  3

a =  1 : b  =  1

1 2 

—  2  a +  2  b  b  —  a

a —  5 b  =  - 4  

5 a  -  5 b  =  0

1

L le v a n d o  estos valores a  las c o o rd e n a d a s  d e  A  y  B res ulta :  A ( 3 , 1, 1)  y  B ( 3 , 1 , 1 ) ,  o  sea q u e ,  a m b o s  

punto s son coincidentes.

L a  recta pe d id a  es la recta q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( 3 . 1 , 1 )  y  es paralela al v e c t o r  ( 1 , 2 , 3) :
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6 . 2 0  D a d a  la  r e c t a  r :
3  4  - 1

h a l l a r  l a  e c u a c i ó n  d e  u n a  p a r a le la  a  ellas q u e  se a p o y a  e n  las re c ta s :

-  V - 2  _  * t . x  +  1 _  Y ^ 3  _  z _ F j

- 4  3  - 2  '  - 1  - 2  5

d e  C á d iz .  1 9 9 1 )

O b t e n g a m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  las re c ta s  s y  t :

y — 2

- 2
=  x

x  =  - 4  X

I y  =  2  + 3  x  

I z  =  - 2  X

t :
x  +  1 

- 1

- 3  z + 1

- 2 =  A

I x  =  -  1 -  n

I y  =  3 - 2 p  

I z  =  -  1 +  5 p

S e a n  a y  b ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  los v a lo r e s  d e  X  y  p  q u e  n o s  d a n  las c o o r d e n a d a s  d e  lo s  p u n t o s  

d e  c o r t e  d e  la r e c t a  p e d i d a  c o n  las re c ta s  r  y  s :  A (  —  4 a , 2  +  3 a .  —  2 a |  y  B < —  1 —  b ,  3 — 2 b ,  —  I +  5 b ) .  

L a  e c u a c i ó n  d e  la r e c t a  p e d i d a  será ( r e c t a  q u e  pasa p o r  lo s  p u n t o s  A  y  B ) :

x  + 4 a y - 2 - 3 . z +  2 a

—  1 —  b  +  4 a  3 — 2  b  — 2  — 3 a  - 1 + 5 b + 2 a  

si esta r e c t a  es p a r a le la  a la re c ta  r  :

4 a  —  b  —  1 — 3 a  — 2 b + 1  2 a  +  5 b - 1 ■ ■ ■ ■ —  ■■ =  — ■ ■ ■ - —
3  4  -  1

x  -F 4  a _  y  —  2  —  3  a _  z  +  2  a 

4 a — b — 1 ~  — 3 a — 2 b + 1  2 a + 5 b - 1

4 a — b — 1 _  2 a + 5 b — 1 

3  - 1

— 3 a — 2 b + 1 _  2  a +  5  D —  1 

4  -  1

( 1 )

5 a  +  7 b  = 2  

5 a  + 1 8 b =  3 ” b = , ;  b=TT

a  =
11

S u s t i t u y e n d o  e s to s  v a lo r e s  e n  ( 1) :

—  -  —  -  i  +  ,  A + A _ ,
11 11 11 11 11 11

o o

E s t e  r e s u l t a d o  n o s  d i c e  q u e  el v e c t o r  A B  e s  el ( 0 ,  0 .  0 ) .  o  sea, q u e  lo s  p u n t o s  A  y  B s o n  c o in c id e n t e s .

las re c t a s  se c o r t a n  e n  e l  p u n t o  A (
12 31

1 1  1 1 1 1
>.
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L a  e c u a c i ó n  p e d i d a  es l a  d e  la  r e c t a  q u e  p a s a  p o r  el p u n t o  A  y  e s  p a r a le la  a  la  r e c t a  r :

31

V " T T
z  + _ 6_

11

6 . 2 1  D e t e r m i n a r  la s  e c u a c io n e s  d e  la  re c ta  s im é t r ic a  d e :

r :  x  —  1 =  y  —  2  =  z  —  3

d e l p u n t o  P : ( 3 . 2 , 1 ) .

( U n i v .  d e  C a s t i l la  - L a  i / a n c h a .  1 9 9 1 )

H a l l e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  la r e c t a :

i x  =  X  +  1

x - l = y - 2  =  z - 3 = X = >  y = A + 2

I z  =  X +  3  

S i  A (  X +  1 ,  X  +  2 , X +  3 )  e s  el p u n t o  g e n é r ic o  

ó e  la r e c t a  r  y  A ' ( x ' .  y ' ,  z ' )  e l  s i m é t r i c o  d e  A  r e s p e c 

t o  d e  P .  p o r  ser P el p u n t o  m e d i o  d e l  s e g m e n t o  A A \  

a s  c o o r d e n a d a s  d e  P s o n  la s e m i s u m a  d e  las c o o r d e 

n a d a s  d e  A  y  A ' :

(  X  +  1) +  x '  3
x '  =  -  X +  5

( X +  2 )  +  y '  ^
= > y* =  -  X +  2

( X  +  3 )  +  z '  

0
z '  =  -  X -  1

e c u a c io n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  la r e c t a  p e d i d a .

S E G U N D A  S O L U C I O N :  P a r a  X = 0  y  X  =  1 o b t e n e m o s  lo s  p u n t o s  d e  r :  8  ( 1 .  2 . 3 )  y  C ( 2 , 3 , 4 )  

H a l l e m o s  lo s  s im é t r i c o s  d e  8  y  C  r e s p e c t o  d e l  p u n t o  P :

x  +  1

2

y  +  2 

2

z  +  3

=  3  

=  2  

=  I

B  ( 5 .  2 ,  —  1)

x  + 2  

2

y  +  3  

2

z +  4

=  3

=  2  

=  1

= >  C (  4 ,  1 , - 2 )

L a  r e c t a  q u e  p a s a  p o r  lo s  p u n t o s  8  y  C  e s  la  p e d i d a :

x  —  5  =  y  —  2  =  z  +  1 

4 - 5  1 - 2  - 2 + 1

x - 5  _  y  —  2  _  z  +  i  

- 1 - 1 - 1

6 . 2 2  E s t u d ia r  la p o s ic ió n  re la t iv a  d e  lo s  p la n o s

m x  +  y  — z  =  1 ,  2 x  —  y  +  m z  =  3 m  ,  x - 2 y  +  ( m  +  1 ) z  =  3 m - l

¿ n  lo s  d is t in t o s  v a lo r e s  d e  m .

(U n iv .  d e  L e ó n )
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E s t u d i e m o s  el s i s t e m a : m x  +  y  -  z  =  1 

2  x  —  y  +  m z  =  3 m  

x  —  2 y  +  ( m  +  1) z  =  3  m  —  1

m 1 - 1 m 1 - 1 1
A  = 2 - 1 m ;  B  = 2 - 1 m 3 m

1 - 2 m  +  1 1 - 2 m + 1 3 m — 1

m 1 - 1

¡ A l  = 2 - 1 m

1 - 1 m +  1

=  - m ( m  +  l )  +  m  +  4 - 1  +  2  m 2 — 2 ( m  +  1 ) =  m 2 —  2 m  +  1 =  I m — 1 ) 3

r a n g o  A  =  3

Si m  *  1 : = >  el s iste m a  es c o m p a t i b l e  d e t e r m i n a d o ,  t ie n e  s o l u c i ó n  ú n ic a ,  lo  q u e  im-
ra n g o  B  =  3

p lic a  q u e  los tres p la n o s  se c o r t a n  e n  u n  p u n t o ,  f o r m a n  u n  á n g u l o  t r ie d r o .

S i  m  =  1 . las e c u a c io n e s  d e  lo s  p l a n o s  so n :

x  +  y -  z =  l  ;  2 x - y + z = 3  ; x - 2 y  +  2 z = 2

c o m o  lo s  c o e f ic ie n t e s  d e  x ,  y ,  z  d e  c u a l q u i e r  p a r  d e  p la n o s  n o  s o n  p r o p o r c io n a l e s ,  n o  h a y  n i n g ú n  par 

d e  p la n o s  paralelos .

E s t u d i e m o s  el s iste m a  f o r m a d o  p o r  las tres e c u a c io n e s :

1 1 - i ' 1 1 . i  r

A  = 2  - 1  1 B  = 2 - 1 1 3

1 - 2  2 1 - 2  2  2

el m e n o r  d e  A ,
1 1

2  - 1
*  0 el r a n g o  d e  A  es 2 ,  y a  q u e  I A  ¡ =  0

O r l a n d o ,  en B .  este m e n o r  s o n  la  c u a r ta  c o l u m n a  y  la te rc e ra  f i l a :

(la t e r c e r a  f i la  es igual a la  s e g u n d a  m e n o s  la p r i m e r a )  

ra n g o  d e  A  =  2 

ra n g o  d e  B  =  2 

tas s o l u c io n e s .  L o s  tres p la n o s  se c o r t a n  s e g ú n  u n a  re c ta .

1 1 1 1

2 - 1 J 3

| l - 2 2

0 ,

D e  a q u í  r e s u l t a : el sistema es c o m p a t i b l e  i n d e t e r m i n a d o ,  t iene infin i

6.23 E s t u d i a r  l a  p o s i c i ó n  re la t iv a  d e  lo s  p la n o s

x  +  { 1  +  a ) y  +  z  s  0  

( 2  +  a )x  -  y  -  2 z  =  0

3 x  —  z  =  a

según lo s  v a lo r e s  d e  a. H a l l a r  la  i n t e r s e c c ió n  d e  los tre s  p l a n o s  p a r a  el v a l o r  d e  a  c o n  el c u a l  esta i m  

s e c c ió n  c o n t i e n e  m ás d e  u n

(U n iv . de  Sevilla )
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E s t u d i e m o s  el s iste m a  f o r m a d o  p o r  la s  tre s  e c u a c io n e s .  

E s c r i b a m o s  la  m a t r i z  d e  lo s  c o e f i c i e n t e s  y  la m a t r i z  a m p l i a d a :

1 1 + a 1 ' 1 1 + a 1 0
M  = 2 + a - 1 - 2 ; N  = 2 + a - 1 - 2 0

3 0 - 1 . 3 0 - 1 a

M I  =

I

2 + a

3

1 + a  1

- 1  - 2  

0  - 1

=  1 — 611 + a )  +  3 + ( 1 + a ) ( 2  +  a)  =  a 2 —  3 a  ;  i M = 0  o  a 2 - 3 a  =  0  ;

a =  0 .  a  =  3

S i  a  ( 0 . 3 ) : r a n g o  de M  =  3

r a n g o  d e  N  =  3

Si a =  0 :

S I S T E M A  C O M P A T I B L E  D E T E R M I N A D O  (s o l u c ió n  

ú n i c a ) .  L o s  tre s  p la n o s  se c o r t a n  e n  u n  p u n t o .

1 1 1 1 1 1 0

M  = 2 -  1 - 2 ;  N  = 2 - 1 - 2 0

3 0 - 1 3 0 - 1 0

c o m o  i M  . =  0  y
1 1

2 - 1
q u e  la  n u e v a  c o l u m n a  c o n s t a  s o l o  d e  ce ro s

=  - 3 * 0 ,  el r a n g o  d e  M  es 2 . T a m b i é n  el r a n g o  d e  N  es 2 ,  ya

ra n g o  M  =  2  

ra n g o  N  =  2
S I S T E M A  C O M P A T I B L E  I N D E T E R M I N A D O  ( i n f i n i t a s  s o l u c io n e s ) .

A l  n o  h a b e r  n i n g ú n  p a r  d e  p l a n o s  q u e  te n g a n  lo s  c o e f i c i e n t e s  d e  las in c ó g n i t a s  p r o p o r c io n a l e s ,  no 

“a y  n i n g ú n  p a r  d e  p l a n o s  p a ra le lo s . L o s  tre s  p l a n o s  s o n  d i s t i n t o s  y  se c o r t a n  s e g ú n  u n a  re c ta .

C o n s i d e r a n d o  el m e n o r  

i  sistema:

I I  1

2  - 1

x  +  y  +  z  =  0  

2 x  —  y  —  2 z  =  0

*  0  q u e  n o s  h a  d a d o  el r a n g o ,  el s is te m a  d a d o  es e q u iv a le n t e  

e c u a c io n e s  c a rte s ia n a s  d e  la re c ta  e n  la q u e  se c o r t a n  lo s  t r e s  p la n o s .

x  +  V =  - z  

2 x  —  y  =  2  2

z  , 4

3  v  =  —  3 * '

3 x  =  z z

3

H a c i e n d o  z  =  3 \ :

<<IIX

-<II>

z  =  3  X

e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  la  recta

S i  a  =  3 :

1 4 1 1 4 1 0

M  = 5 - 1 - 2 N  = 5 - 1 - 2 0

3 0 - 1 3 0 -  1 3

c o m o  I M  I =  0  y
1 4

5  - 1

*>la y  la  c u a r t a  c o l u m n a  d e  N

=  -  21 *  0  , el r a n g o  d e  M  es 2 .  O r l a n d o  e s te  m e n o r  c o n  la  tercera
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1 4 ; 0

5 - 1 : 0 =  3
1 4

3

— ~ j 
0 3

5 - 1

r a n g o  M  =  2 

r a n g o  N  =  3

=  -  6 3  *  0  = >  el r a n g o  d e  N  es 3 .

S I S T E M A  I N C O M P A T I B L E  ( n o  t ie n e  s o l u c ió n ) .

A l  n o  h a b e r  n i n g ú n  p a r  d e  p la n o s  q u e  te n g a n  los c o e f ic ie n t e s  d e  las in c ó g n i t a s  p r o p o r c io n a l e s ,  n o  

h a y  n i n g ú n  o a r  d e  p la n o s  p a r a le lo s .  L o s  p l a n o s  se c o r t a n  d o s  a d o s  e n  tre s  re c ta s  p a ra le la s ,  los p la n o s  

f o r m a n  u n a  s u p e r f ic ie  p r is m á t ic a .

H a l l a r  el v a lo r  d e  k  p a r a  q u e  lo s  p la n o s

x  +  y  +  z  =  2  ;  2 x  +  3 y  +  z  =  3  ;  k x  +  l O y  +  4 z  =  11

( U n i v .  d e  V a le n c ia )

Si los tre s  p la n o s  se c o r t a n  e n  u n a  re c ta  c o m ú n ,  los i n f in i t o s  p u n t o s  d e  la  re c ta  serán s o l u c ió n  d e l 

sistema f o r m a d o  p o r  las e c u a c io n e s  d e  los tre s  p la n o s ,  este s iste m a  será c o m p a t i b l e  i n d e t e r m i n a d o  (t ie  

n e  in f in it a s  s o l u c io n e s ) ,  se ha d e  v e r i f ic a r :

ra n g o

1 1 1

d e  a q u í 2  3  1

k  1 0  4

1 1 1 1 1 1 2

2 3 1 =  ra n g o 2 3 1 3

k 10 4 _ k 10 4 11

0 12 + k  +  2 0 - 3 k  - - 1 0 _ 8  = 0 = >

=  2

1 4 - 2 k  =  0 k = 7

Para k =  7 el r a n g o  d e  la  p r i m e r a  m a t r i z  es 2 .  p u e s to  q u e  

c o n  la ú l t i m a  c o l u m n a  d e  la s e g u n d a  m a t r i z :

1 1

3  1
0 .  O r l a n d o  este m e n o r

: i i 2

: 3 1 : 3

10 4 11

-  11 +  3 0  +  2 4  -  2 0  -  1 2  —  3 3  =  0

esto n o s  d i c e  q u e  t a m b i é n  el r a n g o  d e  la s e g u n d a  m a t r i z  es 2 .  Si  e s te  r a n g o  n o  h u b i e r a  s id o  2 .  los tres 

p la n o s  n o  se c o r t a r í a n  e n  u n a  re c ta  c o m ú n  p a r a  n i n g ú n  v a lo r  d e  k .

6 . 2 5  D e t e r m i n a r  a  y  b  p a r a  q u e  lo s  p la n o s

2 x  —  y  +  z  =  3  ; x - y  +  z  =  2 ;  3 x  -  y  - =  b

se c o r t e n  e n  u n a  re c ta  r .

H a l l a r  la  e c u a c ió n  d e l  p l a n o  q u e  c o n t ie n e  a  la  re c ta  r  y  pasa p o r  el p u n t o  A ( 2 . 1 .  3 )

(U n iv .  d e  B a r c e lo n a I  —  ( U n i v .  d e  S a n t ia g o )
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S i  los tre s  p l a n o s  se c o r t a n  e n  u n a  r e c t a  c o m ú n ,  lo s  i n f i n i t o s  p u n t o s  d e  la r e c t a  s e rá n  s o l u c i ó n  d e l 

s is te m a :

2 x  -  y  +  z  =  3

x  -  y  +  z  =  2

3 x  —  y  —  a z  =  b

o  sea. e s te  s is t e m a  es c o m p a t i b l e  i n d e t e r m i n a d o  ( t i e n e  i n f i n i t a s  s o l u c i o n e s ) ,  d e  d o n d e :

ra n g o

2  - 1  
1 - 1  

3  - 1

=  0

2  - 1 1 2  - 1 1 3 "

1 - 1 1 =  r a n g o 1 - 1 1 2

3  - 1 —  a 3  - 1 - a  b

icoi«3CMD - 1  + 3  +  2 - - a  =  0 = >  a +  1

=  2

=  - 1

¿  —  i
Para a  =  —  1 .  el r a n g o  d e  la p r i m e r a  m a t r i z  es 2 .  p u e s t o  q u e  ^  ̂ *  0 .  O r l a n d o  e s te  m e n o r

c o n  la  ú l t i m a  c o l u m n a  d e  la s e g u n d a  m a t r i z  y  la  t e r c e r a  f i la ,  p a r a  q u e  el r a n g o  d e  la m a t r i z  se a 2 ,  h a  de 

ser n u l o  el m e n o r  d e  te r c e r  o r d e n  r e s u l t a n t e :

: 2 - i : 3

•i . — i  \ 2 =  0  = >  - 2 b  —  6 - 3  +  9  +  4 +  b  =  0  = > - b + 4  =  0  = > b  =  4

3 - 1 b

C o n s i d e r a n d o  e l  m e n o r  q u e  n o s  h a  d a d o  el r a n g o ,  el s is t e m a  e s t u d i a d o  es e q u i v a l e n t e  al f o r m a d o  

s o r  las p r i m e r a s  e c u a c i o n e s : L a  r e c t a  c o n t e n i d a  e n  lo s  t r e s  p l a n o s  d e l  e n u n c i a d o  es la d e t e r m i n a d a  p o r  

ios d o s  p r i m e r o s  ,  s u s  e c u a c io n e s  s o n :

2 x  —  y  +  z  -  3 = 0  1 

x - y  +  z  —  2  =  0  |

E l  h a z  d e  p l a n o s  d e  e je  d i c h a  r e c t a  es:

A I 2 x - y  + z - 3 )  + M x  — y  + z - 2 )  =  0  ( 1 )

S i  el p l a n o  ( 1 )  c o n t i e n e  al p u n t o  A { 2 ,  1 . 3 ) :

X  ( 2 • 2  —  1 + 3 - 3 )  +  u  ( 2 - 1  + 3  —  2 )  =  0

« v a n d o  e s te  v a lo r  a ( 1 )  y  d i v i d i e n d o  lu e g o  p o r  A :

3 A

3 A  *  2 / i  =  0  => h  =

M 2 x  —  y  +  z  —  3 )  —  ( x - y  + z - 2 )  =  0 2 ( 2 x  —  y  +  z — 3 )  —  3 < x  — y  +  z  — 2 )  = 0  

x  +  y  —  z  =  0  e c u a c i ó n  p e d id a .

6 .2 6  E s t u d i a r  la  p o s i c i ó n  re l a t iv a  d e  la  re c ta

r :

x  =  3 X  - 1

V  =  X + 2

z  =  2 X

• el p l a n o  p  d e t e r m i n a d o  p o r  lo s  p u n t o s  A ( 1 , 3 ,  2 ) .  B ( 2 ,  0 .  1 )  y  C ( 1 . 4 .  3 ) .
( U n i v .  d e  M a d r id )
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H a l l e m o s  la e c u a c i ó n  d e l  p l a n o  p .

=  0

X V z

1 3 2 1

2 0 1 i

1 4 3 1

R e s t a n d o  a  la  p r i m e r a  c o l u m n a  la  c u a r t a  m u l t i p l i c a d a  p o r  2 . 

y  a  la  t e r c e r a  c o l u m n a  la c u a r t a ,  y  d e s a r r o l l a n d o  el d e t e r m i n a n 

te  r e s u l t a n t e  p o r  lo s  e l e m e n t o s  d e  la t e r c e r a  f i la :

x - 2 V z - 1 1 x - 2 y z - 1

- 1 3 1 1 =  (-1)3*4.1. - 1 3 1
0 0 0 1 -1 4 2

-1 4 2 1
3 1 - i i 3

( x - 2 )
4 2

+  y
- i 2

- ( z - 1 ) l ” 1 4
=  — 2  ( x  —  2 )  -  y  +  ( z - 1 )  = 0

— 2 x  —  y  +  z  +  3  =  0  

V e a m o s  si la  r e c t a  y  el p l a n o  s o n  o  n o  p a r a le lo s :

3 - ( - 2 )  +  1 ( -  1 )  +  2 - 1  = — 5 * 0  

la  re c ta  n o  e s  p a r a le la  al p l a n o ,  l o  c o r t a .

6 .2 7  H a l l a r  la  e c u a c i ó n  d e l  p l a n o  q u e  p a s e  p o r  l o s  p u n t o s  ( 2 .  1 , - 3 ) .  ( 1 ,  2 . - 1 )  y  ( 0 . - 1 , — 1 )  y  

c a l c u l a r  lo s  v a l o r e s  d e l  p a r á m e t r o  m  p a r a  q u e  l a  r e c t a  d e f i n i d a  c o m o  i n t e r s e c c i ó n  d e  lo s  p l a n o s :

7 r , s m x  —  y  =  —  6  +  m  .  x  —  z  =  0

c o r t e  al p l a n o  a n t e r i o r  en
( U n i v .  d e  O v i e d o )

E c u a c i ó n  d e l  p l a n o  p e d i d o :

X V z 1 X y+1 z +  1 1

2 1 - 3 1
=  0  = >

2 2 - 2 1

1 2 -1 1 1 3 0 1

0 - 1 - 1 i 0 0 0 1

X y + 1 z  +  1

1 • 2 2 - 2

1 3 0

x + z + 1  y + z + 2 z  +  1 X +  Z + 1  y+ Z  +  2
0  0 - 2 =  - ( - 2 )

1 3 0
1 3

=  2 ( 3 x  f  3 z  +  3 - y - z - 2 )  =

=  2 ( 3 x - y  +  2 z  +  1)  =  0 3 x  -  y  +  2 z  +  1 =  0

Si la r e c t a  d e t e r m i n a d a  p o r  lo s  p l a n o s  j t ,  y  n 2 c o r t a  al p l a n o  a n t e r i o r  e n  u n  p u m o ,  el s iste m a

3 x  —  y  +  2 z  =  - 1  

m x  -  y  =  - 6  +  m

x  - z = 0

es c o m p a t i b l e  d e t e r m i n a d o .  S e  t e n d r á :
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r a n g o

' 3 - 1 2 '  3 - 1 2 -  1

m -  1 0 = r a n g o m - 1 0 -  6  +  m

1 0 -  1 1 0 - 1 0

3 - 1 2

m -  1 0 =  3 + 2 - m  =  5 —  m

1 0 - 1

=  3

Si m  r -  5  : r a n g o  A  =  r a n g o  B  =  3 la r e c t a  c o r t a  al p l a n o  e n  u n  p u n t o .

D e t e r m i n a r  el p a r á m e t r o  " a "  p a r a  q u e  la  r e c t a  d e f i n i d a  p o r  las e c u a c io n e s :

3 x  +  a y  +  z  —  1 =  0  

2 x  +  6 y — 2 z  —  6  =  0

x  +  y  +  z  +  1 =  0 .e s té  s i t u a d a  e n  el p l a n o

H a l l e m o s  las e c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  la  r e c t a :

1 - a y  1

3 x  +  2  =  1 -  a y  

2 x  - 2 /  =  6 -  6 y

z  =

x  =  _ 6 - 6 y _ - 2

3  1

2  - 2

i  — a y

6 - 6  y

- 2  +  2 a y  —  6  +  6 y  _  a +  3  

- a  4  v

1 8 -  1 8 y  —  2  + 2 a y  „  9  -  a

-  8  ~  4

n a c i e n d o  y  =  4  X .  re s u l t a - x  =  1 -  l a +  3> X 

y  =  4  \

z  =  —  2  +  ( 9 - a )  X

S i  e s ta  r e c t a  e s t á  s o b r e  e l  p l a n o  x  +  y  +  z + 1  =  0 .  c u a l q u i e r a  q u e  sea X .  lo s  v a l o r e s  d e  x ,  y ,  z 

: a d o s  p o r  las e c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s  d e b e n  s a t is fa c e r  l a  e c u a c i ó n  d e l  p l a n o

I 1 -  ( a  +  3 )  X |  +  4 X  +  | - 2 +  1 9 - a ) X  | +  1 =  0 110 — 2 a ) X  =  0 1 0 - 2 a  =  0

S E G U N D A  S O L U C I O N :  D e c i r  q u e  la  r e c t a  d e t e r m i n a d a  p o r  lo s  d o s  p r i m e r o s  p l a n o s  e s tá  en el te r 

c e r  p l a n o  e q u i v a l e  a  d e c i r  q u e  lo s  tre s  p l a n o s  se c o r t a n  s e g ú n  u n a  r e c t a .  E l  s is t e m a  f o r m a d o  p o r  las tres 

é c u a c io n e s  se rá  c o m p a t i b l e  i n d e t e r m i n a d o ,  las c o o r d e n a d a s  d e  lo s  p u n t o s  d e  l a  r e c t a  i n t e r s e c c i ó n  d e  los 

p l a n o s  s e rá n  las i n f i n i t a s  s o l u c i o n e s  d e l  s is te m a .

M  =

3 a 1 3 a 1 1

2 6 - 2 N  = 2 6 - 2 6

. 1 1 1 1 1 1 - 1

S e  v e r i f i c a r á :  r a n g o  M  =  r a n g o  N  =  2 .

r a n g o  M  =  2

a 1 

6 - 2  

1 1

=  1 8  -  2 a  +  2  -  6  +  6  - 2 a  =  - 4 a  +  2 0  =  0 a  =  5
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3 5 1

Para este v a lo r  de a: 2 6 6 =  —  18 + 3 0 + - 2  —  6 — 1 8 + 1 0  =  0  = >  r a n g o  N  =  2

1 1 - 1

lu e g o  a =  5  es el v a lo r  p e d id o .

r :

D a d a  la  re c ta  r  d e  e c u a c ió n :

x  +  y - z  =  2 

2 x  —  y  +  2 z  =  1

y  e l p la n o  2 x  —  y  +  m z  =  1 ,  o b te n e r e l v a lo r  d e  m  d e  m a n e ra  q u e  re c ta  y  p la n o  re s u lte n  parale los. 

¿ E x is te  a lg ú n  m  p a ra  el q u e  la  re c ta  esté c o n te n id a  e n  el p la n o ?

(U n iv .  d e  la  L a g u n a  - T e n e r i f e ,  1 9 9 1 )

H a l le m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é ir ic a s  d e  la re c ta : 

x  + y  =  2  +  z  i

= >
2 x  -  y  =  1 - 2 z  | 3

h a c ie n d o  z  =  3 X  o b t e n e m o s :

y  =  2  +  z -  x =  2 +  z  —  1 +  —  =  1 + - ^  z
3  3

3  -  z  ;  x =  1 3

x =  1 -  X

r : y  =  1 +  4  X

z =  3  X

'71 =H2 2 x - y  +  2 z - 1 = 0  es la  ecu a c ió n

L a  re c ta  y  el p l a n o  d a d o s  serán parale los s i :

2 - ( - 1 )  +  ( — 1)  4  +  m  3  =  0  ;  = >  

de u n  p la n o  p a r a le lo  a la recta.

S i  la re c ta , a d e m á s  de ser p arale la  al p la n o ,  está c o n t e n i d o  en él. las c o o r d e n a d a s  d e  c u a lq u ie r  p u n  

t o  d e  la  re c ta  d e b e  satisfacer la e c u a c ió n  d e l p l a n o .  E l  p u n t o  A (  1 . 1, 0 )  es de la re c ta .

2 - 1  —  1 - 1 + 2 0 — 1 = 0  = >  p a r a  m  =  2  la re c ta  está c o n t e n id a  en el p la n o .

Si m  *  2 ,  la  re c ta  y  el p l a n o  n o  serán paralelos , la re c ta  c o r ta r á  al p la n o  en u n  p u n t o .

(U n iv .  d e  B a rc e lo n a )

x_—_1 = y - 2  _  z - 3  . 
1 1 '  3  '

s :
x -  1 _  y - 2  _  z - 3

1

r  es paralela al v e c t o r  ( 1 , 1 , 3 )  y  s es p arale la  al v e c t o r  ( 3 . 1 , 2 ) ,  c o m o  estos v e c to r e s  n o  son paralelos 

(sus c o m p o n e n t e s  n o  son p r o p o r c io n a le s )  las rectas n o  son paralelas. Se c o r t a r á n  o  c r u z a r á n .  C o m o  el 

p u n t o  ( 1 , 2 , 3 )  es c o m ú n  a a m b a s ,  se c o r t a n .
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6 . 3 1  D e t e r m in a r  la  p o s ic ió n  re la t iv a  d e  las re c ta s

r :  x  =  - y  =  - z
| y  =  x  +  v ^ 2

( U n i v .  d e  A l ic a n t e )

P o d e m o s  e s c r ib i r  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  a m b a s  re c ta s ,  h a c i e n d o  z  =  X e n  r  y x = ( i e n  s:

x  =  —  X X = n
r : y  =  X  s : y  =  g  +  > / 2

z  =  X z  =  2

Para X =  0  y  g  =  0  o b t e n e m o s  lo s  p u n t o s  

A ( 0 .  0 .  0 )  d e  r  y  B ( 0 ,  \ 7 ,  2 )  d e  s.

Si las re c ta s  se c o r t a n  lo s  v e c t o r e s  ( — 1.  1.  1 J, 

( 1 . 1 . 0 )  y  A B  =  ( 0 .  \ r 2 .  2 )  e s ta r á n  e n  el m is m o  

p la n o  y  s e rá n  l i n e a l m e n t e  d e p e n d i e n t e s .  I n v e r s a 

m e n t e .  si e sto s  tre s  v e c t o r e s  s o n  l i n e a l m e n t e  d e p e n 

d ie n te s .  las d o s  re c ta s  e s ta rá n  e n  u n  m i s m o  p l a n o  y  

se c o r t a r á n .

S i  las re c ta s  se c r u z a n  lo s  tre s  v e c to r e s  serán l in e a l  m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s ,  e i n v e r s a m e n t e ,  sí lo s  tres 

. « c l o r e s  s o n  l i n e a l m e n t e  in d e p e n d ie n t e s  las re c ta s  se c r u z a n .

E s t u d i o m o s  la d e p e n d e n c ia  l ineal d e  lo s  tres v e c t o r e s  e s t u d i a n d o  el r a n g o  d e  la  m a t r i z

M  =

-1

1

0

1

1

v T

I M I  =

- 1  1 1

1 1 0

0  y / ?  2

=  - 2  +  \ r 2  -  2  =  - 4  +  v  2  *  0  = >  los v e c t o r e s  s o n  I. i .

las re c ta s  se c r u z a n

6 . 3 2  D a d a s  la s  re c ta s

x  =  2  +  X
x - 1  y - 1  z  +  2  . 

1 “  - 1  _ ?  *
y  =  1 -  X

i —  i — e.
z  =  2 X

«s tu d ia r  su p o s ic ió n  y .  si fu e s e  p o s ib le , la  e c u a c ió n  d e l p la n o  q u e  la s  c o n tie n e .

( U n i v .  d e  L a  L a g u n a  —  T e n e r if e )

L a s re c ta s  n o  s o n  p a ra le la s ,  r  es p a r a le la  al v e c t o r  ( - 1 ,  1.  1 )  y  s  e s  p a r a le la  al v e c t o r  ( 1 .  1 . 0 ) .  y  es

tos v e c t o r e s  n o  s o n  p a r a le lo s ,  y a  q u e  sus c o m p o n e n t e s  n o  s o n  p r o p o r c io n a l e s .

L a s  re c ta s  se c o r t a n  o  se c r u z a n .

El v e c t o r  u  =  ( 1 ,  -  1 . - 2 )  es p a r a le lo  a r ,  y  el v e c t o r  v  =  ( 1 1 .  2 )  es p a r a le lo  a r \  

El p u n t o  A ( 1 , 1 . - 2 )  p e r t e n e c e  a  r ,  y  B ( 2 ,  1 . 0 )  p e r t e n e c e  a r ' .  V e c t o r  A B  =  ( 1 .  0 .  2 ) .
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z a n .

S e g ú n  el r a z o n a m i e n t o  d e l p r o b l e m a  a n t e r i o r ,  c o m o  j  =  — j- *  — . las re c ta s  se c o r t a n  o  se c r u -

1 - 1 - 2 1 - 1 - 2

1 - 1 2 = 0  0 4

1 0 2 1 0 2

=  - 4 * 0  = > las re c ta s  se c r u z a n

S i  las re c ta s  se c r u z a n  n o  h a y  n i n g ú n  p l a n o  q u e  las c o n t e n g a .

6.33 D e t e r m i n a r  a p a r a  q u e  las re c ta s  r  y  s se c o r t e n .  ¿ P u e d e n  ser c o in c id e n t e s ?

X =  1 +  4 t
x  —  3  y - 3  z  +  a

3 t

5 tC
r :  2  =  — ,  =  2  • y  =  - 1  +

z  =  - 4  +

(U n i v .  d e  M a d r id )

E l  p u n t o  A ( 3,  3 , - a )  es d e  r  y  el 8 ( 1 . - 1 , - 4 )  es d e  s. E l  v e c t o r  ( 2 . -  1 . 2 )  es p a r a le lo  a r y  el 

v e c t o r  ( 4 ,  3 .  5 )  es p a r a le lo  a s.

S e g ú n  el r a z o n a m i e n t o  a n t e r i o r ,  las rectas r  y  s  se c o r t a r á n  si los v e c t o r e s  ( 2 ,  - 1 .  2 ) ,  (4 .  3 ,  5 )  y  

A B  =  ( 1 — 3 , - 1 - 3 , - 4  +  a )  =  ( — 2 . - 4 . - 4  + a)  s o n  l i n e a l m e n t e  d e p e n d ie n t e s ,  o  sea. si:

- 2  - 4  - 4 + a

2 - 1  2
4  3  5

=  0  = >  1 0 - 3 2  +  6 ( - 4  + a )  +  4 < - 4  +  a )  +  12 +  4 0  =  0

- 1 0  +  1 0 a  =  0  - a =  1

L a s re c ta s  n o  p u e d e n  ser c o i n c i d e n t e s ,  p u e s to  q u e  c o m o  r  es p arale la  al v e c t o r  ( 2 , - 1 ,  2 )  y  s  es 

parale la  a l  v e c t o r  ( 4 ,  3 , 5 ) ,  al n o  ser p a ra le lo s  e sto s  v e c to r e s  (sus c o m p o n e n t e s  n o  s o n  p r o p o r c io n a l e s )  

las r e c tas n o  s o n  p a r a le las y  p o r  t a n t o  n o  p u e d e n  c o i n c i d i r .

6.34 E s t u d i a r  la  p o s i c i ó n  re la t iv a  d e  las rectas d e l e s p a c io :

i 2 x  +  z  =  9  i x =  - y

1 y  =  1 I 2 y  +  z  =  x  +  5

H a l l a r  a d e m á s  la  e c u a c ió n  d e l  p l a n o  q u e  c o n t i e n e  a  l a  re c ta  s  y  es p a r a l e l o  a  la  re c ta  r .

(U n iv .  d e  L a  L a g u n a  -  T e n e r if e )

E s c r i b a m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  r  y  s:

r :

s :

2 x  +  z  =  9 z  =  9  -  2  x

y  =  1
= > = >

y  =  i

x  =  A 

V  =  1 

z =  9  — 2  A

x  =  -  y 1

X1¡1>

2 y  +  z  =  x  +  5 z  =  x  +  5  —  2 y  =  3 x  + 5

(1 )

x  =  g  

V  = ~ F  

z  = 3 ^  +  5

( 2 )
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r  es p a r a l e l a  al v e c t o r  u  =  ( 1 , 0 , —  2 )

s ......................................... v  =  ( 1 . - 1 .  3 )

D e  ( 1 ) :  A ( 0 . 1 . 9 1 e r ,  y  d e  ( 2 ) :  B ( 0 . 0 . 5 > < = s .  A B  =  ( 0 - 0 , 0  — 1.  5  —  9 )  =  ( 0 . — 1 .  — 4)

y  ^  = >  las r e c t a s  se c o r t a n  o  se c r u z a n .

1 0 -  2 1 0 - 2

1 - 1 3 = 0 - 1 5

0 - 1 -  4 0 - 1 - 4

=  4 + -5 * 0 . las r e c t a s  se c r u z a n

E l  p l a n o  q u e  c o n t i e n e  a  la  r e c t a  s  y  es p a r a l e l o  a 

la  r e c t a  r  es el p l a n o  q u e  c o n t i e n e  al p u n t o  B  ( 0 ,  0 .  5 )  

de la  r e c t a  s  y  e s  p a r a l e l o  a  lo s  v e c t o r e s  u  =  ( 1 , 0 ,  — 2 ) 

V  v  =  ( 1 ,  —  1 . 3 ) .  S u s  e c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s  s o n :

x  =  0  4- X 4- p X =  X 4- n
y  =  0  —  X 4- 0  • ¿j = >

/<III >

z  =  5  F 3 X  -  2  » z  =  5 + 3 X — 2 p

E c u a c i ó n  i m p l  íc i t a :

x - 0  y  —  0  z  — 5 

1 - 1  3

1 0  - 2

=  0 2 x  +  3 y  +  ( z  — 5 )  +  2 y  =  0 2 x  +  5 y  +  z  —  5  = 0

6 . 3 5 D e t e r m i n a r  r a z o n a d a m e n t e  si las re c ta s

x + y  -  2 z  4 - 1  =  o

r :
2 x  —  y  +  z  —  1 =  0

s :
, 2 x  +  y  - z  -  1  *  0

x  -  y  — 2 z  + 1  =  0

k  c o r t a n  o  se c r u z a n .

( U n i v .  d e  M a d r i d )

H a l l e m o s  las e c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  s y  r :

x  +  y  =  — 1 +  2 z  | y  =  - 1 + 2 z - x = - 1 + 2 z - ^ z  =  - 1  +  ^ z

2 x —  y  =  1 -  z

» 3 C i e n d o  z  =  3 A :

3 x  =  z ;  x  =  -  z

r :

x  =  X

y  =  - 1  +  5 X  

z  =  3  X

2 x  +  y  =  1 +  z

x -  y  =  1 + 2 z  

i e n d o  z  =  u  :

y = 1 + z - 2 x = 1 + z - | - 2 z  =  - ^ - z
3  3

3 x  =  2  4-  3 z  ; x  =  |  +  z
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s :

x -  ! ♦ ,

V — 5 - 1.

. z  =  M

L a  recta r  es paralela al v e c t o r  u  =  ( 1 .  5 . 3 ) .  y  la recta t  es paralela al v e c t o r  v  =  ( 1 , - 1 . 1 ) .  c o 

m o  estos ve cto re s  n o  son parale los (sus c o m p o n e n t e s  n o  son p o r p o r c io n a le s ) .  las rectas n o  s o n  parale

las, p o r  lo  ta n to ,  se c o r ta n  o  se c r u z a n .

E l  p u n t o  A ( 0 , - 1 . 0 )  p e rte n e c e  a r .  y  el p u n t o  B ( | . -  ^ . 0 )  pe rte n e ce  a s:
J  o

2  1 2  2
La s c o m p o n e n t e s  del v e c to r  A B  s o n : ( - - 0 .  —  -  +  1 . 0 - 0 )  =  (  r .  «  . 0 ) .  v  e a m o s  si los vec-

3  3  3  3

tores u .  v  y  A B  s o n  o  n o  l in e a lm e n te  inde p e n d ie n te s :

1 5 3

1 - 1 1

2 2
0

3 3

1 5 3 1 4 3

1 - 1 1 _  2 

3
1 - 2 1

1 1 0 1 0 0

=  2 . 1
4 3

=  - • 1 0 * 0
3 - 2 1 3

los tres v e c to r e s  n o  están en el m i s m o  p la n o ,  las rectas se c r u z a n  .

C  O f i  .  ■ •• I > ■ 1.. . . . .  ____ ____t .1__ .L t l .  „  . . .  . . . .  1.  M » .
u . o u  A n a l i z a ,  e n  t u n e  i o n  o e  0 . c u a n a o  i b s  r e c i a s  

c ió n  d e l p l a n o  q u e  las c o n t i e n e :

r  y  j  s o n  p a r d i c i t o  y  u u i e i i ,  e t i  o e  l o j u ,  i a  c t u i

x  +  1 _  y  + 5  _  z  +  2
I 2 x - ( a  +  1 ) z  =  2

1 "  2  1 y  2 a z  0

(U n iv .  d e  V a le n c ia , 1 9 9 1 )

O b t e n g a m o s  las ecuaciones p a r a m é tn c a s  de la recta  s : 

2 x  —  (a  + 1 )  z  =  2

y  —  2 a z  =  0

= >

i . a +  1
* = 1 *  2  *

= >

x =  1 +  l a  +  1) X 

y  =  4 a  X

y  =  2 a  z 1  =  2  X

L a s  rectas r  y  s  son paralelas, re s p e c t iv a m e n te ,  a los ve cto re s  (1, 2 ,  1) y  (a  +  1, 4 a ,  2 ) .  L a s  r e c 

tas serán paralelas si y  solo  si lo  son e sto s  ve c to re s ,  de d o n d e :

+  1 4 a

1

Para a =  1 : 5 —
2  x  —  2 z  —  2  =  0

y  -  2 z  = 0

T o d o s  lo s  p la n o s  q u e  c o n t ie n e n  a la  re c ta  s están c o n t e n id o s  e n  el h a z  de p la n o s:

X ( 2  x —  2  z -  2 )  + # i ( y  - 2 z )  =  0  ( 1 )

c o m o  la recta  r  es paralela a s. el p la n o  q u e  c o n t ie n e  a am bas rectas será el p la n o  d e l h a z  11 ) q u e  c o n 

tiene u n  p u n t o  d e  la  recta  r ,  p o r  e j e m p lo  al p u n t o  A ( - 1 , - 5 ,  - 2 ) :
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X I  2  ( — 1)  —  2  ( — 2)  - 2 |  + M - 5  —  2 1 — 2 ) 1  “  0  = >  X  0  +  p  ( -  1)  =  0  ; u  =  0  

l le v a n d o  este v a lo r  a ( 1 ) .  nos q u e d a ,  después de d i v id i r  p o r  X :

2 x - 2 z - 2  =  0  ; x  -  z  —  1

6 . 3 7 H a l la r  la c o n d i c ió n  p a r a  q u e  sean cop la n a ria s  las rectas

j x  =  a z  +  2 x =  2 z  +  1

r -  I y  =  z  +  3  *’ y  =  —  z  +  b

d e  V a lla d o !¡d )

D o s  rectas q u e  s o n  paralelas están e n  el m is m o  p la n o .  S i  n o  s o n  paralelas, y  están e n  el m i s m o  p la 

n o ,  se c o r t a n .

H a l le m o s  las e cu a c io n e s  para m é trica s  d e  a m b a s  rectas, h a c ie n d o  z  =  X en las e cu a c io n e s de r >( y  

i  =  ¡j  e n  las e cu a c io n e s d e  r o :

x  =  a X +  2 

y  =  X 4 3  

z  =  X
b '

x  =  2 p  +  1 

y  B  — M +  b 

z  =  /¿

L a  p r im e r a  recta  es paralela al v e c t o r  (a .  1 , 1) y  la s e g u n d a  al v e c t o r  ( 2 . -  1 , 1 ) .  C u a lq u ie r a  q u e  

sea el v a lo r  d e  a , estos ve cto re s  n o  son paralelos *■ 1 )  , y  p o r  t a n t o  las rectas t a m p o c o  son p a r a 

lelas.

E l  p u n t o  A ( 2 ,  3 ,  0 )  p e rte n e c e  a la p r i m e r a  re c ta  y  el p u n t o  B ( 1 , b ,  0 )  p e rte n e c e  a la s e g u n d a  r e c 

ta. S i  las rectas se c o r t a n ,  los ve cto re s  (a, 1 . 1 ) .  ( 2 . — 1 . 1 )  y  A B  =  ( 1 - 2 .  b  —  3 ,  0  —  0 )  =  { — 1.  b - 3 . 0 )  

son l in e a lm e n te  d e p e n d ie n te s ,  de d o n d e :

a 1 1

2 - 1 1 =  0  = >  - 1  + 2 ( b - 3 ) —  1 — a ( b  — 3)  =  0  = > - a b  +  3 a  +  2 b - 8  =  0

- 1 b — 3 0

: o n d i c i ó n  pedida.

6 . 3 8

p ide:

D a d o  el sistema d e  e cu a c io n e s lineales:

a x  +  a b y  +  ( l - a ) z  =  b

x +  b y  +  z  =  2

a x  +  a y  +  ( l - a ) z  =  b

1?) D e m o s t r a r  q u e  si a  =  0 ,  d i c h o  sistema represen ta  u n a  re c ta  y  h a lla r  sus e cu a c io n e s 

cas.

2 ? )  ¿P ara  q u é  valores d e  a  y  b  represen ta  u n  p la n o ?
(U n iv .  d e  A lic a n te )

p a r a m é  tr¡

1?) Si a =  0 .  el sistema será:
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Z =  b 

x  +  b y  +  z  =  2 

z  =  b

z  =  b 

x +  b y  +  z  =  b

c o m o  los coeficientes de las incógnitas n o  son p ro p o rc io n a le s ,  estas d o s  ecuaciones representan d o s  pla

nos n o  paralelos, q u e  al cortarse d e te r m in a n  una recta.

z  =  b

x =  2 - b - b y

x =  2 - b - b X

= >  h a cie n d o  y  =  X : y  =  x

z  =  b

2 ? )  Las tres ecuaciones representarán el m is m o  p la n o  si. to m a d a s  de d o s  en d o s ,  sus coeficientes 

son p ro p o rc io n a le s :

-  si t o m a m o s  la p r im e ra  ecuación y  la tercera:

b  _  1 - a  _  b 

i 1 - a  b
b  =  1

-  si t o m a m o s  la p r im e ra  ecu a c ió n  y  la segunda, h a c ie n d o  b  =  1 :

1 - a  1a _  a 

1 ”  t '

3 9  C a lc u la r  " t "  para q u e  las rectas r  y  s se c o r te n  e n  u n  p u n t o .  E n c o n t r a r  ese p u n t o .  

x - 1  y  +  4  z + 1  . .  I x  +  2 y  +  z =  t
r : s:

2 x  -  y  -  z  =  - 2

(U n iv .  C astilla  -  L a  M a n c h a , 1 9 9 1 )

El p u n t o  M ,  intersección d e  las rectas r  y  s, es el 

p u n t o  de intersección de la recta r  c o n  los p lanos q u e  

d e te rm in a n  la recta s.

H a l le m o s  las coo rd e n a d a s de M  ca lc u la n d o  la in

tersección de la recta r  c o n  el p lano 

2 x  -  y  -  z +  2  =  0 :

-  e s c r ib ie n d o  las ecuaciones param étricas de la 

recta  r :

x  =  2 X  +  1
x  -  1 

2

y  +  4  z  +  l
=  X y  =  3 X  —  4 

z =  5 X -  1

- s u s t i t u y e n d o  estos valores e n  la  ecu a c ió n  del p la n o :

2 ( 2 X + 1 ) - ( 3 X  —  4 ) - ( 5 X - 1 )  +  2  =  0  

-  s u s t itu y e n d o  este v a lo r  en las ecuaciones param étricas d e  la

= >  X 

recta:
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- 2 - 5  + i - S - 2
n  9  A  1 1y  =  3 -  -  -  4  =  —

z  =  5 ! - ’  = T

las c o o r d e n a d a s  d e  M  son ~ )
' 7  4  4  '

C o m o  el p u n t o  M  está e n  el p l a n o  x  +  2  y  +  z  =  t . sus c o o r d e n a d a s  satisfacen la  e c u a c ió n  del 

.a n o :

n  +  2 . i i  +  i i  =  ,  
2  4 4

Las c o o rd e n a d a s  d e  d o s  p u n to s  d is t in to s  P ( p , , p 2 . p 3 ) y  Q ( q , , q 2 , q 3 ) s a tis facen  a  u  

d e  tre s  e c u a c io n e s  lin e a le s  c o n  tre s  in c ó g n ita s . S e  p id e  d e d u c ir  ra z o n a d a m e n te :

1? Las c o o rd e n a d a s  d e  su p u n to  m e d io  ta m b ié n  lo  s a tis facen .

2? E l d e te rm in a n te  d e  la  m a tr iz  d e  lo s  c o e fic ie n te s  d e l s is te m a  es n u lo .

(U n iv .  d e  M a d r id )

Sea el sistema

a ,  x  +  b ,  y  +  c ,  z  =  d ,

a 2 x  +  b 2 y  +  c2 z  =  d 2

a 3  x  +  b 3  V  +  c 3  z  =  d 3

cada e c u a c ió n  d e l s iste m a  re p re s e n ta  u n  p l a n o ,  y  c o m o  las c o o r d e n a d a s  de los p u n t o s  P y  Q  satisfacen 

el s istem a, los p u n t o s  P y  Q  están so b re  los tres p la n o s ,  o  lo  q u e  es lo  m i s m o ,  los tre s  p la n o s  se c o r ta n  

según la  recta P Q .  P o r  t a n t o ,  las c o o r d e n a d a s  d e  c u a lq u ie r  p u n t o  d e  la re c ta  P Q  satisfacen el s iste m a  y ,  

en p a r t ic u l a r ,  las c o o r d e n a d a s  d e l p u n t o  m e d i o  d e l s e g m e n t o  P Q  ta m b ié n .

2 ° ) E l  s iste m a  es c o m p a t i b l e  i n d e t e r m i n a d o ,  t ie n e  in f in it a s  s o l u c io n e s ,  o  sea q u e  el r a n g o  d e  la 

m a tr iz  d e  los c o e fic ie n te s  es igual al r a n g o  de la m a t r i z  a m p l i a d a  y  m e n o r  q u e  el n ú m e r o  d e  in c ó g n ita s .  

S  el r a n g o  de la m a t r i z  d e  los c o e fic ie n te s  es m e n o r  q u e  3 . el m e n o r  d e  o r d e n  3  igual al d e t e r m in a n t e  

de la m a t r i z  d e  los c o e fic ie n te s  e s  n u l o .

6.41 H a l l a r  a y  b  p a r a  q u e  las rectas s iguiente s  sean paralelas:

2 x  +  a y  -  z  =  1 

2 x  +  3 y + b z =  3
r  e s =  4 x  =  2  y  + 6  =  z

(U n i v .  d e  A l ic a n t e )

Si  a =  3  y  b  = - 1 .  la recta  r  n o  está d e t e r m in a d a ,  pu e s  los d o s  p la n o s  d a d o s  serian  paralelos. 

H a l le m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é tr ic a s  de la recta  r :

1 +  z

3 - b z  3
S i  a *  3 : 2 x  +  a y  =  1 +  z

2 x  +  3 y  =  3 - b z

x  =•
3 +  3 z - 3 a  - F a b z  

6  —  2  a

( 3 - 3 a ) + ( 3  +  a b ) z

6  —  2a
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V =

2  1 +  z

2  3 - b z

6 -  2 a  

h a c i e n d o  z  =  ( 6  — 2 a )  A :

6  —  2  b z  — 2  — 2  z  _  4  -  ( 2  b  +  2 )  z

6  —  2  a

r:
6  —  2 a

z  =  ( 6  —  2  a )  A

H a l l e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  la r e c t a  s:

6  —  2  a

3 -  3 a  

6 —  2  a
x  =

y  =

+  ( 3  +  a b ) A

-  ( 2  b  +  2 )  A

4  x  =  2  y  +  6  

z  =  2 y  +  6

x -  í  +  1
( h a c i e n d o  y  =  2¿i)  s:

E l  v e c t o r  u  =  ( 3  +  a b ,  -  2  b  -  2 .  6  -  2  a )  es p a r a l e l o  a r ,  y  el v e c t o r  v  =  ( 1 . 2 . 4 )  es p a r a l e l o  a 

la re c ta  s .  La s  re c ta s  r  y  s  s e rá n  parale las  si los v e c t o r e s  u  y  v  s o n  p a r a le lo s .  L o s  v e c t o r e s  s e rá n  p a 

r a le lo s  si:

3  +  a b  —  2  b  —  2  6 - 2 a

i

3  +  a b  _  — 2 b - 2  

1 2 

- 2  b —  2  6 —  2  a

a b + b + 4 =  0  

a — 2  b — 5  =  0

( 2 b  +  5 ) b  +  b  +  4  = 0  ; 2 b 2 +  6 b + 4 = 0 ;  b  =
—  6  ± v  3 6  —  3 2  - 6 : 2

a =  2 b + 5  

-  1 

- 2
p a r a  b  =  —  1 : a = 2 ( —  l ) + 5 = 3 .  q u e  s o n  los v a lo r e s  p a r a  los q u e  n o  e s tá  d e f i n i d a  la  r e c t a  r .

s o n  los v a lo r e s  p e d i d o spara b  =  —  2  : a = 2 ( —  2 ) +  5  =  1 ; a =  1 b  =  - 2

S i  a  =  3  y  b  *  -  1 : 2 x  +  3 y  -  z = 1

2 x  +  3 y  +  b z  =  3

2  x  -  z  —  1 —  3  y  

2 x  +  b z  =  3  -  3 y

x  =
( 3 —  3 y )  +  (1 —  3 b )  y

h a c i e n d o  y  =  ( 2  b  +  2 )  A ;

2  b  +  2 

x —

V  =  

z  =

L a s  re c ta s  r  y  s serán parale las  s i : 

1 —  3 b  2  b  +  2  0

3  —  3 y  

2  b  + 2

2  b  +  2

z  =

(1 —  3 b )  A 

(2  b  +  2 )  A

2  b  +  2

e c u a c io n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  r.

1

1 -  3 b  =  0  

2 b  +  2  =  0

I  =  b  =  — 1 s o l u c i ó n  im p o s ib le

las r e c t a s  n o  s o n  p a ra le la s .
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C A P IT U L O  7

PRO DUCTO  VECTORIAL EUCLIDEO 
TRIDIMENSIONAL

P R O D U C T O  E S C A L A R

Sea V  el e s p a c io  v e c t o r ia l  real d e  los v e c t o r e s  l ib r e s  d e l  e s p a c io .  S e  l l a m a  p r o d u c t o  escalar d e  d o s  

v e c t o r e s  l ib re s  u  y  v ,  al n ú m e r o  real o b t e n i d o  m u l t i p l i c a n d o  los m ó d u l o s  d e  a m b o s  v e c t o r e s  p o r  el c o 

s e n o  d e l  á n g u l o  q u e  f o r m a n .  E l  p r o d u c t o  e s c a la r  d e  u  p o r  v  se s i m b o l i z a  p o r  u v :

u v  =  l u í  I v i  eos o

Si los módulos de u y  v son respectivamente 2  y  3 . y  dichos vectores forman un ángulo de 6 0  :

u  • v a  2 • 3 • eos 6 0 °  =  6  • - 1  =  3

P r o p ie d a d e s :

1?) u - u  >  0  V u  €  V  ( s ó l o  es 0  si u  =  0 )

2 ? )  u  v  =  v  u  V ( u ,  v )  e  V 2

3 ? )  u - ( v  +  w )  =  u v  +  u - w  V ( u , v , w ) G V 3

4 ? )  { A  u  ) v  =  \  ( u - v )  V ( u ,  v ) e  V 2 y  X e R

5 ? )  u v  =  0  O  u  y  v  s o n  p e r p e n d i c u l a r e s ,  o u = 0 , o  v  =  0

6 9 )  ( A u + p v )  w  =  A ( u - w ) + p ( v  w )  V | A , y ) e R ‘  y  V ( u . v . w ) e V 3

7 ? )  u - u  =  l u í 2 V u € V

Sea B =  { e ,  . e ? , e 3 }  u n a  b as e d e  V .  ( x , y .  z )  y  ( x ' ,  y ' ,  z ' )  las c o o r d e n a d a s  d e  u  y  v  r e s p e c to

de la  b as e  B ,

u - v  =  (x  e ,  +  y  e2 +  z  e 3 ) - ( x ' e ,  +  y '  e 2 +  z '  e 3 )  =  x x ' l e ,  I2 +  y  y '  l e 2 I2 +  z  z ' I  e 3 I2 +

+  ( x y ' + x ' y ) e ,  e 2 +  ( x z ’ +  x ' z ) e ,  • e 3 +  ( y  z '  +  y '  z )  e 2 - e 3

Si l e, l  =  1.  Ie2 l =  2 .  I « 3 1 a  3 ,  áng. ( e, ,  e2 J =  30°. á n g . ( e , . e 3 l =  60° y  áng. (e2 , e3 ) =  45°:

V * 2  3  1 • 2  • eos 30° =  2 - y  a  \ 3  ;  e , e 3 =  1 - 3 c o s 6 0 °  =  3  ^  |  ;  e2 e3 =  2  • 3  eos 45° =  6 - ~  =  3 V 5
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y  el p ro d u c to  escalar de los vectores u  =  2 e , +  5 e 0 - 3 e ,  y  v  =  3 e . - 2 e „ + e - ,  es:'  ‘  J  1 2 J

u - v  =  2  ■ 3  • 12 +  5  • ( - 2 )  • 2 2 +  ( - 3 )  • 1 • S 2  +  [ 2  • ( — 2 »  +  3  • 5 ]• v 3  +  ( 2  • 1 +  3 ( - 3 )  J .  |  +  ( 5 - 1 +  ( - 2 1 ( - 3 H - 3 v / 2 .

=  -  —  +  11 \/3 +  3 3  \/2

E n  el c a s o  p a r t i c u l a r  e n  q u e  lo s  v e c t o r e s  e , . e 2 , e 3 se a n  p e r p e n d i c u l a r e s  d o s  a d o s  y  s u s  m ó d u l o s  

ig u a l  a 1 . la  b as e  B  =  { e , ,  e2 , e 3 }  se l l a m a  b as e o r t o n o r m a l  o  m é t r i c a ,  v e r i f i c á n d o s e  q u e

1 e , I2 =  1 ;  l e 2 l 2 = 1 ;  I e 3  I2 =  1 ;  e ,  e 2 =  0  ;  e ,  e 3 =  0 ;  e2 - e 3 =  0

s i e n d o  e n  e s te  c a s o  la f o r m a  a n a l í t i c a  d e l  p r o d u c t o  e sca la r :

u - v  =  x x ' +  y y '  +  z z '

El p ro d u c to  escalar d e  lo s  v e c t o r e s  u  =  ( 2 . -  3. 4 )  y  v =  (5. 6. 7 ) .  r e f e r i d o s  a u n a  b a s e  o r t o n o r m a l  es

u v  =  2 - 5  +  ( - 3 ) - 6  +  4 - 7  =  20

R e s p e c t o  d e  u n a  b as e o r t o n o r m a l ,  el m ó d u l o  d e l  v e c t o r  u  =  | x ) (  y , ,  z , )  es

u  I =  > / x *  +  y 2 +  z ]

y  el á n g u l o  f o r m a d o  p o r  lo s  v e c t o r e s  u  =  ( x 1. y 1 . z , )  y  v =  < x 2 ,  y 2 ,  z ? )  se o b t i e n e  p o r  la f ó r m u l a

e o s  l u . v  =
x ,  * 2 +  y , y 2 +  z ,  * 2

x í + v í + * í ^ 1 + v í + 4

L o s  v e c t o r e s  u  y  v  s e rá n  p e r p e n d i c u l a r e s  si y  s ó l o  si

i  x 2 + y ,  y 2  +  2 > h  =  0

Los m ódulos do los vectores u  y  v  del ejemplo anterior son:

u I a  V 4  +  9  +  16 =  v '2 9  I v  I a  v/2 5  +  3 6 + 4 9  =  v T i Ó

El ángulo de los vectores u =  ( 1 , - 2 .  3) y  v  =  (6. 3 .  4 ) , referidos a una base ortonorm al. está determinado por 

la fórm ula :

1 - 6 +  ( - 2 ) - 3  +  3 - 4  12
e o s  l u .  V )  =

V i  4 -4  +  9  V 3 6  +  9 +  16 V l 4  V 6 Í

Los vectores u =  ( 1 . - 2 .  3 )  y  v  =  ( — 2. 5, a), referidos a una base ortonormal. serán perpendiculares si y  solo si 

a =  4. ya que

1 -  ( - 2 )  +  ( - 2 )  - 5 +  3 - a =  0 0  - 1 2  +  3a =  0  = >  a =  4
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E S P A C I O  V E C T O R I A L  E U C L I D E O .

E l  e s p a c io  v e c t o r ia l  V  d e  los v e c t o r e s  l ib re s  d e l e s p a c io  d o t a d o  d e l p r o d u c t o  esca lar  se lla m a  

p a c i ó  e u c l i d e o  d e  lo s  v e c t o r e s  l ib re s  d e l esp a c io .

i u I e s  el m ó d u l o  d e l  v e c t o r  u . I X  u I es e l  m ó d u l o  d e l  v e c t o r  Xu 
I XI es e l  v a l o r  a b s o l u t o  d e l  n ú m e r o  real X

I G U A L D A D E S  E N  E L  E S P A C I O  V E C T O R I A L  E U C L I D E O  T R I D I M E N S I O N A L :

u I =  0  o  u =  0

IX u I = I X  M u  I

l u + v  l2 +  I u  -  v  l2 =  2  ( I u  I2 +  I v  I2 J 

u - v  =  ^  < ! u  +  v  I2 -  l u  -  v i 2 )

Si u  y  v  son p e r p e n d i c u l a r e s :  I u  +  v  2 =  I u  i2 +  I v  i2

D E S I G U A L D A D E S  E N  E L  E S P A C I O  V E C T O R I A L  E U C L I D E O  T R I D I M E N S I O N A L

D e s ig u a ld a d  d e  C a u c h y - S c h w a r z :  I u  • v  I <  l u l - l v l  

D e s ig u a ld a d  t r i a n g u l a r  o  d e  M i n k o w s k i :  I u  +  v  I <  l u l  +  I v  I

O R I E N T A C I O N  D E L  E S P A C I O  V E C T O R I A L  R E A L  D E  L O S  V E C T O R E S  D E L  E S P A C I O  

S i  B  =  • e , . e ^ . e 3 }  es u n a  b as e y  r e s p e c t o  d e  esta b as e  lo s  v e c t o r e s  v , , v 2 , v 3 ,  l i n e a l m e n t e  i n 

d e p e n d ie n te s ,  t ie n e n  r e s p e c t iv a m e n t e  las c o o r d e n a d a s  ( x , .  y , ,  z , ) .  |x2 .  y 2 . z 2 ) .  ( x 3 . y 3 . z 3 ) ,  se d ice  

q u e  lo s  v e c t o r e s  ( e , , e 2 , e 3 )  y  < v , , v 2 , v 3 ) t ie n e n  la m i s m a  o r ie n t a c i ó n  si

* 2  V 2 Z2 

* 3 y 3 z 3

>  o

T a m b i é n  se d i c e  q u e  lo s  v e c t o r e s  ( v , , v ?1 v 3 ) t ie n e n  o r i e n t a c i ó n  p o s i t iv a  si al c o l o c a r  el e je  d e l  sa

c a c o rc h o s  p a r a l e l o  a  v 3 , al g ira r  d e  v ,  a  v 2 según el m e n o r  á n g u l o ,  el s a c a r o r c h o s  a v a n z a  en el s e n t id o

v 3 -

S e a n  v ,  =  ( 2 .  0 ,  0 ) ,  v ?  -  ( - 1 .  3 ,  0 )  v  * 3  =  ( 5 .  1. 4 )  t re s  v e c t o r e s  r e f e r i d o s  a  la  b a s e  B  =  ( e r « 2 .  e 3 } :

2 0  0
=  2 4  >  0  = >  lo s v e c t o r e s  ( v , ,  v2> v 3 ) t ie n e n  la  m i s m a  o r i e n t a c i ó n  q u e  lo s  v e c t o r e s  <e , .  e2 ,  e 3 )- 1 3  0

5  1 4

L o s v e c o r e s  ( v 2 . v , . » 3 l t i e n e n  d i s t i n t a  o r i e n t a c i ó n  q u e  lo s v e c t o r e s  ( e 1, e 2 < e 3 J y a q u e

- 1 3  0

2  0  0  =  - 2 4  <  0

5  1 4

L o s  v e c t o r e s  » 3 I y  ( v 2 . v , , * 3 ) t ie n e n  d i s t i n t a  o r i e n t a c i ó n ,  e l  d e t e r m i n a n t e  c u y a s  f i las  s o n  r e s p e c t i v a -

“ ^ n t c  la s  c o o r d e n a d a s  d e  lo s p r i m e r o s  v e c t o r e s  t ie n e  d i s t i n t o  s ig n o  q u e  e l  c o r r e s p o n d i e n t e  a lo s  t re s  ú l t i m o s .
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P R O D U C T O  V E C T O R I A L .

Sea V  el e s p a c io  v e c to r ia l  real d e  lo s  ve cto re s  l ibres d e l esp a c io ,  B =  { e , , e 2 , e 3 )  u n a  base de 

V  y  u  y  v  d o s  ve cto re s  d e  V  exp re sa d o s e n  la  base B.

E l  p r o d u c t o  v e c to r ia l  d e  los ve cto re s  u  y  v  es o t r o  v e c to r ,  q u e  lo  re p re s e n ta re m o s  p o r  u  A  v  . 

d e f in id o  d e  la s iguie n te  f o r m a :

1?) S u  m ó d u l o  es igual al p r o d u c t o  d e  los m ó 

d u lo s  d e  u  y  v  p o r  el v a lo r  a b s o lu t o  d e l seno d e l  á n 

g u l o  q u e  f o r m a n :

l u  A  v i  =  l u  I • I v  I • I sen ( u ,  v )  I

igual al área d e l p a r a le lo g r a m o  c o n s t r u i d o  so b re  dos 

rep resen tantes d e  u  y  v  c o n  u n  o r ig e n  c o m ú n .

2 ? )  Su d i re c c ió n  es p e r p e n d ic u la r  a u y a  v .

3 ? )  Su s e n t id o  está d e t e r m in a d o  p o r  la c o n d i 

c i ó n  de q u e  los v e c to r e s  ( u .  v ,  u A v )  t ie n e n  la m is m a  

o r ie n t a c ió n  q u e  los v e c to r e s  q u e  c o n s t i t u y e n  la b a 

se l e , .  e2 , e 3 ).

Si lo s  v e c to r e s  u  =  ( x ^ y ^ z , )  y  v  =  ( x 2 , y 2 , z 2 )  están re fe r id o s  a u n a  base o r t o n o r m a l  B ^

u  A  v  =
V , X ,  z , x ,  V ,

e > “ ®2 + e .
y 2 * 2 • X2 Z2 A x2 y 2

E s ta  f ó r m u l a  se r e c u e r d a  f á c i lm e n t e  d e s a r r o l la n d o  p o r  lo s  e le m e n to s  d e  la  p r im e r a  f i l a  e l  d e t e r m in a n t e :

p e r o  té n g a s e  e n  c u e n ta  q u e  la  ú l t i m a  e x p r e s ió n  n o  e s  e n  s í u n  d e t e r m in a n t e ,  a l n o  se r t o d o s  lo s  e le m e n to s  d e  s u s  f i la s  o  

c o lu m n a s ,  e le m e n to s  d e  u n  c u e r p o .

Sean los vectores u =  ( — 1 , 2 , 3 )  y  v =  ( —  2.  1 , 4 )  referidos a la base ortonormal 8 =  { e ( . e2. e3) ,  hallar:

1°) El procfcjcto vectorial de u por v.

2?) El ¿rea del paralelogramo construido sobre dos representantes de u y  v  con un origen común.

3?) Comprobar que el vector u A ,  es perpendicular a los vectores u y  v.

'1

- 1 2  3

- 2  1 4

2  3 - 1  3 - 1  2

-  ° t
1 4

- ° 2
- 2  4

+  e 3
- 2  1

1?) u A  v  —

2 ? )  E l á re a  p e d id a  os ig u a l  a l m ó d u lo  d e l  v e c t o r  u A  v

B 5 e ,  - 2 o2 +  3 e 3

S =  \/52 + 2 24 -3 2 »  V 2 5 +  4  4-9 »  V 3 8

3 ? )  E l  v e c t o r  uAv s e rá  p e r p e n d ic u la r  a  lo s  v e c t o r e s  u  y  v, s i d  p r o d u c t o  e s c a la r  d e l  p r im e r o  p o r  c a d a  u n o  d e  

lo s  o t r o s  d o s  e s  n u l o :

l u  A v ) - u  =  5 - ( -  1)  4- ( - 2 ) - 2  4 - 3 - 3  »  - 5  - 4 4 - 9 = 0

(uAv)-v = 5-1-2) 4-I -2) -1 4 - 3 - 4  = - 1 0 - 2  +  1 2  = 0
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P r o p ie d a d e s  d e l  p r o d u c t o  v e c t o r ia l :

a ) .  C u m p l e  la  p r o p i e d a d  a n t i c o n m u t a t i v a :  u A v  =  — ( v A u )  V í u ,  » ) E V 2

b ) .  N o  c u m p l e ,  e n  g e n e r a l ,  la  p r o p ie d a d  aso c ia tiva .

c ) .  C u m p l e  la  p r o p i e d a d  d i s t r i b u t i v a  r e s p e c t o  d e  la  s u m a  d e  v e c to r e s :

u A ( v  +  w )  =  u A v  +  u A w  V ( u ,  v .  w )  €  V 3

d ) .  \  ( u  A  v )  =  <X u  ) A  v  =  u  A  ( X  v )  V X € R  y  V ( u , v ) G V 2

e ) .  u  A  0  =  0  V u  e V

f ) .  S i  u  y  v  s o n  p a r a l e l o s : u  A v  =  0  ; e n  p a r t ic u l a r :  u A u  =  0

S i  u  A  v  =  0 .  s i e n d o  u  *  0  y  v  *  0  = > u y v  s o n  p a ra le lo s .

g ) .  Si { e , .  e , .  e 3 es u n a  b as e o r t o n o r m a l :

e ,  A  e ? =  e 3 ;  e2 A  e 3 =  e ,  e 3 A  e ,  =  e 2

e 2 A  e ,  =  - e 3 e 3 A  e ? = — e ,  e ,  A  e 3 =  -  e ?

h ) . u  A l v  A w l  =  < u - w ) v  —  ( u - v ) w  V í u ,  v ,  w ) € V 3

P R O D U C T O  M I X T O .

E l  p r o d u c t o  m i x t o  d e  lo s  v e c t o r e s  u ,  v ,  w .  q u e  lo  r e p r e s e n t a r e m o s  p o r  [ u ,  v ,  w ) ,  es igual al n ú 

m e r o  real q u e  re s u lta  d e  h a l la r  e l  p r o d u c t o  escalar d e l  v e c t o r  u  p o r  el v e c t o r  v  A  w .  0  sea, e l p r o d u c t o  

m i x t o  d e  tre s  v e c t o r e s  es igual al p r o d u c t o  esca lar  d e l  p r i m e r o  p o r  el p r o d u c t o  v e c t o r ia l  d e  lo s  o t r o s  d o s :

[  u ,  v .  w  ) =  u - ( v  A w l

Si  u  =  ( x , , y , , z , ) .  v  =  ( x 2 , y 2 , z 2 ) ,  w  =  < x 3 ,  y 3 , z 3 ) están r e f e r i d o s  a  u n a  base o r t o n o r m a l .  

a e x p r e s ió n  a n a l í t ic a  d e l p r o d u c t o  m i x t o  es

X ,  y ,  Z ,

f  U .  V .  «V | = x 2 y 2 z 2

* 3  V 3 z 3

P ro p ie d a d e s  d e l  p r o d u c t o  m i x t o :

1?) S i  O A .  O B  y  O C  s o n  tres re p re s e n ta n te s  

de los v e c t o r e s  u .  v  y  w  . el p r o d u c t o  m i x t o  

[  u .  v ,  w  | es igual al v o l u m e n  d e l p a r a le le p íp e d o  

c o n s t r u i d o  s o b r e  O A ,  O B ,  y  O C ,  si la o r ie n t a c i ó n  

d e  ( u . v ,  w )  c o i n c i d e  c o n  la  d e  la  base o r t o n o r m a l ,  

y  el m i s m o  v o l  u m e n  c o n  s ig n o  n e g a t i v o  si las o r i e n 

ta cio n e s s o n  d is t in ta s .

2 ? )  S i  el p r o d u c t o  m i x t o  d e  u ,  v  y  w  es n u -  

o. e sto s  tres v e c t o r e s  s o n  l i n e a l m e n t e  d e p e n d ie n t e s ,  

si O A ,  O B  y  O C  s o n  tres re p re s e n ta n te s  d e  e l lo s ,  O A ,  O B  y  O C  s o n  c o p l a n a r io s .

3 ? )  S i  a l g u n o  d e  los v e c t o r e s  u ,  v .  w  es el v e c t o r  n u l o ,  0 ,  el p r o d u c t o  m i x t o  es n u l o .
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4 ? )  N o  c a m b i a  el p r o d u c t o  m i x t o  al p e r m u t a r  c i r c u l a r m e n t e  los ve c to re s :

[ u ,  v ,  W  I  =  [  V .  W ,  U  )  =  ( W ,  U ,  V  |

5 ? )  Si se c a m b i a  e n tr e  sí d o s  ve c to re s ,  el p r o d u c t o  m i x t o  c a m b ia  d e  s igno:

f u ,  v , w |  =  -  ( u .  w . v  |

6 ? )  N o  c a m b ia  el p r o d u c t o  m i x t o  al a ñ a d ir le  a u n o  d e  los v e c to r e s  u n a  c o m b i n a c i ó n  lineal d e  los 

o t r o s  d o s :

.2

7?)

8?)

f u  +  X v  +  p  w .  v ,  w  | =  f u ,  v ,  w  ) V ( X , p ) G R '  

[ u  +  u \  v ,  w |  =  f u ,  v .  w |  +  [ u \ v ,  w  |

[ X u ,  v .  w |  =  X ( u,  v .  w |  V X G  R

El producto m ix to  de los vectores u =  ( 1 , 0 , 0 1 ,  v =  < 3 , - 1 , 0 ) ,  w  =  (1, 1 , - 2 )  es:

|u.  v. w )  =

1 0  0

3 - 1  0

1 1 - 2

=  2

y el volumen del parelelepípedo construido sobre tres representantes de dichos vectores con un origen com ún es también 

2 .
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PROBLEMAS

7.1 D a d o s lo s  vectores

u ,  =  (2 .  0 .  0 ) .  u 2 =  (0 .  1 . - 3 )  y  

re la c ió n  d e b e n  satisfacer a y  b  para q u e  el m ó d u lo  de

u 3 =  a u ,  +  b u 2

la u n id a d ?

(Univ. de Alicante)

u-i =  a ( 2 .  0 ,  0 )  +  b ( 0 . 1 , —  3 )  =  <2a ,  b .  - 3 b )

u 3 1 =  1 = >  4 a 2 +  b 2 +  9 b 2 =  1 4 a 2 +  1 0 b 2 =  1

7.2 C a lc u la r I2  C a lc u la r lo s  va lo re s  d e  x  e  y  para q u e  el v e c to r  ( x .  y .  1 )  sea o rto g o n a l a lo s  v e cto re s  ( 3 .2 .0 )

(Univ. de Santiago)

P o r  ser  <x,  y .  1 )  y  ( 3 ,  2 , 0 )  p e r p e n d i c u l a r e s :  3 x  +  2 y  +  1 0  =  0

.............................................. ( 2 .  1 , - 1 )  "  2 x +  y -  1 =  0

0  2

3 x  +  2  y  =  0  

2  x  +  y  =  1

3  0

2  1

3  2 

2 1

3  2 

2  1

L o s  m ó d u lo s  de lo s  v e cto re s  a. b .  c  s o n . re s p e ctiva m e n te , 3 ,  1 y  4. 

D e te rm in a r el v a lo r de

a - b  +  b c  +  c a

q u e  la  s u m a  de lo s  v e cto re s  es 0 .

(U n iv . de Salam anca)
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C o n s i d e r a n d o  la p r o p i e d a d  c o n m u t a t i v a  d e l  p r o d u c t o  e sca la r ,  la p r o p i e d a d  d i s t r i b u t i v a  d e l  p r o d u c t o  

esca lar  r e s p e c t o  d e  la s u m a  d e  v e c t o r e s ,  y  q u e

a - a  =  l a  I2 =  9  ;  b  - b  =  I b  12 =  1 ; c - c  =  l c l 2 = 1 6 :  

a  +  b  +  c  =  0  = >  (a  +  b  -4- c M a  +  b  +  c J  =  0 -0  

a a + a - b  +  a - c  +  b a  +  b b + b - c  +  c - a  +  c - b + c - c  =  0  = >  9 4 - 2 ( a - b - f b - c  +  c - a )  +  1 + 1 6  =  »

1 8 8  E S P A C I O  V E C T O R I A L  E U C L l D E O  T R I D I M E N S I O N A L

a - b + b - c  +  c -  a =  — 1 3

7 . 4  D e m o s t r a r  q u e  si u .  v  y  w  s o n  t r e s  v e c t o r e s  d e  R 3 p e r p e n d i c u l a r e s  d o s  a  dos,<  

{ u ,  v ,  w  }  es u n a  b as e d e  R 3 .

( U n i v .  d e  M u r c ia )

Se s u p o n e  q u e  n i n g u n o  d e  lo s  tre s  v e c t o r e s  e s  el v e c t o r  n u l o ,  p u e s  n i n g ú n  c o n j u n t o  d e  v e c t o r e s  en 

el q u e  i n t e r v e n g a  el v e c t o r  n u l o  p u e d e  ser u n a  b as e d e  u n  e s p a c io  v e c t o r ia l .

E l  c o n j u n t o  ( u , v , w (  será u n a  b as e si los tre s  v e c t o r e s  s o n  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s ,  y a  q u e  

c u a l q u i e r  s u b c o n j u n t o  d e  tre s  v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  d e  R 3 e s  u n a  base.

L o s  v e c t o r e s  u ,  v  y  w  s e rá n  l ineal m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  si la  ig u a l d a d

a u  +  b v  +  c  w  =  0  ( 1 )

ú n i c a m e n t e  se v e r i f ic a  p a r a  a =  b  =  c  =  0 .

P o r  ser lo s  tres v e c t o r e s  o r t o g o n a l e s  d o s  a  d o s ,  y  d i s t i n t o s  d e l v e c t o r  n u l o :

u  ■ v  =  v  ■ u  =  0  ; u - w  =  w - u  =  0  ; v - w =  w .  v  =  0  ;  l u l * 0 ;  l v l * = 0  ;  l w l # 0

M u l t i p l i c a n d o  e s c a la r m e n t e  ( 1 )  p o r  u :

( a u  +  b v  +  c w ) - u  =  0 - u  = >  a ( u - u )  +  b ( v - u )  +  c ( w - u )  =  0  = >

a l u ?  +  b - O  +  c - O  = 0  o -  a l u  I2 =  0  = >  a  =  0  .  p o r  ser l u  I2 *  0 .

D e  la  m i s m a  f o r m a  se o b t i e n e  q u e  b  =  c  =  0  a l  m u l t i p l i c a r  e s c a la r m e n t e  ( 1 )  p o r  v  y  w .

S i  la  r e l a c i ó n  ( 1 )  s e  v e r i f ic a  ú n i c a m e n t e  p a r a  a =  b  =  c  =  0  . los v e c t o r e s  u .  v  y  w  s o n  l in e a l 

m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y  f o r m a n  u n a  base.

7 . 5  S i e n d o  {  e , .  e 2 .  e3  )  u n a  b as e d e l  e s p a c io  e u c l í d e o  t r i d i m e n s i o n a l  c o n s t i t u i d o  p o r  v e c to r e s  

u n i t a r i o s  q u e  f o r m a n  e n t r e  si á n g u l o s  d e  6 0 ° .  c a l c u l a r  e l  c o s e n o  d e l  á n g u l o  f o r m a d o  p o r  lo s  v e c t o r e s

u  =  e .  +  e ,  y  v  =  e .  —  e,  +

(U n i v .  d e  S a la m a n c a )

u - v  =  I u  I • l v  I • e o s  ( u ,  v )  = >  eos ( u .  v )  =  U , V  , ( 1 )
lu  I -  lv  I

U . V  =  ( e , +  e2 ) . ( e , - e 2 +  e 3 )  =  e , e 1- e , e 2 +  e , - e 3 + B j - e , - e 2 - e 2 + e 2 - e 3 =

=  1 - 1  -e o s  0 ° —  1 • 1 • e o s  6 0 °  + 1  • 1 • e o s  6 0 ° +  1 • 1 • e o s  6 0 ° —  1 - 1 - c o s 0 ° +  1 - 1  - e o s  6 0 °  =
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l u  l2 =  u - u  =  ( e ,  +  e 2 )  ( e ,  +  6 2 )  =  e ,  e ,  +  e ,  - 6 2 +  e 2 - e ,  +  =

=  1 - 1 - c o s 0 °  +  1 - 1 - e o s  6 0 ° +  1 - 1 - c o s  6 0 ° + 1 - 1 - c o s 0 °  =  1 +  ^  + 1  +  1 =  3  = >  l u l = V 3

I v l 2  =  v - v  =  ( 0 , - 6 2 + 6 3 )  ( 6 , - 6 2 + 6 3 )  = e , . e , - e , . e 2 + e , - e 3 - e 2 - e l +  e 2 e 3 + 6 3 -0 ,  -

—  e 3 e 2 +  e 3 • e 3 =  1 - 1  - e o s  0 o —  1 • 1 • e o s  6 0 ° +  1 • 1 • e o s  6 0 ° - 1 - 1  -e o s  6 0 °  +  1 • 1 • e o s  0 o  —

-  1 -1  e o s  6 0 ° +  1 -1  -e o s  6 0 o -  1 - 1  -e o s  6 0 ° +  1 -1  - e o s 0 o =  1 “  +  ^  “  +  1 “  +  ^  -  

1

2  *  1 2
>  I v  I =  s Í 2  

s u s t i t u y e n d o  e n  ( 1 )  lo s  v a l o r e s  c a l c u l a d o s :

eos ( u ,  v )  =
1 =  J _  =  V e

V S - s / 2  v/S 6

Í L .
S i  u  • v  r e p r e s e n t a  el p r o d u c t o  e s c a la r  d e  los v e c t o r e s  u  y  v ,  j u s t i f i c a  r a z o n a d a m e n t e  la s  si- 

r o p ie d a d e s :

1 )  u  • v  =  0  = >  ( u + v ) - ( u + v ) = u - u + v - v  ( T  e o r e m a  d e  P i tá g o ra s )

2 )  ( u + v ) - ( u + v ) + ( u  —  v )  ■ ( u  —  v )  =  2 ( u - u + v - v )  ( L e y  d e l p a r a l e l o g r a m o )

( U n i v .  d e  V a le n c ia , 1 9 9 1 )

1 )  u - v  =  v - u  =  0  u  y  v  s o n  p e r p e n d i c u l a r e s

( u  +  v ) - ( u  +  v )  =  u - u  +  u -  v  +  v - u + v - v  =  u - u + v - v

p o r  ser u - v  =  v - u  =  0 .

( u  +  v ) - ( u + v )  =  l u  +  v  I -  i u + v  l - c o s  0  =  l u + v  l2 =  Á C 2

u  u  =  l u  I2 - e o s  0  =  l u  i 2 =  Á B  2 ;  v - v  =  I v  I2 - eos  0

d e d o n d e :  u - v  =  0  = >  ( u  +  v )• ( u  +  v ) =  u - u  +  v - v  = >  Á C  2 =  Á B  2 +  B C  2 = >

E n  u n  t r iá n g u lo  r e c t á n g u lo  e l  c u a d r a d o  d e  la  h ip o t e n u s a  e s  ig u a l  a  la  s u m a  d e  lo s  c u a d ra d o s  d e  lo s  c a t e to s

2 )  < u + v  )• ( u + v ) +  ( u  — v  )• ( u  —  v )  =  u - u  +  u - v  +  v - u  +  v - v  +  u - u  —  u - v  —  v - u  +  v - v  =  2 ( u - u  +  v - v ) ( 1 )

D  C

( u - v ) - ( u - v )  =  l u  —  v  I2 =  D B 2

u  +  v ) - ( u + v )  =  l u  + v  I2 =  A C 2

u - u  =  l u í 2 =  A B 2 v - v  =  I v l 2  =  B C 2

d e  estas ig u a l d a d e s  y  d e  ( 1 ) re s u lta :

Á Ü 2 +  C B 2 =  2 Á B 2 +  2 B C 2 =  Á B 2 +  B C 2 +  C D 2 +  A D 2

E n  u n  p a r a le lo g r a m o , la  s u m a  d e  lo s  c u a d r a d o s  d e  la s  d ia g o n a le s  es ig u a l  a  la  s u m a  d e  lo s  c u a d r a d o s  d e  

o s  la d o s .
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7 . 7  C a l c u l a r  los v e c t o r e s  d e  l o n g i t u d  la  u n i d a d ,  o r t o g o n a le s  a  los v e c to r e s  ( 2 .  - 2 . 3 )  y  ( 3 .  - 3 . 2 ) .

(U n iv .  d e  S a n tia g o )

(U n iv .  d e  S a la m a n c a , 1 9 9 1 )

a 2 +  b 2 +  c 2 =  1

Sea u =  (a .  b , c )  el v e c t o r  b u s c a d o :

—  p o r  ser u u n i t a r i o :

—  p o r  ser u  p e r p e n d ic u la r  a  ( 2 .  -  2 .  3 ) :  2 a  -  2 b  +  3 c  =  0

 — .................................................................I 3 . - 3 . 2 ) :  3 a  —  3 b  +  2 c  =  0

D e  ( 2 )  y  ( 3 ) :

2 b

2 a  +  3 c  =  2 b

( 1)

(2 )

13)

3 a  +  2 c  =  3 b
= >  a  =

3

3 b  2

2  3

3  2

- 5 b

- 5
=  b  ; c  =

2

3 b:
2  3

3  2 :

= - V °

l le v a n d o  estos valores a <1 ) :  b 2 +  b 2 +  0  =  1 ;  2 b 2 =  1 . b  =  ± —  =  t

V  2  2

luego los ve cto re s  p e d id o s  s o n  (  . o j  y  | ^  ^  . o j .

S E G U N D A  S O L U C I O N :

E l  p r o d u c t o  v e c to r ia l  d e  a m b o s  v e c to r e s  n o s  dará u n  v e c t o r  o r t o g o n a l  a ellos:

1

2 - 2  3

3 - 3  2

- 2  3 2  3 2  - 2
=  e ,

- 3  2 - e 2 3  2
+  e3

3  - 3
( 2 . - 2 . 3 )  A  ( 3 . - 3 ,  2 )  h

=  ( —  4  +  9 )  e ,  -  ( 4  -  9 )  e2 +  ( -  6  +  6 )  e 3 =  5  e,  +  5  e 2 +  0  • e 3

d iv id ie n d o  este v e c t o r  p o r  su m ó d u l o :  V 2 5  +  2 5  +  0  =  5 \ / 2 ,  o b t e n e m o s  u n  v e c t o r  u n i t a r i o  p e r p e n d i 

c u la r  a los d a d o s :

(-*=•-*=. o) = ( # ■ #  .o)
' 5 n / 2  5 V 2  2  2

El v e c t o r  ,  o )  .  o p u e s t o  al a n t e r io r ,  e s o t r a  s o lu c ió n .

7 . 8
p o r  a

S i e n d o  a y  b  d o s  ve cto re s  c u a le sq u ie ra  d e l esp a c io ,  p r o b a r  q u e  el p r o d u c t o  escalar d e  a 

A b  es s ie m p r e  c e r o .

(U n iv .  d e  M a d r id )

a A b  es u n  v e c t o r  p e r p e n d i c u l a r  al v e c t o r  a y  p e r p e n d ic u la r  al v e c t o r  b , será, p o r  t a n t o ,  p e r p e n 

d ic u la r  al v e c t o r  a  +  b .

Si a +  b  y  a A b  son d o s  v e c t o r e s  p e r p e n d ic u la r e s ,  su p r o d u c t o  escalar es cero.
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. 9  1 ? )  ¿ Q u é  v e c to re s  s o n  lo s  q u e  d a n  p r o d u c t o  escalar n u lo  ai m u lt ip lic a r lo s  p o r  u n  v e c to r

2 9 ) ¿ C u á le s  s o n  lo s  q u e  d a n  p r o d u c t o  v e c to ria l n u lo  (v e c t o r  c e r o ) al m u lt ip lic a r lo s

( U n i v .  d e  M a d r id )

1?) Sea x  el v e c t o r  p e d i d o  y  a  el á n g u l o  q u e  f o r m a n  los v e c to r e s  a y  x :  

a - x  =  l a  I - I x  l - c o s a  =  0  = >  ( s i  l a l * 0 )  l x l - c o s a  =  0  = >
1x 1 = 0  = >  x  es el v e c t o r  n u l o  

ó

eos a  =  0  = >  a  =  90°

E l  v e c to r  x  es e l  v e c to r  n u lo  o  c u a lq u ie r  v e c to r  p e r p e n d ic u la r  a l  v e c to r  a. 

2 ° )  a A  x =  0  = >  l a  I - I x  I sen a  =  0  = > { s i l a l * 0 )  l x l s e n a = 0

x l = 0  = >  x es el v e c t o r  n u lo  

ó

sen a  =  0  = > a  =  0 ° ó  180*

E l  v e c to r  x  es e l v e c to r  n u lo  o  c u a lq u ie r  v e c to r  p a ra le lo  a ! v e c to r  a.

7 . 1 0  S i u ,  V  y  w  s o n  tre s  v e c to re s  d e l e s p a c io  v e c to r ia l t r id im e n s io n a l, d e m o s tra r  q u e

u A ( v  +  w )  =  u A v  +  u A w

( U n i v .  d e  M u rc ia )

S ea { i , j ,  k  }  u n a  base o r t o n o r m a l  tal q u e  los v e c to -  

**s u  e  i s o n  p a ra le lo s , y  v  está en el p l a n o  d e t e r m in a 

d o  p o r  i  y  j  ( o  lo  q u e  es lo  m i s m o  q u e  v  sea c o m b i n a 

c i ó n  lineal d e  i y  j ) .

Se t e n d r á :

u =  a  i  ;  v  =  b i  +  c j  ; w = d i  +  e j  +  f k  

v  +  w  =  ( o  +  d )  i +  ( c  +  e ) j  +  f  k

u  A  ( v  +  w )  =

i i  k 0  0 a  0 a 0
a 0  0 =  i - i +  k

b + d  c + e  f c + e  f  I b + d  f b + d  c + e
=  — ( a f ) j  +  ( a c + a e ) k  ( 1 )

u  A v  =

u  A w  =

i j  k

a 0  0

b  c  0

0  0 a 0 a  0
=  i - i +  k

c  0 b 0 b  c

i  i  k
0  0 a 0 a  0

a 0  0 =  i - i +  k
d  e f e  f d  f d  e

( a c ) k

=  - ( a f )  j  +  ( a e ) k

u A v + u  A w  =

=  —  <af)j  +  ( a c + a e ) k  

(2 )

De ( 1 )  y  ( 2 )  re s u lta  la ig u a ld a d  p e d id a .
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7

1 1  S ie n d o  a y  b  d o s  ve cto re s  cuale squiera  d e l espacio, p r o b a r  q u e

( a  — b )  A ( a +  b )  =  2 ( a  A b )

(U n iv .  d e  M a d r id )

C o n s id e r a n d o  la p r o p ie d a d  d is t r ib u t iv a  d e l p r o d u c t o  vectoria l  respecto d e  la  s u m a  d e  vectores: 

( a - b ) A ( a  +  b )  =  ( a - b ) A a  +  ( a —  b ) A b  =  a A a - b A a + a A b - b A b  -  

=  0 — (  — ( a A b ) )  +  a A b — 0  =  a A b  +  a A b  =  2 ( a A b )

S E G U N D A  S O L U C I O N :

Sea { i , j .  k  }  u n a  base o r t o n o r m a l  tal q u e  los v e c to r e s  a e  i son paralelos, y  b  está en el p lano 

d e t e r m in a d o  p o r  i  y  j . Se tend rá :

a  =  m i  ;  b  =  n i  +  p j  = >  a —  b  =  ( m  -  n )  i  -  p j  ; a  +  b  =  ( m  +  n )  i +  p j

(a  —  b )  A  (a  +  b )  =
'  i k m  —  n - P

m - n  — p 0 =

m  +  n  p 0
m + n P

k  =  ( m p  - n p +  m p  +  n p ) k  =  2 m p k  (1)

a A  b  =

i j  k

m  0  0

n  p  0

=  m  p  k ( 2 )

D e  ( 1 )  y  ( 2 )  resulta la igualdad a d e m o s tra r .

7.12 D a d o s  los vectores

a  =  3  i —  2  j  +  k  ;  b = i - 3 j  +  5 k  

re fe r id o s  a  u n  sistema de referencia  o r t o n o r m a l  { i , j .  k } .  se p i d e :

1?) D e m o s t r a r  q u e  f o r m a n  u n  t r iá n g u lo  c o n  el v e c t o r  c  =  2  i  +  j  —  4  k .

2 ? )  H a l la r  el ¿rea d e  d i c h o  t r iá n g u lo .

3?) D e t e r m in a r  el área d e  la  p r o y e c c ió n  del t r iá n g u lo  sobre u n  p la n o  p e rp e n d ic u la r  al v e c to r  k.

(U n iv .  d e  L e ó n )

1?) O b s e r v a n d o  las c o m p o n e n te s  d e  los tres v e c 

tores. se c o m p r u e b a  q u e

b  +  c  =  a

esto d e m u e s tr a  q u e  si C B  y  C A  so n . re s p e c t iv a m e n 

te, d o s  representantes d e  los ve cto re s  a y  b .  A B  es 

u n  rep resen tante  del v e c t o r  c.

2 ? )  El área d e l t r iá n g u lo  es igual a

S  =  - l l a A b !
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a  A  b  =

i 1 k
- 2  1 3 1 3  - 2

= 3 - 2 1 =  i - i +  k

1 - 3 5
- 3  5 1 5 1 - 3

=  - 7  i  -  14  j  -  7  k

a A b  I =  \ / 7 2 +  142 +  7 2 =  V ' 2 9 4 S  =  1  x / 2 9 4

3 ? )  Sea  O M  =  x i  +  y j  +  z k  u n  v e c t o r  c u a lq u ie ra .  

S u  p r o y e c c i ó n  s o b r e  u n  p l a n o  p e r p e n d ic u la r  al v e c t o r  

k ,  p o r  e j e m p lo  el p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  el p u n t o  O  y  

p a ra le lo  a los v e c t o r e s  i y  j ,  e sel v e c t o r  O M '  =  x i  +  y j .

L a  p r o y e c c i ó n  d e  los v e c to r e s  a =  3 ¡ —  2  j  +  k  y  b  =  

=  i —  3  j  +  5  k  so b re  u n  p l a n o  p e r p e n d i c u l a r  al v e c t o r  k 

son los ve c to re s :

a* =  3 i — 2  j  ;  b '  =  i - 3 j

E l  área d e  la  p r o y e c c i ó n  d e l t r iá n g u lo  A B C  s o b r e  u n  p l a n o  p e r p e n d i c u l a r  al v e c t o r  k  e s e l  área 

d e l t r iá n g u lo  f o r m a d o  s o b r e  a ’ y  b ' :  S ' =  —  l a ' A b ' l .

• j k
- 2 0 3 0 3 - 2

a ' A b ’ = 3  - 2 0 =  i - i +  k

1 - 3 0
- 3 0 1 0 1 - 3

=  — 7 k a ' A b ' l  =  7

7

. 1 3  S i  u ,  V  y  w  s o n  tre s  v e c to r e s  d e l e s p a c io  v e c to r ia l  t r id im e n s io n a l ,  d e m o s t r a r  q u e

S i  a lg u n o  d e  los v e c to r e s  es el v e c t o r  n u l o ,  t e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  el p r o d u c t o  v e c to r ia l  d e l v e c t o r  

n u lo  p o r  o t r o  v e c t o r  es e l v e c t o r  n u l o ,  q u e  el p r o d u c t o  escalar d e l  v e c t o r  n u l o  p o r  o t r o  v e c t o r  es c e r o ,  

q u e  el p r o d u c t o  d e  c e r o  p o r  c u a l q u i e r  v e c t o r  es e l  v e c t o r  n u l o ,  y  q u e  el p r o d u c t o  d e  c u a l q u i e r  n ú m e r o  

real p o r  el v e c t o r  n u l o  es el v e c t o r  n u l o ,  la ig u a ld a d  d e l e n u n c i a d o  es in m e d ia t a .  P o r  e j e m p l o ,  si u  =  0 :

0  A  ( v  A w )  =  0

( 0  w ) v  —  ( O - v ) w  =  O v  -  O w  =  0  —  0  =  0
= >  0  A ( v A w )  =  ( 0 - w ) v  — ( 0 - v ) w

Si n i n g u n o  d e  los tre s  v e c to r e s  es el v e c t o r  n u l o ,  e l ig ie n d o  la  base o r t o n o r m a l  { i ,  j ,  k  }  d e f i n i d a  e 

el p r o b l e m a  7 . 1 0 ,  se tiene:

u  =  a  i  ;  v  =  b i  +  c j ;  w = d i  +  e j  +  f k

¡  j  k
v A w  = b  c  0

d  e f

=  c f  i - b f  j  +  ( b e - c d ) k
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u  A  ( v  A  w )

i j  k 

a 0  0

c f  - b f  b e - c d

=  { - a b e  +  a c d ) j  +  ( - a b f ) k

( u - w ) v -  ( u - v ) w  =  ( a d )  ( b i  +  c  j )  -  ( a  b )  <d i +  e j  +  f  k )  =  ( a c d  -  a b e )  j  +  ( - a b f )  k

u A ( v A w )  =  ( u - w ) v  —  ( u - v ) w

. 1 4  Sean  u , v  y  w  Ire s  v e c to re s  d e l e s p a c io  v e c to r ia l  e u c líd e o  t r id im e n s io n a l l in e a lm e n te  in d e -  

D e m o s tra r  q u e  s i V  es e l v o lu m e n  d e l p a ra le le p íp e d o  c o n s tr u id o  s o b re  tre s  re p re s e n ta n te s  

u ,  v y  w  c o n  u n  o r ig e n  c o m ú n , el v o lu m e n  d e l p a r a le le p íp e d o  c o n s tru id o  s o b re  tres  re p re s e n ta n -  

d e  v A w .  w A u  y  u A v  es  V 2 .

R e s p e c t o  d e  la  base o r t o n o r m a l  {  i . i .  k  V d e f i n i d a  e n  el p r o b l e m a  7 .  1 0 .  se t ie n e :  

u  =  a  i ; v  =  b  i +  c  j  ;  w  =  d i  +  e j  +  f k  

E l  v o l u m e n  d e l  p a r a l e l e p í p e d o  d e t e r m i n a d o  p o r  lo s  v e c t o r e s  u ,  v  y  w  es:

I  u ,  v ,  w  ] =

v  A  w  =

a 0  0

b  . c  0

d  e f

=  a c f  =  V

1 1 k c 0 b 0 b c
= b c 0 =  i —  i +  k

d e 1
e f d f d e

i j  k
e f d  f d  e

w  A  V  B d  e f =  i - i +  k

a 0  0 0  0 a 0 a  0

¡  j  k

u  A  V  5

oofO =  a c k

b  c  0

=  c  f i -  b  f  j +  ( b e — c d l k

=  a  f  j  —  a e k

E l  v o l u m e n  d e l  p a r a le le p í p e d o  d e t e r m i n a d o  p o r  lo s  v e c t o r e s  v  A  w  . w  A u  y  u A v  es:

[ v  A w . w  A u .  u  A  v  ] =

c f -  b f b e — c d

0 a f — ae =  ( a c f ) 2 =  V 2

0 0 a c

7 .15  D a d o s  lo s  v e c to re s  u . v e  R 3 d e n o ta m o s  p o r  u  v su p ro d u c to  esca la r y  p o r  u  e l m ó d u lo  

d e  u .  E s ta b le c e r la  id e n t id a d

  --------------  ( U n i v .  d e  M u r c ia ,  1 9 9 1  í

( u  +  v ) - ( u + v )  =  u - u  +  u - v  +  v - u  + v - v  =  l u l 2 +  2 ( u - v )  +  Iv  I2 

( u + v M u + v )  =  l u  +  v l 2

( u — v ) - ( u - v )  =  u - u - u - v  —  v - u  +  v - v  =  l u í 2 — 2 ( u - v ) +  i v  2 

( u  —  v ) - ( u —  V  J =  l u  - v i 2

( 1 )  —  ( 2 ) :  I u + V  I2 -  l u  —  v  l 2 =  4 { u - v )  =p

; u  +  v l 2 =  l u l 2 +  2 ( u . v | + I v l 2 ( 1)  

U - v  i2 =  l u l 2 - 2 ( u - v ) + l v i 2 ( 2)

U - v  =  ^  ( l u + v  I2 -  l u  -  V  I 2 )
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ESPACIO AFIN EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL

E S P A C I O  A F I N  E U C L I D E O .

U n  e s p a c io  a f í n  E  a s o c ia d o  a u n  e s p a c io  v e c t o r ia l  e u c l í d e o  V .  se l la m a  e s p a c io  e u c l í d e o .  O  sea, el 

e s p a c io  a f í n  E  se l l a m a  e s p a c io  a f ín  e u c l í d e o  si está a s o c ia d o  a u n  e s p a c io  v e c t o r ia l  V  e n  el q u e  se ha 

d e f i n i d o  u n  p r o d u c t o  escalar.

E n  e s te  c a p í t u l o  n o s  o c u p a r e m o s  d e l  e s p a c io  a f ín  e u c l í d e o  t r i d i m e n s i o n a l .

Se l l a m a  s is te m a  d e  re fe re n c ia  o r t o n o r m a l  o  m é t r ic o ,  a l c o n j u n t o  { 0 ,  e , , e 2 , e 3 } ,  s i e n d o  O  un

p u n t o  de E  y  t e ,  , e ? r e 3 } ,  u n a  base m é t r i c a  d e  V ,  es d e c i r ,  q u e :

e , l 2 = 1  :  i e 2 12 =  1 ; I e 3 12 =  ;  e ,  e 2 =  0  ;  e , - e 3 = 0  ;  e2 - e 3 = 0

( lo s  v e c t o r e s  d e  la base s o n  u n i t a r i o s  y  p e r p e n d i c u l a r e s  d o s  a  d o s ) .

T o d a s  las d e f i n i c i o n e s  y  f ó r m u l a s  d e l  c a p í t u l o  6 ,  E s p a c i o  A f í n  T r i d i m e n s i o n a l ,  s o n  v á l i d a s e n  el E s 

p a c io  A f í n  E u c l í d e o  T r i d i m e n s i o n a l .

C o n s id e r a r e m o s ,  e n  e s te  c a p í t u l o ,  las e c u a c io n e s  d e  las re c ta s  y  lo s  p l a n o s  e x p r e s a d o s  r e s p e c t o  de 

u n  s is te m a  d e  r e f e r e n c ia  o r t o n o r m a l .

E n  el e s p a c io  a f í n  r e s o lv í a m o s  p r o b l e m a s  d e  i n t e r s e c c ió n  y  p a r a l e l i s m o  d e  re c ta s, d e  p la n o s  y  de 

re c ta  y  p l a n o .  E n  el e s p a c io  a f í n  e u c l í d e o  p o d r e m o s  r e s o lv e r  t a m b i é n  p r o b l e m a s  d e  d is ta n c ia s ,  ángulos , 

o r t o g o n a l i d a d ,  áreas y  v o l ú m e n e s .

D i s t a n c i a  e n t r e  d o s  p u n t o s :  A ( x , . y 1 ( z , ) ,  B ( x 2 , y 2 , z 2 ) .  Las c o m p o n e n t e s  d e l v e c t o r  A B  son 

( x 2 — x r  y : -  y , .  z 2 — Z j ) ,  el m ó d u l o  d e  este v e c t o r  es igual a la d i s t a n c ia  d e  A  a B :

d i s i  ( A .  B )  =  v / l x ;  — x , ) 2 - f  ( y , — y 2

l a  distancia entre los puntos A ( 3 , - 2 ,  11 y  B (5 ,  3 , - 4 )  es:

dist ( A ,  B )  =  \ / ( 5 - 3 ) 2 +  ( 3  +  2 ) 2 + < - 4 - 1 ) 2 =  v ^ 2 + 5 2 + 5 2 =  V 5 4

L a  d i s t a n c ia  e n t r e  p u n t o s  v e r i f ic a  las s ig u ie n te s  p r o p ie d a d e s :

-  d is t  ( A ,  B )  >  O

-  d is t  ( A ,  B )  =  d is t  ( B . A )

-  d is t  ( A ,  B )  =  O  o  A  c o i n c i d e  c o n  B

-  d is t  ( A ,  B )  <  d is t  ( A .  C )  +  d i s t  ( C ,  B )
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C o s e n o s  d i r e c t o r e s  d e  u n  v e c t o r .  S o n  los c o s e n o s  

de lo s  á n g u lo s  q u e  u n  r e p r e s e n t a n t e  d e l v e c t o r  f o r m a  

c o n  lo s  ejes c o o r d e n a d o s ,  o  lo  q u e  es lo  m i s m o , c o n  los 

v e c t o r e s  e , , e2 , e3  d e  la  base o r t o r n o r m a l  d e l sistema 

d e  re fe re n c ia .

S i  q ,  0  y  7  s o n  re s p e c t iv a m e n t e  los á n g u lo s  q u e  

el v e c t o r  v  =  ( a ,  b . c )  f o r m a  c o n  los ejes d e  c o o r d e 

na d a s  O X .  O Y  y  O Z :

c o s a  =

v/a2 + b 2 + c 2

; e o s  0

V a 2

; eos y  =

+  b  + c ‘ n/ W i^ + c *

v e r i f ic á n d o s e  q u e eos2  a  +  eos2  0  +  eos2  7  =  1

C o s e n o s  d i r e c t o r e s  d e  la  re c ta . S o n  lo s  co s e n o s 

d e  lo s  á n g u lo s  q u e  la  re c ta  f o r m a  c o n  los ejes c o o r d e 

n ad os. S i  la  e c u a c ió n  d e  la  re c ta  es

x  —  x . Y - Y , 7.  — 7 .

al ser e l  v e c t o r  (a .  b .  c )  p a r a le lo  a la  re c ta , los cose

nos d i r e c to r e s  d e  la  re c ta  s o n  lo s  c o s e n o s  d i r e c to r e s  

del v e c t o r  (a .  b ,  c ) :

eos a  =

\/a2  +  b 2 +  c2

;  eos 0

e o s  7  =

L a  e c u a c ió n
x  —  x

eos o
y -  y  2 

e o s  0

2  —  2 ,

eos 0
l la m a  e c u a c ió n  n o r m a !  d e  la  re c ta .

L a  e c u a c i ó n  n o r m a l  d e  la  r e c ia
x -  5 y  +  2 z  -  6 

12

m ó d u l o  d e l  v e c t o r  { 3 . 4 .  1 2 ) . v/35 +  4 +  12 13:

E c u a c i ó n  n o r m a l  d e l p l a n o .  Si  P  es el p ie  d e  la 

p e r p e n d ic u la r  d e s d e  0  al p l a n o ,  d is t  ( O . P )  =  p ,  y  a , 

0 ,  7  los á n g u l o s  q u e  f o r m a  el v e c t o r  O P  c o n  los ejes 

d e  c o o r d e n a d a s ,  la  e c u a c ió n  d e l  p l a n o  p u e d e  escr i 

b irs e  d e  la  f o r m a :

e o s  a  • x  +  eos 0  • y  +  e o s  7  • z  —  p  =  0

q u e  se l la m a  e c u a c ió n  n o r m a l  d e l  p la n o .

se obtiene dividiendo los denominadores por el 

x - 5  y + 2  z -  6

_3

13
_4_

13
1?
13
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Si la  e c u a c i ó n  d e l p l a n o  e s tá  e s c r i ta  en la  f o r m a  a x  +  b y  +  c z  +  d  =  0  p a r a  h a l l a r  s u  e c u a 

c i ó n  n o r m a l  se d i v i d e n  t o d o s  sus t é r m i n o s  p o r  v  a2 + b 2 + c 2 si d  es n e g a t iv o ,  o  p o r  —  \/a2 +  b 2 +  c 2 

si d  es p o s i t iv o :

b  c  . d
x + V + =  0

>/a2 H - b 2 + c 2  v V + b J  +  c2  >/a2  +  b 2  +  c2  7 Í 2 +  b 2 +  c 2

i d e n t i f i c a n d o  esta e c u a c i ó n  c o n  la e c u a c i ó n  n o r m a l :

b
e o s  a  =

v V  +  b W

;  e o s  /J =

V a 2 + b 2 +  c 2

;  e o s  7  =

V a 2 +  b 2 +  c2

s o n  los c o s e n o s  d ir e c to r e s  d e l  p l a n o ,  o  c o s e n o s  d i r e c t o r e s  d e  u n  v e c t o r  p e r p e n d i c u l a r  al p la n o .

E l  v e c t o r  ( a .  b .  c )  e s  p e r p e n d i c u l a r  al p l a n o  a x  +  b y  +  c z  +  d  =  0

Dado d  plano r :  5 x  -  I 2 y  * 8 4 /  -  170 a  0

para hallar sus cosenos directores y  la distancia del origen de coordenadas al plano, dividimos p o r  >/52 +  122 +  842 =  85

_ 2 -  0
85 85 85

de don de eos o  = —  ;  eos d a  -  —  ; eos y  =  —  ; dist (0 . xr > =  2
85 85 85

A n g u l o  d e  d o s  re c ta s . E l  á n g u l o  d e  d o s  rectas es igual al m e n o r  d e  los á n g u lo s  q u e  f o r m a n  sus v e c 

to re s  d i r e c t o r e s  ( q u e  s o n  p a r a le lo s  a  e l la s ) .  E l  c o s e n o  d e l  á n g u l o  d e  las d o s  re c ta s  es igual al v a lo r  a b s o l u 

t o  d e l c o s e n o  d e l  á n g u l o  d e  los d o s  v e c t o r e s  d i r e c t o r e s .

S e a n  las re c ta s  r  y  s:

r :  ( x ,  y .  z )  =  (a .  b ,  c ) X ( v , . v 2 .  v 3 )

s:  ( x ,  y ,  z )  =  ( a ' . b ' . c ' ) + p ( u , . u 2 . u 3 )

r :

s:

r :

s:

x -  a _ H

t
i z  -  c

v i V2 V3

x  -  a ’ = < 1 o;

ii

z - c -

u i U 2 U 3

x = a +  X v ,

V = b +  X V 2

z  = c +  X v 3

X  — a ’ +  M U ,

V = b' +  M U 2

z  = c' +  m u 3

eos ( r ,  s )  =
v ,  u ,  +  v2 u 2 4- v 3 u 3

\/ v 2 +  v 2 +  V 2  > / u J  +  u 2 +  u 2

L a s  d o s  re c ta s  s e rá n  p e r p e n d i c u l a r e s  s i :

V i  “ .  +  v 2 u 2 +  v 3 u 3  =  0

El ángulo de las rectas r :
x + 2  y  -  5 z  -  4 

1 =  2 *  - 3
s :

x -  6 +  4 X  

y  =  2  +  X

i  = 5  +  m X

el m ism o que el formado p o r  los vectores ( 1 . 2 . - 3 )  y  (4 .  1. m )  que son paralelos respectivamente a r y  t :
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eo s  { r .  s)
1 - 4  +  2 - 1  -  3 i

\ / l  + 4  +  9  \ / l 6  +  1 +  m 2 

si m  2 .  las d o s  r e c i a s  s erán p e rp e n d ic u la re s .

6  -  3 m  I 

y / Ü  \ / | 7 t m 2 !

A n g u l o  d o  d o s  p la n o s .  E l  á n g u l o  d e  d o s  p la n o s  es igual al á n g u l o  d e l  re c t i l ín e o  d e l m e n o r  d e  los d o s  

d ie d r o s  q u e  f o r m a n .

S e a n  lo s  p l a n o s :  i r , :  a x + b y + c z  +  d =  0

ít2 :  a ' x  +  b ' y  +  c ’z  +  d '  =  0

los v e c t o r e s  la ,  b . c )  y  la ' ,  b ' , c ' )  son re s p e c t iv a m e n te  p e r p e n d ic u la r e s  a  los p l a n o s  y  El á n 

g u lo  f o r m a d o  p o r  lo s  d o s  v e c to r e s  es igual o  s u p le m e n t a r i o  al á n g u lo  f o r m a d o  p o r  los d o s  p la n o s ,  el c o 

sen o d e l á n g u l o  d e  lo s  d o s  p la n o s  es igual al v a lo r  a b s o l u t o  d e l  c o s e n o  d e l á n g u l o  d e  los d o s  ve c to re s :

eos ( i r | , tt2 )
a a '  +  b  b ' +  c c ’

v/a2 +  b 2 +  c 2 v / a '2 +  b ' 2 +  c ' 2

L o s  d o s  p la n o s  serán p e r p e n d ic u la r e s  si

E l  á n g u l o  f o r m a d o  p o r  lo s  p la n o s

» ' +  b b '  +  c c '  =  0  .

3 x  +  4 y  —  5 z  +  8  =  0  ;  2 x + y + m ¿ - 8  =  0

está d e t e r m i n a d o  p o r :

e o s  o
3 - 2  +  4 1 -  5 - i 10 -  5 m

v / 5 0  - Á  +  m 2v  9  +  16 +  25 v/4 +  1 + m 2 

si 10  -  5  m  a  0 .  m  »  2 .  lo s  p l a n o s  s o n  p e rp e n d ic u la re s .

Si los p la n o s  están d a d o s  p o r  sus e c u a c io n e s  vector ia les:

f f , :  x = a + X v + p u  jt2 : x  =  a ' +  X ' v ' + p ' u '

c o m o  v  y  u s o n  p a ra le lo s  al p la n o  tr , ,  v A u  será u n  v e c t o r  p e r p e n d ic u la r  a i r , ,  y .  d e l  m i s m o  m o d o ,  

v '  A  u '  será u n  v e c t o r  p e r p e n d ic u la r  a 7¡2 , d e  d o n d e

eos ( r r ,  .  jr2 )  = )  eos ( v  A  u .  v '  A  u ' )

S i  lo s  p la n o s  v ie n e n  d a d o s  p o r  sus e c u a c io n e s  p a r a m é tr ic a s  se o p e r a  d e  igual f o r m a .

* =  7 -  4  * ♦

S ea n lo s p la n o s  t i , :  ( x .  y .  z j  =  ( 1 .  2 .  3 )  +  X ( - 1. 3 .  2 )  +  p ( 2 . - 4 .  5 )  ;  r>7 \ y  =  6  +  3 X  - 8 p

z  =  3  -  2  X +  5 p

L o s  v e c t o r e s  ( -  1. 3 ,  2 )  y  ( 2 , - 4 .  5 )  s o n  p a r a le lo s  a M u l t i p l i c a n d o  v e c t o r i a l m e n t e  estos  v e c to re s  o b t e n d r é -

m o s  u n  v e c t o r  p e r p e n d i c u l a r  a  ir

e 1 •2 * 3
3 2 - 1  2  I - 1  3

- 1 3 2 -  « ,
- 4 5 ~ B2 , 2  5  ! 3 2  - 4

2 - 4 5

2 3  e,+ 9  e2- 2  « 3

L o s  v e c to re s  ( - 4 ,  3, - 2 1  y  ( 1 ,  - 8 .  5 )  s o n  pa rale los  a S u  p r o d u c t o  v e c to r ia l  n o s  d a r á  u n  v e c t o r  p e r p e n d i c u 

lar a rr2 :
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#2
*3 | I 3 - 2 1 - 4

1! -
- 4 3 - 2

- 8 5 1 - « 2 ’
1 1 - 8 5  1

1 - 4  3 ,

1 - 8
=  -  « ,  +  18 « j  +  2 9 fl

eje donde:

eos ( » , .  rr2»
23 • ( —  1) + 9  • 18 +  (—  2) 29

>/232 + 9 2 +  2 2 \ / Í T l 8 2+ 2 9 2

81 81

v 4 l 4  \ A l 6 6  n/9 15924

A n g u l o  d e  r e c t a  y  p l a n o .  D a d a s  las e c u a c io n e s  d e  la  r e c t a  y  el p l a n o ,  p o d r e m o s  o b t e n e r  d o s  v e c t o 

res. u n o  q u e  es p a r a l e l o  a  la  re c ta  y  o t r o  p e r p e n d i c u 

lar al p l a n o .  E l  á n g u l o  q u e  f o r m a n  e sto s  d o s  v e c to r e s  

es c o m p l e m e n t a r i o  d e l  q u e  f o r m a n  la  re c ta  y  el p la n o  

s ie n d o ,  p o r  t a n t o ,  el s e n o  d e l á n g u l o  p e d i d o  igual al 

v a lo r  a b s o l u t o  d e l c o s e n o  d e l  á n g u l o  d e  lo s  d o s  v e c 

tores.

S i  r :
x - x ,  y - y ,  z - z ,

m  n  p

; r : a x  +  b y  +  c z  +  d =  0

el v e c t o r  u  =  ( m .  n .  p )  es p a r a l e l o  a la  re c ta  y  el v e c t o r  v  =  (a .  b .  c )  es p e r p e n d i c u l a r  a l  p l a n o :

sen ( r .  r r )  =  I e o s  ( u ,  v )  I =
m a  +  n b  +  p c

V  m 2 +  n 2 +  p 2 V  a2 +  b 2 +  c2

L a  re c ta  será p a r a le la  al p l a n o  si m a  +  n b  +  p c = 0

x —  7 v  +  4 z —  8
E i ángulo formado p o r  la recta r .  — —  -  — j—  -  — - — . y  el plano i r :  3  x —  6 y  +  m  z -  8  =  0 ,  estádolermi-

- j d o  por la fórmula:

ten (r. ¡r)
2 • 3 ♦  ( —  1 ) 1 - 6 )  *  3 m

^ 1 +  1 + 9  J q  +  36 *  m 2 

12 +  3  m  =  0 .  m = - 4 .  la recta es paralela al plano.

1 2  +  3 m l

v / l 4  v/44 5  +

O is t a n c i a  d e  u n  p u n t o  a u n  p l a n o .  L a  d i s t a n c ia  d e l p u n t o  P ( x , . y , . z , )  al p l a n o

* :  a x + b y  +  c z  +  d  =  0

d  ( P,  n )  =
a x ,  +  b  y ,  +  c  z ,  +  d

v ' a 2 + b 2 +  c2

La distancia del p u n to  P (2. 5 . - 6 )  al plano s :  3 x - 4 y + 1 2 z - 5  =  0  es 

dist (P . tr)
1 3 - 2 - 4  5 +  1 2 1 - 6 )  -  51 91
--------------------------------------------------------  =  —  =  7

13
V  9  +  1 6 + 1 1 4

T o d o  p l a n o  ir d i v i d e  el e s p a c io  e n  d o s  s e m ie s p a c io s .  S i  e n  la  f ó r m u l a  q u e  n o s  d a  la d is ta n c ia  d e  u n  

3 > n t o  al p l a n o  r r  p r e s c i n d i m o s  d e l v a l o r  a b s o l u t o ,  t o d o s  lo s  p u n t o  q u e  e s tá n  e n  u n  s e m ie s p a c io  t ie n e n  

: ia  p o s i t iv a  y  t o d o s  lo s  p u n t o s  d e l o t r o  s e m ie s p a c io  t ie n e n  d is ta n c ia  n e g a t iv a .
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Dado el plano rr: 3 x  -  v +  2 / -  4  a  o  y  los puntos P<2. 3. - 4 )  y  Q ( 5 . - 2 .  6 ) .  ¿están los puntos P y  Q  en 

mismo semiespacio respocto del plano n ?

d(P,rr>
3 2 -  1 - 3 + - 2 Í — 4> — 4

<  0  ;  d ( O . r r )
V 9 + 1 + 4  V 1 4

Los puntos P y  Q  están en distintos semiespacios respecto del plano n.

3  5 -  1 ( - 2 )  +  2 - 6  —  4 =  25 

V 9  *  1 *  4  V  l 4

> 0

S i  la  e c u a c ió n  del p la n o  ir v ie n e  d a d a  p o r  su e c u a c ió n  v e c t o r ia l :  x  =  a +  X u +  p  v ,  c o n o c e m o s  

u n  p u n t o  A  d e l p l a n o ,  e x t r e m o  del v e c t o r  O  A  =  a. 

y  d o s  v e c to r e s  u  y  v  d e l p la n o .  Sea el p u n t o  P q u e  

n o s  d e t e r m in a  el v e c t o r  O P  =  p :

El p r o d u c t o  m i x t o  d e  lo s  v e c to r e s  A P  =  p - a  . 

u  y  v  n o s  d a  el v o l u m e n  d e l p a r a le le p íp e d o  de la 

f ig u r a .  E l  m ó d u l o  d e l p r o d u c t o  v e c to r ia l  u  A  v  es 

igual al área de la base d e l p a ra le le p íp e d o .  L a  d i s 

tanc ia  d e l p u n t o  P al p la n o  ir es igual a  la altura 

d e l  p a r a le le p íp e d o ,  q u e  es igual al v o l u m e n  d i v i d i -  /
d o  p o r  el á rea d e  la base: /

d is t  (P ,  ir )  =
l p - a .  u .  v i

1 u  A  v  i

A

Si el p l a n o  está d a d o  p o r  sus e cu a c io n e s  p a r a m é tr ic a s ,  c o n o c e m o s  u n  p u n t o  d e l p la n o  y  d o s  ve c to  

res d e l p la n o  ( o  parale los a é l)  y  se p ro c e d e  de igual m o d o .

Cálculo de la diituncia del punto P(3. 2. 5) j I plano rr: (x, y ,  z )  »  (4, 1. 3) +  X42. 1 . - 1 )  -  u<3. 1. 1).

A l  ser A ( 4 ,  1. 3) un punto del plano, A P  =  ( 3 - 4 ,  2 -  1, 5 - 3 )  =  ( - 1 .  1, 2 ) ,  u =  ( 2 .  1, - 1 )  y v  =  <3.  1. I ) :

| p -  a.  u.  v | =*

- i 1 2 - 1 1 2 .

2 1 - 1 2 3

r->O

=  -  1 1

3 1 1 4 0  - 1

2  * 3  

- 1  

1
3  e i

1 1 

1 1

- 1  1

,1

1 2
- 1

+  e
1

3 - 3

4 - 1

‘3 :

-  -  9

i u A v I  «  V 4  +  2 5 + 1  =  v/30 

de don de: dist ( P .  rr)
v'3 0

=  2 e ,  —  5 « 2 - e 3

Pla n o s  bisecto res d e  u n  d ie d r o .

Sean r r , : a x  +  b y  +  c z  +  d  =  0  ; ir • a 'x  +  b ' y  +  c ' z  +  d '  =  0

las e cu a c io n e s de los p la n o s  q u e  f o r m a n  el d i e d r o  y  A ( x ,  y ,  z )  el p u n t o  g e n é r ic o  d e l p l a n o  bisector. 

L a s  d istancias d e l p u n t o  A  a los p la n o s  tr , y  rr7  son iguales:

a x  +  b y  +  c z  +  d  _  .  a 'x  +  b ' y  +  c ' z  +  d ’ 

v/a2 + b 2 + c 2 / a'2 +  b ' 2 +  c ' 2

T o m a n d o  los d o s  s ignos, p o r  s e parado , o b t e n d r e m o s  las e cu a c io n e s  d e  los d o s  p la n o s  bisectores 

c o r re s p o n d ie n te s  a los d o s  d ie d r o s  q u e  f o r m a n  los p la n o s  rr , y  ~ 2 . L o s  d o s  p la n o s  bisecto res son p e r 

pendiculares.
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Sea obtener los planos disectores de los diedros determinados p o r  los planos:

tr, : x +  2 Y +  2 / - 6  =  0  ;  rr2 : 3 x  +  4 V +  12 z  -  1 =  0

x +  2 y  +  2 z -  6  _  4 3 x  +  4 v  +  1 2 z  -  1 x - f - 2 y  +  2 z - 6  _  ± 3x^+ 4 y  +  1 2 z — 1

v^l +  4 +  4  > / 9 +  16 +  144

l 3 x  +  2 6 y  +  2 6 z - 7 8  =  2 < 9 x + 1 2 y - 3 6 z - 3)

3  13

I 3 x + 2 6 y + 2 6 z  —  78 -  9 x  +  12 y  -  36/  -  3 

l 3 x  +  2 6 y + 2 6 / - 7 8  = » - ( 9 x  +  1 2 y - 3 6 /  — 3) 

4 x +  1 4 y +  6 2 /  -  75 =  0 

2 2  x +  3 8 y  —  1 0 / - 8 1  =  0

D i s t a n c i a  e n t r e  d o s  p l a n o s  p a r a le lo s .  D i s t a n c i a  e n t r e  lo s  p la n o s  p a r a le lo s :

a x  +  b y  c z  +  d  =  0  * 2 : a x  +  b y  +  c z + d '  =  0

Cálculo de la distancia entre los planos paralelos:

3 x  +  4 y  —  I 2 z +  5 = 0 6 x  +  8 v  - 2 4 /  -  14 a  0

Escrito el plano r ? de la form a: 3 x  +  4 y - l 2 z - 7 = 0 .  se tiene

dist (rr t . rr2 J 1 - 7 - 5

V 9  +  16 +  144

]7_
13

D i s t a n c i a  d e  u n  p u n t o  P  a u n a  r e c t a  r .  Si  la r e c t a  r  está d a d a  p o r  su e c u a c ió n  v e c t o r i a l ,  x =  a +  \  u ,

o  p o r  su e c u a c i ó n  c o n t i n u a  o  p o r  sus e c u a c io n e s  pa 

m é t r ic a s ,  c o n o c e m o s  u n  p u n t o  A  d e  la  re c ta  y  u n  

v e c t o r  u  p a r a le lo  a la  recta.

E l  p u n t o  P d e t e r m i n a  el v e c t o r  O P  =  p . y e l  

v e c t o r  a  el p u n t o  A  d e  la re c ta  ta l  q u e  O A  =  a  .

L o s  p u n t o s  A  y  P d e t e r m i n a n  el v e c t o r  A P  =  p — a.

E l  m ó d u l o  d e l  p r o d u c t o  v e c t o r ia l  A P  A  u  es 

igual al á re a  d e l p a r a l e l o q r a m o  A B C P  d e  la  f ig u r a .

Si d i v i d i m o s  este á re a  p o r  la  l o n g i t u d  d e  la  base, igual al m ó d u l o  d e l  v e c t o r  u , t e n d r e m o s  la  a l t u r a  d e l pa- 

r a l e lo g r a m o .  q u e  es igual a la d i s t a n c ia  d e l  p u n t o  P a la r e c t a  r.

d is t  ( P ,  r )  =
l ( p - a ) A u  1

l u í

Cálculo de la distancia del p unto  P (2 .  -  1. 1) a la recta r : (x . y. z» =  (1. -  3. 4 )  +  X ( - 2 .  4.  3)

La recta r pasa por el p unto  A ( 1 ,  —  3. 4 )  y  es paralela al vector u »  ( - 2 .  4 . 3 ) .  A P  =  (2  —  1. — 1 +  3 . 1 —  4 )  =  

-  (1. 2 . - 3 » .

( p -  a )  A  u

B2 e 3
2 - 3 1 —3 1 1 2

H 1 2 - 3 =  •, 4-  « 3

- 2 4 3
4 3

d.
- 2  3 l - 2 4

18*,  +• 3 * 2 +  8 « 3

( P - . I  A u l =  \ / l 8 2 +  3 2 +  8 2 =  v '3 9 7  . lu  1 =  V 4 + 1 6 + - 9  =  V 2 9 dist (P . r)
V'397

v ^ 9
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O t r o  m o d o  es el s i g u i e n t e :  S i  las e c u a c io n e s  p a 

r a m é t r ic a s  d e  l a  re c ta  s o n :

r :

x  =  x ,  +  X u ,  

y  =  y ,  +  X  u 2 

z  =  z ,  +  X u 3

sea a el v a l o r  d e  X q u e  n o s  d a  las c o o r d e n a d a s  d e l  M  u

p u n t o  M ,  p ie  d e  la  p e r p e n d i c u l a r  a  la  r e c t a  d e s d e  el

p u n t o  P .  E x p r e s a n d o  q u e  lo s  v e c t o r e s  P M  y  u  =  ( u j , u 2 , u 3 ) s o n  p e r p e n d i c u l a r e s ,  su p r o d u c t o  esca

la r  e s  n u l o ,  o b t e n d r e m o s  u n a  e c u a c i ó n  l in e a l  e n  a .  H a l l a d o  el v a l o r  d e  a . se s u s t i t u y e  e n  las e c u a c i o 

nes d e  la  r e c t a  y  t e n d r e m o s  las c o o r d e n a d a s  d e  M .  L a  d i s t a n c ia  d e  P a r es la  d i s t a n c ia  d e l  p u n t o  P 

al p u n t o  M .

E s te  m é t o d o  n o s  f a c i l i ta  h a l la r  la  e c u a c ió n  d e  la  p e r p e n d i c u l a r  d e s d e  P a r ,  p u e s  e s  la r e c t a  q u e  

pasa p o r  los p u n t o s  P y  M .

Calcular razonadamente la distancia del p u n to  P (3 ,  — 2, — 1) a la recta

r:
x  —  2 y  = 5  

t  =  3

y  las ecuaciones de la perpendicular de P a r.
¡U n iv . de  Grartjda)

Hallemos las ecuaciones paramétricas de la  recta:

x — 2 y  = 5  x =  2  y  ■*- 5

= >
z =  3

x =  2  X +  5 

V  =  X  

z =  3

Si a es el valor de X que nos da >as coordenadas del p unto  M, pie de la perpendicular d e  P a r, o  sea 

M (2  a +  5 , a, 3|. el vector PM =  (2  a +  2 , a +  2 , 4) es perpendicular al vector u =  12. 1. 0»  que e s  paralelo a la recta. El 

pro ducto  escalar de estos dos vectores es nulo:

u • PM b  0  = >  2<2 a +  2) +  1 • <a +  2 )  +  0 -  4 =  0  5  a +  6  = 0

de don de las coordenadas de M son: ( -  + 5 . -  f . 31 =  ( ~  -  -  . 31
5  5  5 5

6
a a  —  —

5

La distancia de P a r  es la distancia entre los puntos P y  M :  

dist IP .  r )  =  dist I P . M ]  =  > / ^ - 3 ) J + l - § + 2 l 2 - H 3 + 1 l í  =  ^  +  i |  »
\//420

La perpendicular de P a r  es la recta que pasa por los puntos P ( 3 , - 2 . —  1) y

V +  2x —  3

—  -  3  —  §  + 2
5 5

z +  1 x - 3  y  +  2 _ z  +  1

3  +  1 - 2  “  4 " 2 0

T a m b i é n  se p u e d e  o b t e n e r  la  d i s t a n c ia  d e l p u n t o  

P a  la r e c t a  r .  t r a z a n d o  u n  p l a n o  n  q u e  c o n t e n g a  a

P y  sea p e r p e n d i c u l a r  a r .  L a  i n t e r s e c c ió n  d e  r  c o n

ít n o s  d a r á  el p u n t o  Q .  se t e n d r á  q u e

d is t  ( P . r )  =  d is t  (P .  Q ) .
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D i s t a n c i a  e n t r e  u n a  r e c t a  y  u n  p l a n o  p a r a l e l o  a la  r e c t a .  L a  d i s t a n c ia  e n t r e  la  r e c t a :

x - * ,  v - v ,
r :   =    = ----------------

Ri n  p

y  el p l a n o  i r :  a x  +  b y  +  c z  +  d  =  0

q u e  s o n  p a r a le lo s  ( a m  +  b n  +  c p  =  0 ) ,  es ig u a l  a  la d i s t a n c ia  d e  u n  p u n t o  c u a l q u i e r a  d e  la  r e c t a  r ,  p o r  

e j e m p l o  A f X j . y , ,  z ,  ) ,  a l  p l a n o  n :

l a x , +  b y ,  +  c z , +  d  I 
d i s t  ( r .  i r )  =  --------- *--------  1 -  1---------------

\ / a 2 +  b 2 +  c 2

D i s t a n c i a  e n t r e  d o s  r e c t a s  p a r a le la s .  S i  las r e c t a s  r  y  r '  s o n  p a r a le la s ,  la  d i s t a n c ia  e n t r e  r y  r '  

es igual a  la  d i s t a n c ia  d e  u n  p u n t o  c u a l q u i e r a  d e  r  a la  r e c t a  r ' .

Se p u e d e  o o t e n e r  t a m b i é n  t r a z a n d o  u n  p l a n o  p e r p e n d i c u l a r  a  a m b a s  re c ta s ,  la  d i s t a n c ia  e n t r e  r  y  

r '  e s  igual a la  d i s t a n c ia  e n t r e  los p u n t o s  d e  in t e r s e c c i ó n  d e l  p l a n o  c o n  r y  r ’ .

D i s t a n c i a  e n t r e  d o s  r e c t a s  q u e  se c r u z a n .  S e  d e f i n e  c o m o  d i s t a n c ia  e n t r e  d o s  r e c t a s  la m e n o r  d e  las 

d is ta n c ia s  e n t r e  c a d a  p a r  d e  p u n t o s ,  u n o  d e  c a d a  re c ta .

E l  c á l c u l o  d e  la  d i s t a n c i a  e n t r e  las re c ta s  r  y  s se j ’ T

n a c e  d e  la s i g u i e n t e  f o r m a .

-  se o b t i e n e  la  e c u a c i ó n  d e l  p l a n o  ir q u e  c o n 

t ie n e  a la  r e c t a  s y  es p a r a l e l o  a la  re c ta  r .

-  la  d i s t a n c ia  e n t r e  u n  p u n t o  c u a l q u i e r a  d e  la 

r e c t a  r  y  el p l a n o  rr es la d i s t a n c ia  e n t r e  

a m b a s  rectas.

x - 2  y  +  1 z 2 *  -  3 y  -  4  * -  2 =  0
C á l c u l o  d e  la  d i s t a n c i a  e n t r e  la s  tecta s r :    = -----------------=  —  ;  s :

3  - 2  1 x + 2 y - 3 z + 8 = 0

T o d o s  los planos que contienen a la recta s pertenecen al haz de planos de eje la recta s:

M 2 x - 3 V — 4z  — 2)  +  p ( x  +  2 y  - 3z  +  8 ) =  0  = >  (2 X +  p ) x  +  Í - 3 X  +  2 p ) y  +  ( - 4 X -3 p )z - 2 X + 8*1 =  0  11)

El vector ( 3 , —  2 , 1 )  es paralelo a la recta r y  el vector < 2 A  +  p , - 3 X + 2 p . - 4 X - 3 p )  es perpendicular al pía- 

m x  Si la recta r y  el plano son paralelos, los dos vectores anteriores son perpendiculares, su pro ducto  escalar es n u lo :

312 A + p )  -  2 í - 3 X  +  2 p )  +  1 - | - 4 X - 3 p )  =  0  = >  8 A -  4 p  ^  0  = >  »  =  2 X  

^ . a n d o  este valor a { I I  obtenemos el plano que contiene a la recta s y  es paralelo a la recta r:

A ( 2 x - 3 y  —  4 »  —  21 +  2 A ( x  +  2 y - 3 z  +  8 )  = 0  

A ñ id ie n d o  por X y  simplificando: ir: 4 x + y - 1 0 z + i 4  =  0

L a  distancia del p unto  { 2 . -  1. 0 )  de r  al p lano ir es igual a la m ín im a  distancia entre r  y  s:

. .  , ,  1 4 - 2  +  1 -  <—  1) —  1 0 0 +  141 21
dist ( r ,  s) =  ---------------------------- — --------  =  -----------

V 1 6 + 1 + 1 0 0  n/ T Í 7

S i  d e  la r e c t a  r  c o n o c e m o s  el p u n t o  A  y  su v e c t o r  d i r e c t o r  u ,  y  d e  la re c ta  s el p u n t o  B  y  su v e c t o r
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o i r e c t o r  v .  el v o l u m e n  d e l p a r a le le p íp e d o  d e  la figura 

es igual al p r o d u c t o  m i x t o  d e  los v e c to r e s  B A  =  a  - b ,  

u  y  v .  Si  este v o l u m e n  lo  d i v id im o s  p o r  el área d e  la 

base, q u e  es igual al m ó d u l o  d e l p r o d u c t o  vector ia l  de 

u y  v ,  t e n d r e m o s  la a ltu ra  del p a ra le le p íp e d o ,  q u e  es 

igual a la d is ta n c ia  e n tr e  r  y  s :

d ist  ( r ,  s) =
a —  b , u , v  1 I 

l u  A  v i

Sean las >etas r :
x - 2 y  +  1 t

—  « « . y ,<. y. *1 -  ( 2 8 , -  18, 0) +  M -  1. 2 . I)

El punto A  ( 2 , - 1 . 0 1  pertenece a r. siendo u =  ( 3 . - 2 ,  1) su vector director, v  <H punto B < 2 8 . -  18, 01 pe'tene 

ce a s. siendo v  =  ( -  1. 2, 1) su vector director.

B A  a  a - b  =  ( 2 -  2 8 . - 1  +  1 8 , 0 - 0 ) »  ( - 2 6 .  17.0)

a -  b, u, v

1 - 2 6 17 0 1 - 2 6  

4

17 0!
1 - 2 6 171

3 - 2 1 - 4 0 =  1 .
4 - 4

l - l 2 1 1 - 1 2 I

= 36

«1 *2 *3 - 2  1
u A  v s 3 - 2  1

2 1 - * 2
- 1  2 1

3

1 - 1

I I  I 3 -2 1

,| + # 3 | _ ,  2I a - 4 « . - 4 « 2 * 4 e 3

de donde dist (r.  s)
36 36

V l 6 +  1 6 +  16 i \ J 3  v  3

»  3 V i -

R e c ta  p e r p e n d ic u la r  c o m ú n  a d o s  rectas q u e  se c ru za n .

Sean las rectas

r:

x ,  +  X u ,

y  =  y  +  X u . s:

Z| +  x u 3

X  =  X 2 + p  v ,  

y  =  y 2 + p  v 2

¿  — Z~ + P V n

y  sean P y  Q  los p u n t o s  d e  in te rs e cció n  d e  la p e r p e n 

d ic u la r  c o m ú n  c o n  las rectas r  y  s.

Si a y  b  so n . re s p e ctiva m e n te , los valores d e  X 

y  p  qu e  n o s  d a n  los p u n t o s  P y  Q .  o  sea,

P ( x 1 +  a u , , y , +  a u 2 . z 1 + a u 3) Q ( x 2 +  b v , . y 2 +  b v 2 , z 2 +  b v 3 ) .

el v e c t o r  P Q  es p e r p e n d ic u la r  a la  recta  r ,  y  p o r  lo  t a n t o  a  su v e c t o r  d i r e c t o r  u ,  y  ta m b ié n  es p e r p e n d ic u 

la r  a la recta  s  y  a su v e c to r  d i r e c t o r  v. L o s  p r o d u c t o s  escalares d e l v e c t o r  P Q  c o n  u  y  v  **rán n u lo s :

P Q  u  =  0

P Q  ■ v  =  0

Este sistema n o s  d a r á  los valores d e  a y  b.

C o n o c id a s  las c o o rd e n a d a s  de P y  Q .  la  recta  P Q  es la p e r p e n d ic u la r  c o m ú n  buscada.

Este m é t o d o  nos p e r m it e  h a lla r  ta m b ié n  la m í n i m a  d is ta n c ia  en tre  las rectas r  y  s: d i s t ( r . s )  =

=  d is t  (P .  Q ) .
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Cá lc u lo  d e  la  perpendicula r c o m ú n  y  de  la m ín i m a  distancia de  las rectas O ;
- A )

r:

X O  4  +  X x  =  4  +  *i

y  a  6  +  X ;  s: V  =  2 - 2  u  J

/ = - 1 0 - 4  X z = 5 + 2 y  I

P Q - u  =  0  

P Q  v  -  0

H b - a )  +  l ( - 2 b - a - 3 ) - 4 ( 2 b  +  4a +  15) =  0 

1 (b -a )  -  2 < - 2 b - a - 3 )  -2 < 2 b  +  4 a +  15» =*0

P ( 4 + a , 6 + a . - 1 0 - 4 a )

; Q ( 4 - H ) .  3 - 2 b ,  5 + 2 b )

- 9 b -  1 8 a - 6 3  =  0  

9 b +  9a -*- 3 6  =  0

b  +  2 a  =  - 7  

b  +  a =  - 4

= >  a a - 3 .  b  - - 1

valores q u e  sustituidos e n  las coordenadas d e  P  y  Q  nos da n:  P ( l .  3 .  2 )  y  Q ( 3 ,  5 .  3 ) .

. . .  . . .  -  x  ~  '  V - 3  i - 2  « -  I  V - 3  * -  2
Ec uac ión  de la perpendicula r c o m ú n  ----------- =    = -- ----------  ;    =    = --- ------------

3 - 1  5 - 3  3 - 2  2  2  I

M í n i m a  distancia de  r  y  s: dist ( r .  s) =  dist (P . Q )  =  \ / ( 3 - 1 ) 2 +  ( 5 - 3 ) 2 + ( 3 - 2 ) 2 a  v / 4 +  4 + ^ I =  3

O t r o  m é t o d o  de obtener la perpendicular c o m ú n  

a dos rectas r y  s es el siguiente:

-  se halla la ecuación d e l p la n o  n  q u e  c o n t ie 

ne a la recta s y  es paralelo a la recta r.

-  se halla la ecuación del p lano ir' q u e  con tie 

ne a la recta r y  es perpendicular al p lano tr

-  la  intersección del p lano ir’ c o n  la recta s 

nos da el p u n to  A

-  la recta qu e  pasa p o r  A  y  es perpendicular  al 

plano tr es la perpendicular c o m ú n  a r y  s.

Este m é t o d o  suele resultar m u c h o  más laborioso  qu e  el anterior, el lector puede c o m p r o b a r lo  resol 

v iendo el ú l t im o  ejem plo  de este m o d o .

A rea  del triángulo en el espacio. Sea el t r iá n g u lo  d e  vértices A  ( a , . a} , a 3 )  , 0 ( b , , b 2 , b 3)  y  

C l c , .  c } . c 3 ) .  E l m ó d u lo  del p ro d u c to  vectorial de 

losvectores A B  -  ( b , - a , .  b ? -  a2 . b 3 - a 3 l y  

A C  =  ( 0 , - 3 , .  c 2- a 2 . c3 - a 3 ) es igual al área del

paralelogramo con stru ido  sobre los vectores A B  y 

A C .  igual al d o b le  del área del triángulo A B C .

área ( A B C )  =  ^  | A B A A C ¡

C á lc u lo  del área del triángulo  de  vértice* A ( 3 . 2 . - 5 ) .  0 ( 4 ,  1 , - 2 )  y  C ( 6 . 7 , 3 ) .

A B  -  ( 4 - 3 .  1 - 2 .  - 2  +  5»  *  < 1 . - 1 ,  3)  ;  A C  =  ( 6 - 3.  7  -  2.  3 +  5)  =  (3. 5.  8)

°1 « 2  *3
- 1  3 ) 1 3 11 - 1 ¡

A B  A  A C  = 1 - 1  3 

3  5  8

a  0,
5  8 h 3  8

-  2 3  e

área ( A B C )  =  1  v f o 2 -*- 1 +  8 2  =  ±  \/S9A
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V o lu m e n  d e l te tra e d ro . Sea ol te t r a e d ro  d e  vé rt ice s  A ( a , . a , .  a3 )  . B ( b , , b 2 . b 3 ) .  C ( c , , c 2 , c 3 ) 

y  D ( d , . d 2 , d 3  ) .  E l  v a lo r  a b s o l u t o  del p r o d u c t o  

m i x t o  d e  lo s  ve cto re s

A B  =  ( b , - a , . b 2 — a 2 , b 3 — a 3)  .

A C  =  ( c , - a , .  c 2— a 2 , c 3 —  a 3 ) .

A D  =  ( d , -  a , .  d 2-  a 2 . d 3 -  a 3 )

es igual al v o l u m e n  d e l p a r a le le p íp e d o  c o n s t r u id o  

so b re  los v e c to r e s  A B .  A C  y  A D .

E l  v o l u m e n  d e l t e t r a e d r o  A B C D  es igual a la 

sexta p a r te  d e l v o l u m e n  d e l p a r a le le p íp e d o :

V o l u m e n  ( A B C D )  =  ¿  
b

I 1 > '
A B .  A C .  A D ]  =  i  val or a b s o lu t o  d e  c ( -  a.

b , - a 2 b 3 - a .

^ 3 " a 3

C á l c u l o  d e l  v o l u m e n  d e l  te tra e d ro  d e  v é r t i c o »  l o »  p u n t o »  A ( 2 .  -  1. 4 ) ,  B ( 4 .  5 . 0 ) .  C ( 3 .  7 - 2 1  y  D ( 0 .  1. 5 ) .

A B  -  ( 4 - 2 .  5 +  1.  0 - 4 )  a  ( 2 .  6 . - 4 )  ;  A C  =  ( 3 - 2 . 7 +  1 - 2 - 4 )  a  ( 1 . 8 . - 6 ) ;  A D  =  < 0 - 2 .  1 +  1 . 5 - 4 )  -  ( - 2 . 2 . 1 1

2 6 - 4

1 8  - 6

- 2  2  1

1 6 + 7 2  —  8 — 6 4  +  2 4  —  6 a  3 4  = >  V o l u m e n  te tra e d ro  A B C D  >  j  3 4  a  ^
6  3

C o n d ic i o n e s  d e  p a r a le l is m o  y  p e r p e n d ic u la r id a d  d e  rectas y  p la n o s  en el E s p a c io

A f í n  E u c l i d e o  T r i d i m e n s i o n a l

Pa ra le lism o P e r p e n d ic u la r id a d

R e c t a  y  R e c ta :

x - x ,  y - y ,  z - z ,

’  U 1 u 2 U 3 

X - X 2  y - y 2  Z - Z 3

2 ‘ v , V2 V3

O l  -  O l  - Ü 2
V > V2 *3

u , . v ,  +  u 2 . v 2 + u 3 . v 3 =  o

P l a n o  y  P la n o :

'• a , x +  b , y +  c , z + d ,  =  0  

tr2 : a 2 x + b 2 y +  c2 z + d 2 =  0

a ,  _  b , _  S

a2 b 2 c2
a , - a 2 +  b , - b 2 +  c , c 2  =  0

R e c t a  y  P la n o :

x - x ,  y - y ,  z - z ,  

U 1 U2 U3 

i r : a x  +  b y  +  c z  +  d  =  0

a •u , +  b - u ? + c •u 3 =  0
a  b  _  c  

U 1 ^ 2  ~ u 3
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PROBLEMAS

8 . 1  R a z o n a r  p o r  q u é  la  r e c t a  d e  d i r e c c i ó n  ( 1 ,  - 2 ,  m )  es p e r p e n d i c u l a r  al p la n o

» r : x  —  2 y  +  m i  +  n  =  0

(U n iv. de Islas Bateares, 1991)

E l  v e c t o r  ( 1 . - 2 ,  m )  s e r á  p e r p e n d i c u l a r  a l  p l a n o  x - 2 y  +  m z  +  n = 0 .  si  d i c h o  v e c t o r  e s  p e r p e n 

d i c u l a r  a c u a l q u i e r  v e c t o r  A B  d e l  p l a n o .

S e a n  A ( x ) ( y , , z , l  y  B ( x 2 . y 2 , z 2 )  d o s  p u n i o s  c u a l e s q u i e r a  d e l  p l a n o ,  q u e  d e t e r m i n a n  u n  v e c 

t o r  g e n é r i c o  d e l  p l a n o :

-  p o r  e s t a r  el  p u n t o  A  e n  el  p l a n o  j t . s u s  c o o r d e n a d a s  s a t i s f a c e n  l a  e c u a c i ó n  d e l  p l a n o  n:

x ,  — 2  y ,  +  m z ,  +  n  =  0  ( 1 )

-  p o r  e s t a r  el  p u n t o  B  e n  e l  p l a n o  n:

x 2 - 2 y 2 +  m z 2 +  n  =  0  ( 2 )

-  r e s t a n d o  ( 1 )  d e  ( 2 ) :  ( x 2 - x , )  -  2 ( y 2 —  y , ) +  m ( 2 2 ~  z , )  =  0  ( 3 )

E s t a  i g u a l d a d  n o s  d i c e  q u e  el  v e c t o r  ( 1 . - 2 .  m )  e s  p e r p e n d i c u l a r  a l  v e c t o r

A B  =  ( x 2 - x , . y 2 - y t . z 2 - z , )

y a  q u e ,  s e g ú n  ( 3 ) ,  el  p r o d u c t o  e s c a l a r  d e  a m b o s  v e c t o r e s  e s  n u l o .

E s t á  d e m o s t r a d o  q u e  la r e c t a  d e  d i r e c c i ó n  ( 1 .  - 2 ,  m )  e s  p e r p e n d i c u l a r  a l  p l a n o  n .

(Univ. de León, 1991)

E l  v e c t o r  ( 3 .  b .  6 )  e s  p a r a l e l o  a l a  r e c t a ,  y  e l  v e c t o r  ( 2 , - 4 ,  5 )  e s  p e r p e n d i c u l a r  al  p l a n o .

Si  l a  r e c t a  n o  c o r t a  a l  p l a n o ,  la r e c t a  y  p l a n o  s o n  p a r a l e l o s ,  y  l o s  v e c t o r e s  a n t e r i o r e s  s e r á n  p e r p e n 

d i c u l a r e s .  S u  p r o d u c t o  e s c a l a r  s e r á  n u l o :

3 - 2  +  b  ( —  4 )  +  6 - 5  =  0 4 b  =  3 6 b  =  9

www.FreeLibros.me



2 0 8  E S P A C I O  A F I N  E U C L Í D E O  T R ( D I M E N S I O N A L

8 . 3 H a l l a r  u n a  e c u a c i ó n  c o n t i n u a  d e  l a  r e c t a  q u e  e s  p a r a le la  a  lo s  p la n o s

x  -  3 y  +  z  = 0 y  2 x  — y  +  3 z  — 5  =  0

y  pasa p o r  el p u n t o  ( 2 ,  -  1 . 5 ) .
( U n i v .  c/e E x t r e m a d u r a , 1 9 9 1 )

L o s v e c t o r e s  ( 1 . — 3 .  1 )  y  ( 2 ,  — 1 . 3 )  s o n ,  r e s p e c t iv a m e n t e ,  p e r p e n d ic u la r e s  a  los p l a n o s  d a d o s ,  el 

v e c t o r  ( 1 .  —  3 , 1) A  ( 2 ,  —  1 , 3 )  es u n  v e c t o r  p a r a le lo  a a m b o s  p la n o s ,  y  p a r a le lo ,  p o r  t a n t o  a la  re c ta  pe 

d id a .

i j  k I — 3  11 1 1 1 - 3
( 1 3 . 1 )  A  ( 2 ,  —  1.  3 )  = 1 - 3  1 

2 - 1  3 - • U  3 h
+  k

2  3 l 2  - 1
=  —  8  i —  j  +  5  k

L a  re c ta  p e d id a  es la  re c ta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  ( 2 .  — 1 , 5 )  y  es p a r a le la  al v e c t o r  ( 8 ,  1 . - 5 ) :

x - 2

8
’ +  1 =  5

1 - 5

8.4 S e a n  los p u n t o s  A ( 0 .  3 , - 2 )  y  B ( l .  5 . 0 ) .  H a l l a r  la  e c u a c ió n  d e l  p l a n o  p e r p e n d i c u l a r  al 

to  A B  y  q u e  pa sa  p o r  el p u n t o  A .

L a  e c u a c ió n  d e l p la n o  p e d i d o ,  p o r  pasar p o r  el p u n t o  A ( 0 .  3 . - 2 ) .  será de la f o r m a :  

a ( x - 0 )  +  b ( y  — 3 )  +  c ( z  +  2 )  =  0  ( 1)

E s te  p la n o  es p e r p e n d i c u l a r  al v e c t o r  (a .  b .  c ) .

( 1 . 5 , 0 )y  c o m o  el v e c t o r  A B  =  (1  — 0 .  5  —  3 , 0  +  2 )  =  ( 1 , 2 , 2 )  

es p e r p e n d ic u la r  t a m b i é n  al p l a n o ,  los v e c t o r e s  ( a. b. c )  

y  ( 1 . 2 , 2 )  s o n  p a ra le lo s , d e  d o n d e :

f  =  |  = f  = >  b  =  2 a .  c  =  2 a

l le v a n d o  estos va lo r e s  a ( 1 ) :  a  x  +  2 a  ( y  -  3 )  +  2 a  ( z  +  2 )  =  0  d i v i d i e n d o  p o r  a y  s i m p l i f i c a n d o ,  

q u e d a :

q u e  es la e c u a c ió n  p e d id a

x  +  2 y + 2 z  —  2  =  0

H a l l a r  el p l a n o  q u e  pasa p o r  lo s  p u n t o s  A ( 0 .  2 .  0 )  y  B ( 1 .  0 .  1 )  y  es p e r p e n d i c u l a r  al p la n o

x  —  2  y  —  x  —  7.

(U n iv .

Sea a x + b y + c z + d  =  0

p o r  pasar p o r  el p u n t o  A ( 0 , 2 , 0 ) :  2  b  + d =  0

p o r  pasar p o r  el p u n t o  B ( 1 .  0 .  1 ) :  a  + c  '  d  =  0

H )  el p l a n o  p e d i d o .  

12)

( 3 )
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a  -  2  b  —  c  =  0 ( 4 )—  p o r  ser p e r p e n d i c u l a r  al p l a n o  x  -  2  y  -  z  =  7 :

L a s  c u a t r o  e c u a c i o n e s  ( 1 ) , ( 2 ) .  ( 3 )  y  ( 4 )  f o r m a n  u n  s i s t e m a  h o m o g é n e o  d e  c u a t r o  i n c ó g n i t a s ,  

a ,  b ,  c  y  d .  E s t e  s is t e m a  t e n d r á  s o l u c i ó n  d i s t i n t a  d e  la  t r i v i a l  si es n u l o  e l  d e t e r m i n a n t e  d e  la  m a t r i z  d e  

lo s  c o e f i c i e n t e s :

X Y z 1 X V —  2 z 1
X < PO 2

0 2 0 1 0 0 0 1
1 1=  0  = > =  1 . - 2

1 0 1 1 1 - 2 1 1
1 - 1- 2

1 - 2 - 1 0 1 - 2 -  1 0

=  x
- 2  1 1 1 1 - 2>

+  z

- 2  - 1 1 -  1 1 - 2

=  0  ; 4 x  +  2 ( y  —  2 )  =  0

2  x  +  y  —  2  =  0

8 . 6  O b t e n e r  la  e c u a c ió n  d e l p la n o  q u e  c o n t ie n e  a la  re c ta  

y  e s  p e r p e n d ic u la r  a l  p la n o  *  d e  e c u a c ió n

x - y  +  2 z  —  1 = 0

( U n i v .  d e  L a  L a g u n a )

x  -  1 

2
z  -  3

x  —

2

V  + 2

=  z  —  3 x -  2 z  +  5 = 0

y  —  3 z  +  11 =  0=  z  —  3

el h a z  d e  p l a n o s  q u e  c o n t i e n e  a  la  r e c t a  r  t i e n e  p o r  e c u a c i ó n :

a < x - 2 z  + 5 }  + b ( y - 3 z  +  1 1 )  =  0  = >  a x  4- b y  +  | - 2 a  -  3 b ) z  +  5 a  +  11 b  =  0 (1

E l  v e c t o r  l a ,  b . —  2  a - 3 b )  es p e r p e n d i c u l a r  a  e s t e  p l a n o ,  y  el v e c t o r  ( 1 . — 1 . 2 )  e s  p e r p e n d i c u l a r  al 

p l a n o * .  S i  e s to s  d o s  p l a n o s  s o n  p e r p e n d i c u l a r e s ,  lo s  v e c t o r e s  ( a .  b . - 2 a  -  3 b )  y  ( 1 .  —  1.  2 )  t a m b i é n  s o n  

p e r p e n d i c u l a r e s ,  d e  d o n d e :

7 b

a  =  " T
a _  b  +  2  ( - 2 a  -  3 b )  =  0  = >  -  3 a - 7 b  =  0  

l l e v a n d o  e s te  v a l o r  a  la  p r i m e r a  ( o  s e g u n d a )  e c u a c i ó n  d e  ( 1 ) :

( x - 2 z  +  5 )  + b ( y - 3 z  +  1 1 )  =  0

( m u l t i p l i c a n d o  p o r  —  -  ) : 
b

7 < x  -  2 z  +  5 )  -  3 ( y  —  3 z  + 1 1 )  =  0 7  x  —  3  y  —  5 z  +  2  =  0
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8 . 7  H a l la r  la s  e c u a c io n e s  d o  la  r e c ia  q u e  p a sa  p o r  a l p u n t o  P ( 2 ,  —  1 . 1 )  y  c o r t a  

a  la  re c ta  r
x  —  2  y — 1

( U n i v .  d e  B a le a re s )

H a l l e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  la  r e c t a  r. 

y - 1x  - 2
=  2 =  X

x =  2  4 - 2  X 

y  =  1 +  2  ,\ 

z  =  X

• P ( 2 . — 1. 1)  

P M = ( 2 h . 2 h + 2 , h - 1 >

j  ( 2 , 2 , 1 )

M ( 2 4 - 2 h . 1 + 2 h . h )
(a ca d a  v a l o r  d e  X  c o r r e s p o n d e  u n  p u n t o  d e  r )

Sea  h  el v a lo r  d e  X q u e  n o s  d a  el p ie  M  d e  la p e r p e n d i c u l a r  d e  P a r :  M ( 2  *  2 h ,  1 -4- 2 h .  h )

E l  v e c t o r  P M  =  ( 2  +  2 h  —  2 .  1 -t 2 h  +  1 , h  —  1 )  =  1 2 h ,  2 h  +  2 ,  h  —  1 )  e s  p e r p e n d i c u l a f  a  r ,  y  c o 

m o  el v e c t o r  ( 2 ,  2 ,  1) es p a r a le lo  a r ,  los v e c t o r e s  ( 2 h ,  2 h  2 ,  h  —  1)  y  ( 2 .  2 .  1)  s o n  p e r p e n d i c u l a r e s ,  

d e  d o n d e :

2 ( 2 h ) + 2  ( 2 h  +  2 )  +  1 ( h -  1 )  =  0 h  =  - i

4  1 1
s u s t i t u y e n d o  este v a l o r  e n  M ( 2 + 2 h ,  1 4 - 2 h . h )  r e s u lta n  las c o o r d e n a d a s  d e  M :  [ z ;  - ~  ~  -

o  4  4

L a s  e c u a c io n e s  d e  la r e c t a  P M  s o n :

x -  2  y  +■ 1 7 - 1

5  +  1 4 - '

X  -  2  

- 1

z  -  1 

- 2

8 . 8  H a lla r  las e c u a c io n e s  d e  la  re c ta  q u e  p a sa  p o r  e l p u n t o  P ( 1 .  —  1 .  2 )  y  c o r ta  

a la  re c ta
x  -  2 y  +  z  =  1

r :

I 2 x +  z  =  0

( U n i v .  d e  B a rc e lo n a )

H a l l e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  r :

x  —  2 y  +  z  =  1 x  —  2 y  —  2  x  =  1 ; y  =

2 x +  z  =  Q z  =

h a c i e n d o  x  =  2 X : x  = 2  X 
_  1 

2
y  =

z  = - 4  X

P ( 1 , — 1, 2)

P M = ( 2 h - 1 . - h + I  - 4 h - 2 )

( 2 . - 1 . - 4 )

M ( 2 h ,  4 h )
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Sea h  el v a lo r  de X  q u e  n o s  d a  el pie M  de la p e r p e n d ic u la r  d e  P a r :  M ( 2 h .  -  —  -  h , — 4 h ) .

E l  v e c to r  P M  =  ( 2 h —  1 ,  —  h  +  ^  . -  4 h  -  2 )  es p e rp e n d ic u la r  a r .  y  c o m o  el v e c to r  ( 2 .  —  1. — 4 )

es parale lo  a r .  los ve cto re s  I 2 h -  1 . - h  +  ^  . —  4 h  —  2 )  y  ( 2 , — 1 . - 4 )  son p e rp e n d ic u la re s ,  s u  p ro  

d u e l o  escalar será n u l o :

2 ( 2 h  —  1)  +  ( —  1)  ( —  h +  ^ )  +  ( - 4 K - 4 H - 2 ) h  =  —
n

4 2

s u s t i t u y e n d o  este v a lo r  en M ( 2 h , -  i  -  h .  -  4 h)  resulta  M ( —  ^  —  ^

Las e cu a c io n e s  d e  la recta  P M  son 

x - 1  _  v  +  1 _  z - 2

»  _ r  *  + i  2
21 21 21

x - 1

32

21

V + 1  z - 2

1 6

21

20
21

x - 1  _  y + 1  _  z - 2  

- 8  4  - 5

H a l la r  las e cu a c io n e s  de la  re c ta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  P ( 3 .  -  2 . — 1 )  y  es p e r p e n d ic u la r  a la

r :
x  - 3 V +  1 =  —  z

¿ F a l t a  a lg u n a  c o n d i c ió n  e n  el e n u n c ia d o ?
(U n iv .  d e  G ra n a d a l

El á n g u lo  q u e  f o r m a n  d o s  rectas en el espacio es igual a l á n g u lo  q u e  f o r m a n  d o s  ve cto re s  paralelos
a las rectas.

T o d a s  las rectas q u e  pasen p o r  el p u n t o  P y  estén 

en el p la n o  q u e  c o n t ie n e  al p u n t o  P y  es p e r p e n d ic u la r  

a la recta r .  c u m p l e n  las c o n d ic io n e s  d e l e n u n c ia d o .H a y .  

p o r  t a n t o ,  inf in itas  rectas q u e  pasan p o r  el p u n t o  P y  

son p e rp e n d icu la re s  a  la recta r.

H a y  u n a  sola recta q u e  pasa p o r  P y  c o r t a  p e r p e n 

d ic u la r m e n t e  a r.

R e so lve re m o s el p r o b le m a  en a m b o s  casos

x  —  3  y  4- 1 z
L a  recta  r ,  d e  e cu a c io n e s — —  =  —  =  — -  es paralela al v e c to r  ( 2 ,  3 .  — 1) .  E l p la n o  n q u e

pasa p o r  P y  es p e rp e n d ic u la r  a r  se o b t i e n e  de la siguiente f o r m a :

-  p o r  pasar p o r  P ( 3 . - 2 . - 1 )  su e c u a c ió n  s e r á :  a ( x  -  3 )  +  b ( y  +  2 )  +  c l z  +  1) =  0  ( 1 )

—  p o r  ser p e rp e n d ic u la r  a r .  c o m o  el v e c to r  ( 2 .  3 ,  - 1 )  es parale lo  a r  y  el v e c to r  (a ,  b .  c )  es p e r p e n d i 

cular a n  . si t y  x  son p e rp e n d ic u la re s ,  los ve cto re s  ( 2 .  3 . - 1 )  y  ( a . b . c )  son paralelos :

l = M  -  a = - 2 c . b = - 3 c

lle va n d o  este v a lo r  a  ( 1 )  n o s  q u e d a :

—  2 c l x  — 3 ) -  3 c  ( y  +  2 )  +  c ( z  +  1) = 0  

d iv id ie n d o  p o r  -  c : 2 ( x  -  3 )  +  3 ( y  +  2 ) - ( z  + 1)  =  0  = >  2 x + 3 y - z - 1  = 0  ( 2 )

L a  in te rs e cció n  d e  este p la n o  c o n  c u a lq u ie r  o t r o  p la n o  q u e  pase p o r  el p u n t o  P n o s  d a r á  u n a  rec-
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la  q u e  pasa p o r  P y  es p e r p e n d ic u la r  a r :

2  x  +  3 y  —  z  —  1 = 0  

m ( x  —  3 )  4- n ( y  +  2 )  +  q ( z  +  1) =  0

para valores d e  m ,  n .  q  q u e  n o  v e r i f i q u e n : y  =  ^  • pues en este caso el s e g u n d o  p la n o  c o in  ■

c id ir ía  c o n  el p r i m e r o .

Si la  recta p e d id a  c o r ta  a r  se o p e r a  c o m o  en los d o s  p r o b le m a s  a n te r io re s ,  o b t e n i é n d o s e :

t  -  3  

- 1

V  +  2 z +  1

8 . 1 0  D e te r m in a r la  p os ic ió n  re la t iv a  d e  la  re c ta  r :
3 y  +  2 z  =  4  

x  =  0
y  la  re c ta  q u e  pasa por e l o ri

gen  d e  co o rd e n a d a s  y  es p e rp e n d ic u la r  a l p la n o  q u e  d e te rm in a  sobre  los e jes d e  co o rd e n a d a s  segm entos  

d .  lo n g itu d  1 .  2  y  3  rM p ac tK ram o n t» .

(U n iv .  d e  M a d r id )

L a  e c u a c ió n  d e l  p la n o  q u e  d e t e r m in a  s o b r e  los ejes s e g m e n to s  d e  lo n g i t u d  1 . 2  y  3  es:

6 x  +  3 y  +  2 z  -  6  =  0

El v e c to r  ( 6 . 3 . 2 )  es p e r p e n d ic u la r  a  este p la n o .  L a  recta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  ( 0 . 0 . 0 )  y  es per 

p e n d ic u la r  al p la n o ,  es la recta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  ( 0 , 0 . 0 )  y  es paralela al v e c to r  16. 3 . 2 )

x  =  0  +  6  X

v - 0 8 - 5  -  i
z  =  0  +  2  X

3 x  —  6 y  =  0  

2 y  -  3 y  =  0

x —  2 y  =  0 

2 y  —  3 z  =  0

E s c r ib a m o s  las e cu a c io n e s  p a ra m é tr ic a s  d e  la re c ta  r

3 y  +  2 z  =  4 

x =  0

X  =  0  

V  =  2 p

z =  2  —  3 p  I

la re c ta  r  es paralela 

v e c t o r  ( 0 .  2 .  - 3 1

L a s  rectas estudiada s son paralelas a los ve cto re s  ( 6 . 3 , 2 )  y  ( 0 . 2 . - 3 ) .  luego n o  s o n  paralelas.

16, 3 . 2 )  -* k ( 0 .  2 .  - 3 )  c u a lq u ie ra  q u e  sea k .  Si  las rectas n o  s o n  paralelas, se c o r t a r á n  o  se c r u z a rá n .

El p u n t o  A ( 0 ,  0 ,  2 )  p e rte n e c e  a la re c ta  r  y  0 ( 0 .  0 .  0 )  a la o t r a  r e c t a :  El v e c t o r  O A  = ( 0 .  0 . 2 )

será o  n o  c o m b i n a c i ó n  l ineal d e  los v e c to r e s  ( 6 . 3 . 2 )  y  (0 .  2 .  —  3 )  según q u e  las rectas se c o r t e n  o  no 

se c o r t e n :

0  0 2
6  3  2  =  2 4  *  0

0  2 - 3

las rectas se c ' u z a n

8 . 1 1  H a l la r  las e c u a c io n e s  d e  la  recta  t q u e  pasa p o r  el p u n t o  P ( 1 . 1 .  1 ) .  está c o n t e n i d a  en el p lano

i r :  x  +  y +  z  —  3  =  0
y  es p e r p e n d ic u la r  a  la  recta i x  =  2 z  +  3

r :  | y  *  - z - f  4 (U n iv .  d e  V a lla d o !id )
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E l  v e c to r  ( 1 . 1 , 1 )  es p e r p e n d ic u la r  al p la n o  ir.

H a c ie n d o ,  en las e c u a c io n e s  d e  r .  z  =  A o b t e n e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é tr ic a s  d e  r :

x  =  3  +  2  A 

y  =  4 -  A 

z  =  A

esta recta  es paralela 

al v e c t o r  (2 . - 1 .  1 )

E l  p u n t o  P está e n  el p l a n o  ir (si n o  se c u m p l e  

esta c o n d i c ió n  la recta  t  n o  p o d r í a  estar c o n t e n id a  

en el p l a n o  í t ) .  y  el d e c ir  q u e  la  recta te s tá  e n  el p la 

n o  ir e q u iv a le  a d e c ir  q u e  t es p arale la  a rr.

-  p o r  pasar la recta t p o r  el p u n t o  P ( 1 ,  1 , 1 ) ,  sus 

e c u a c io n e s  (p a r a m é tr ic a s )  serán d e  la f o r m a  :

x =  1 * a A

y  =  1 +  b A

¿ =  1 f  c  A

* i s ie n d o  esta re c ta  paralela al v e c t o r  ( a , b . c )

-  p o r  ser paralela la recta  t al p la n o  i r .  los v e c to r e s  ( 1 . 1 . 1 )  y  (a .  b ,  c )  s o n  p e r p e n d ic u la r e s ,  d e  d o n d e :

a +  b  +  c  =  0  ( 2 )

-  p o r  ser la recta t p e r p e n d ic u la r  a la  recta  r ,  los v e c to r e s  (a. b .  c )  y  ( 2 . —  1 . 1 )  son p e r p e n d ic u la r e s :

2 a  -  b  +  c  =  0  ( 3 )

R e s o lv ie n d o  el sistema f o r m a d o  p o r  ( 2 )  y  ( 3 ) :

a  +  b  =  - c  I

= >  a
2 a -  b  =  -  c  I

d a n d o  a k  el v a lo r  1 y  s u s t i t u y e n d o  e n  ( 1 )  o b t e n e m o s :

(e c u a c io n e s  p a ra m é tr ic a s  d e  t )

I— c  1 1 - c

i - c  - 1
2 c  b  -  -

2  - c

1 1 ~~ - 3  b - - 3

. 2  - 1

c

- 3

a =  2 k 

b  =  k 

c  =  — 3 k

x  -  1 y - i
1

2 - 1

- 3
(e c .  c o n t . )

8 . 1 2  H a l la r  las e c u a c io n e s  d e  l a  re c ta  t  q u e  pasa p o r  el p u n t o  P ( 1 . 2 ,  - 1 ) ,  es p a r a le la  al p la n o

3  : 2 x  +  y  — z  —  3  =  0

v  es p e r p e n d ic u la r  a  la recta | « .  3 — «

r :  y  =  2  + t

|z -  1 —3t
(U n iv .  d e  M a d r id )

El v e c to r  ( 2 .  1, -  1 ) es p e r p e n d ic u la r  al p la n o  i r ,  y  el v e c t o r  ( - 1 , 1 , — 3)  es p a ra le lo  a la recta  r . 

-  L a s  e c u a c io n e s  d e  la re c ta  t ,  p o r  pasar p o r  el p u n t o  P< 1 . 2 .  - 1 ) ,  serán d e  la  f o r m a :

www.FreeLibros.me



2 1 4  E S P A C I O  A F l N  E U C L I D E O  T R I D I M E N S I O N A L

x  - 1  _  y - 2  D  2 +  1 
a b e

(1 )

s ie n d o  (a ,  b ,  c )  u n  v e c t o r  p a r a le lo  a esta re c ta .

— p o r  ser la  re c ta  t  p a r a le la  al p l a n o  ir . lo s  v e c 

to re s  (a .  b ,  c )  y  ( 2 .  1 , - 1 )  s e rá n  p e r p e n d ic u la r e s ,  su 

p r o d u c t o  esca lar  será n u l o :

2 a  +  b  —  c  =  0  ( 2 )

- p o r  s e r  la r e c t a  t  p e r p e n d i c u l a r  a la re c ta  r .  

lo s  v e c t o r e s  ( a ,  b ,  c )  y  ( — 1,  1,  — 3 )  s e rá n  p e r p e n d i 

c u la re s , d e  d o n d e :

— a +  b  — 3 c  =  0  ( 3 )

R e s o l v i e n d o  el s is te m a  f o r m a d o  p o r  ( 2 )  y  ( 3 ) :

2a +  b  -  c  =  0  

— a  +  b  —  3 c  =  0

2 a  +  b  =  c  

— a +  b  =  3 c

c

3c

b  =

2

- 1

c

3 c 7 c

32  1 |

- 1  1 i

s u s t i t u y e n d o  e sto s  v a lo r e s  e n  ( 1 ) :

( h a c i e n d o  c  =  3 k !

2

- 1

a =  — 2 k 

b e  7k

c  =  3 k

- 2 c

3

x  -  1 _  y - 2  z  +  1
— 2 k  7 k  ‘  3 k

x - 1  _  y  —  2  _  2
- 2  ~ T ~

q u e  es la e c u a c i ó n  p e d id a .

8.13 D a d o s  el p l a n o  n :  2 x  +  y — 2 - 5  =  0  y  el p u n t o  A ( 1 ,  2 . — 1 ) ,  se p i d e :

a )  la  e c u a c ió n  d e l  p l a n o  p e r p e n d i c u l a r  al d a d o  q u e  pa se  p o r  A  ;

b )  las e c u a c io n e s  d e  la re c ta  p e r p e n d i c u l a r  al p la n o  d a d o  q u e  pase p o r  A  ;

c )  ¿ c u á n t a s  s o lu c io n e s  t i e n e n  las c u e s t io n e s e n  ellas?

(U n iv .  d e  S e v il la )

El v e c t o r  ( 2 .  1 , - 1 )  es p e r p e n d i c u l a r  al p la n o  i r .

a )  — el p l a n o  p e d i d o ,  p o r  pasar p o r  A (  1 , 2 . — 1) .  

t e n d r á  p o r  e c u a c ió n

a ( x  —  1 ) +  b | y - 2 )  +  c (2 +  1 ) =  0  ( 1 )

s ie n d o  este p la n o  p e r p e n d i c u l a r  al v e c t o r  (a .  b ,  c)

—  si este p la n o  es p e r p e n d i c u l a r  al p la n o  n  ,  los 

ve c to r e s  ( 2 .  1 , - 1 )  y  ( a ,  b .  c )  serán p e r p e n d i c u 

lares, d e  d o n d e :

2 a  +  b - c  =  0 c  =  2 a +  b
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l le v a n d o  este v a lo r  a  ( 1 )  se t ie n e  la  e c u a c ió n

a ( x - 1 ) +  b ( v - 2 )  +  <2a +  b ) ( z +  1 )  =  0 a x  +  b y  +  ( 2 a  +  b ) z  +  a - b  =  0 ( 2)

q u e  re p re s e n ta  t o d o s  los p la n o s  q u e  p a s a n  p o r  A  y  s o n  p e r p e n d ic u la r e s  a t r .  s e g ú n  lo s  valores d e  a  y  b .

En 12) ve podría dividir p o r  a (o por b) la ecuación (2 )  y  eliminar un parámetro, pero así se eliminan las solucio

nes a =  0  (o b  =  0 ), por lo q u e  debe dejarse la ecuación (21 tal c o m o  está.

b )  T o d a  re c ta  p e r p e n d i c u l a r  al p l a n o  7r será p arale la  al v e c t o r  ( 2 ,  1 . - 1 ) ,  q u e  es p e r p e n d i c u l a r  a  7r. 

L a  re c ta  p e d i d a ,  p o r  pasar p o r  el p u n t o  A (  1 . 2 ,  - 1  > y  ser p e r p e n d i c u l a r  a r, t e n d r á  p o r  e cu a c io n e s :

x  -  1 y — 2  z  +  1

2  1 - 1

el L a  c u e s t ió n  a l  t ie n e  i n f in i t a s  s o l u c io n e s ,  y a  q u e  e n  (21 a  c a d a  v a lo r  real d e  a y  b  c o r r e s p o n 

d e  u n  p l a n o  d is t in t o .

L a  c u e s t ió n  b )  t ie n e  u n a  sola s o l u c ió n .

Las s o l u c io n e s  d e  la c u e s t ió n  a l  r e p re s e n ta n  el h a z  d e  p la n o s  d e  e je  la  re c ta  d e  la s o l u c i ó n  d e  la 

c u e s t ió n  b l .

8 .1 4  H a l l a r  u n a s  e c u a c io n e s  d e  la  r e c t a  r ' ,  p r o y e c c i ó n  o r t o g o n a l  d e  la  re c ta :

x  =  1 +  X

r : y  — — 2  +  3  X 

z  =  3

* :  x - y  +  2 z  +  4 = 0 .
(U n i v .  d e  M a d r id .  1 9 9 1 )

L a  re c ta  p e d id a  es la i n t e r s e c c ió n  d e l  p l a n o  ir 

c o n  el p l a n o  q u e  c o n t ie n e  a  la  re c ta  r  y  es p e r p e n 

d ic u la r  al p l a n o  n . E s te  p l a n o  es el q u e  c o n t ie n e  al 

p u n t o  A (  1 .  —  2 .  3 )  d e  r  y  e s  p a r a l e l o  a  los v e c t o 

res ( 1 ,  3 ,  0 ) .  p a r a le lo  a la  r e c t a  r .  y  ( 1 .  -  1 .  2  ) . 

p e r p e n d ic u la r  al p l a n o  jt  .  s u s  e c u a c io n e s  s o n  :

x  =  1 +  X -f 

y  = — 2  +  3  X —  fj 

z  =  3  + 2 p

x  — 1 1 1 3  - 1 1 1 1 1
V +  2 3  - 1 = 0 => (x — 1) —  ( y  +  2) +  ( z - 3 )
z -  3 0 2 0 2 0 2 3 -1

6(x — 1) 1 ro < + >) — 4 <z  — 3) =  0 ; 6 x  - - 2 y  —  4 z + 2  =  0 : 3 x  —  y  — 2 z  +  1 =

=  0
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3 . 1 5  D e t e r m i n a r ,  s e g ú n  los va lo r e s  d e  m ,  si las re c ta s :

s:
2 x  —  y  +  m z  =  1 

x  +  4 y  +  z  =  2

t i e n e n  a l g ú n  p u n t o  c o m ú n .

(U n iv .  d e  S a n t ia g o )

x  —  1 ,  z  +  1 ,
2  -  i  v -  ,  - »  = *

x =  2  X 

y  =  -  X 

z =  2  X

+  1

+  1 e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  r. 

-  1

L a  re c ta  r  c o r t a r á  a la  re c ta  s si c o i n c i d e  la in te rs e c c ió n  d e  la  r  c o n  c a d a  u n o  d e  lo s  p la n o s  que 

d e t e r m in a n  la re c ta  s. S i  a  es el v a l o r  d e  X q u e  n o s  d a  l a  i n t e r s e c c ió n  d e  r c o n  s. se te n d rá :

2 ( 2  a + 1 |  —  ( —  a + 1 J  +  m l 2 a -  1 1 = 1

2 a  +  1 +  4 | — a +  1 )  +  2 a - 1 = 2 = >  4 = 2

se l le ga  a u n a  c o n t r a d i c c i ó n ,  v e a m o s  a q u é  es d e b id o .

O b s e r v a n d o  las e c u a c io n e s  d e  r y  s, se d e d u c e  q u e  r  es p a r a le la  al v e c t o r  ( 2 . - 1 . 2 I  y  el s e g u n d o  

p la n o  d e  s es p e r p e n d i c u l a r  al v e c t o r  (1 .  4 , 1 ) .  c o m o :  12, — 1 , 2 )  • ( 1 . 4 . 1 )  2 - 4  +  2 =  0 .  los d o s

v e c t o r e s  s o n  p e r p e n d ic u la r e s ,  d e  d o n d e  re s u lta  q u e  la re c ta  r  es p a r a le la  a d i c h o  p l a n o ,  n o  e s t a n d o  c o n 

t e n id a  e n  él y a  q u e  el p u n t o  1 1 . 1 , - 1 1  de r  n o  satisface la e c u a c ió n  d e l p l a n o .  Si r  es p arale la  al p l a n o ,  

r n o  c o r t a  a  d i c h o  p l a n o ,  n i  p o r  lo  t a n t o  a la  re c ta  s c o n t e n i d a  e n  el p la n o .

Para  n i n g ú n  v a l o r  d e  m  se c o r t a n  las re c ta s  r y  s.

8 . 1 6  Sea t í  u n  p l a n o  q u e  pa sa  p o r  P ( 1 ,  2 ,  1 )  y  c o r t a  a  los s e m ie je s  c o o r d e n a d o s  p o s i t i v o s  en 

p u n t o s  A ,  B  y  C .  S a b i e n d o  q u e  el t r i á n g u l o  A B C  es e q u i lá t e r o ,  h a l la r  la  e c u a c ió n  d e  r . 1
( U n i v .  d e  S e v illa  1 9 9 1 )

Sean A ( a ,  0 ,  0 ) ,  B ( 0 ,  b .  O I  y  C ( 0 ,  0 .  c )  lo s  p u n t o s  d e  c o r t e  d e l p l a n o  p e d i d o  c o n  los e je s c o o r d e  

n a d o s  ( a  >  0 .  b  >  0 .  c  >  0 1. L a  e c u a c ió n  s e c u la r  d e l p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  lo s  p u n t o s  A ,  B  y  C  es:

*  + V + £ _ i _ o
a b e

(1

P o r  pasar el p la n o  p o r  el p u n t o  P (  1 . 2 .  1 ) :

1 + 2 + 1 — 1 = Q ( 2)

P o r  ser el t r i á n g u l o  A B C  e q u i l á t e r o :  d is t  ( A .  B )  =  d is  ( A ,  C )  =  d is t  ( B ,  C ) :

v/a2 +  b 2 =  >/a2 +  c2 =  \ / b 2 +  c2

( p o r  ser a . b  y  c  p o s i t iv o s )

a2 +  b 2 =  a2 +  c2

a2 +  b 2 = b 2 + c 2 

a =  b  =  c.

b 2 = c 2 

a2 =  c2

=  b 2 = c 2

1 2  1 4
L l e v a n d o  estos v a lo r e s  a ( 2 ) :  —  +  —  + -----------1 = 0  = > ---------------1 = 0  = >  a =  4  =  b  =  c

a  a a  a

s u s t i t u y e n d o  e s to s  va lo r e s  e n  ( 1 ) :
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j t :  4  +  -  +  4 - 1 = 0 x +  y  +  z  -  4  =  0

8 .17  E n  I e s p a c io  e u c lf d e o ,  r e f e r i d o  a  u n  s is te m a  d e  c o o r d e n a d a s  o r t o n o r m a l ,  se e lig e n  s o b r e  los 

e j e s O X ,  O Y ,  O Z  p u n t o s  A ,  B .  C ,  d is t in t o s  d e l o r ig e n  O .  d e  c o o r d e n a d a s  A ( a .  0 ,  0 ) .  B ( 0 .  b . 0 ) , C ( 0 , 0 , c )  

r e s p e c t iv a m e n t e ,  ta les q u e :

1 + 1 + 1 = 1  
a b e

D e m o s t r a r  q u e  t o d o s  lo s  p la n o s  A B C  o b t e n i d o s  al v a r ia r  A ,  B  y  C  v e r i f i c a n d o  las c o n d ic io n e s  

a n te r io re s ,  p a s a n  p o r  u n  m i s m o  p u n t o  P c u y a s  c o o r d e n a d a s  se d e t e r m in a r á n .

(U n iv .  d e  M u r c ia , 1 9 9 1 )

L a  e c u a c ió n  secular  d e l p l a n o  A B C  es:

*  +  1  +  i  =  1 ( 1 )
a b e

y  c o m o  c u a lq u ie r a  q u e  se a n  a . b  y  c  se v e r i f ic a  la re la c ió n

1  +  1 + 1 = 1 
a b e

se t ie n e  q u e  el p u n t o  P í  1 , 1 . 1 > satisface la e c u a c ió n  ( 1 ) .  o  sea q u e  t o d o s  los p la n o s  A B C  pasan p o r  el 

p u n t o  P ( 1 ,  1.  1) .

8.18
q u e  c o r

c o r t a  al

H a l la r  las e c u a c io n e s  d e  la  re c ta  q u e  

c o n t e n i e n d o  a l a  recta
p o r  el p u n t o  ( 1 . - 1 . 1 )  y e s  p e r p e n d i c u l a r  al p la n o

r : 2 x  +  1 V  ~  1 =  z  +  2 

3  - 1

( U n i v .  d e  S a n t ia g o )

H a l le m o s  u n  v e c t o r  p e r p e n d ic u la r  al p la n o  ir q u e  c o n t ie n e  a la recta

1

2  _  y -  1 _  z  + 2  

1 3  - 1

y  al p u n t o  A ( 3 ,  0 ,  0 ) :

-  el p u n t o  B ( — 1 ,  1.  — 2 )  p e rte n e c e  a r ,  y  p o r  lo  

t a n t o  al p l a n o  ir

-  el v e c t o r  B A  =  ( 3 +  1 ,  0  -  1 .  0  +  2 )  =  (  Z . , -  1.  2 )

p e rte n e c e  a t: .  y a  q u e  lo s  p u n t o s  A  y  B  p e r t e n e c e n  a n

-  el v e c t o r  y  a  ( 1 ,  3 . - 1 )  e s  p a ra le lo  a la  re c ta  r .

-  el p r o d u c t o  v e c to r ia l  d e  lo s  v e c to r e s  B A  y  v  n o s  d a r á  u n  v e c t o r  p e r p e n d ic u la r  a estos d o s  vectores,

y  p e r p e n d i c u l a r ,  p o r  t a n t o  al p l a n o  i r :
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B A  A  v
i  2

1 3  - 1

=  i

- 1  2 

3  - 1
- i +  k ~ B .  + V , + T  k

11 2 3
L a  re c ta  p e d id a  es la re c ta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  ( 1 , - 1 .  1 )  y  es paralela al v e c t o r  —  . — ) .

su e c u a c ió n  es:

x -  1 _  y  +  1 _  z -  1 

- 5  11 2 3

2  2

x -  1

-1 0
y  +  i  _

11 2 3

8.19 C o m p r o b a r  q u e  lo s  tres p la n o s  siguientes

ir ,  »  3 x  -  2 y  —  1 =  0  

ff2 s  4 y  —  3 z  +  2  =  0

í í j  =  —  2 x  +  z  +  4  =  0

s o n  las tre s  caras laterales d e  u n  p r is m a .
(U n iv .  d e  S a la m a n c a )

L o s  tre s  p la n o s  c o n t e n d r á n  a las caras laterales 

de u n  p r is m a  si las rectas en q u e  se c o r ta n  los p lanos 

(do s a d o s )  s o n  paralelas.

Ei v e c t o r  ( 3 , - 2 ,  0 )  es p e r p e n d ic u la r  al p la n o  

f f j . y e l  ( 0 , 4 , - 3 )  es p e r p e n d ic u la r  a rr2 :

( 3 - 2 , 0 )  A  ( 0 , 4 , - 3 )

u , U2 “ 3 

3 - 2  0

0  4 - 3

-  6 u ,  +  9 u 2 +  1 2 U j  = >

el v e c to r  ( 6 ,  9 , +  1 2 »  es p e r p e n d ic u la r  a los ve cto re s  ( 3 , - 2 , 0 )  y  ( 0 , 4 . - 3 )  y  p o r  lo  t a n t o  parale lo  a lo: 

p la n o s  i r ,  y  n 2 y  a su re c ta  in te rs e c c ió n :

el v e c to r  ( 6 .  9 , +  1 2 )  es parale lo  a j t , n  ¡r2 ( 1 )

D e  igual f o r m a :

el v e c t o r  1 3 , - 2 , 0 1  j a  j , U 2 “ 3

( 3 . - 2 ,  0 )  A  ( - 2 . 0 . 1 )  = 3 - 2  0 =  - 2 u , - 3 u 2 - 4 u ,  = >

"  "  ( - 2 , 0 . 1 > j a i 3 - 2  0  1

el v e c t o r  ( - 2 , - 3 , - 4 )  es parale lo  a  i r ,  n  ít3 ( 2 )

el v e c t o r  ( 0 ,  4 , - 3 )  l a i r ,
U 1 U 2 “ 3

*
( 0 . 4 . — 3 )  A  ( — 2 , 0 , 1 )  ■

n1'To

=  4 u ,  +  6 u 2 +  8 u ,  = >

"  "  ( - 2 .0 . 1 )  1  a w3 - 2  0  1

el v e c t o r  (4 ,  6 , 8 )  es parale lo  a jr2 n  jr3 (3 )
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ü e  ( 1 ) ,  ( 2 )  y  ( 3 )  se d e d u c e  q u e  los tre s  p la n o s  se c o r t a n  en tres rectas p a ra le la s ,  y a  q u e  lo s  tres 

ve cto re s  parale los a d ic h a s  rectas t ie n e n  s u s  c o m p o n e n t e s  p r o p o r c io n a l e s ,  o  sea q u e  s o n  paralelos .

3 . 2 0  C a l c u l a r  el p u n t o  P  d e  la  r e c t a  r 

d e  f o r m a  q u e  el p l a n o  q u e  c o n t i e n e  a  P y  a la  re c ta  s  : 

sea p a r a le lo  a  la  r e c t a :  t :

x  =  0  

z  =  0

x  +  y  =  1 

2 x  —  z  =  — 1 

y  +  z  =  1 

— x  +  y  + z  =  1

(U n iv .  d e  M a d r id .  1 9 9 1 )

T o d o  p u n t o  d e  la  re c ta  r  t e n d r á  n u la s  su p r i m e r a  y  su te rc e ra  c o o r d e n a d a s .  Sea  P ( 0 , a ,  0 ) :  

H a c i e n d o  x =  0  y  x  =  1 e n  las e c u a c io n e s  d e  s  te n e m o s  lo s  p u n t o s  B ( 0 ,  1 , 1 )  y  C O . O .  3>. 

E l p la n o  q u e  c o n t ie n e  a  P y  a la  re c ta  s es el p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  lo s  p u n t o s  A ,  B  y  C :

1

0  1 

1 

1

H a l le m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m e t r ic a s  d e  la recta  t :

y  =  1 - z

X Y 2

0 a 0

0 1 1

1 0 3

a 0 1

=  0 = > X 1 1 l -  1 .

0 3 1

y  F r  =  1 |

X F y  =  1
t :

x =  0

V z  1

a 0  1

1 1 1

0 11)

x = 0

Y  = 1 - X

z = X

E l  p l a n o  ( 1 )  es p e r p e n d i c u l a r  al v e c t o r  ( 3 - 2 a ,  1 . a - 1 ) .  y  la  re c ta  t  es p arale la  al v e c t o r  ( 0 , - 1 ,  1) .  

S  el p la n o  es p a ra le lo  a  la r e c t a ,  lo s  v e c to r e s  a n t e r io r e s  son p e r p e n d ic u la r e s ,  s u  p r o d u c t o  esca lar  es n u -

0  ! 3 - 2 a )  *■ ( -  1 ) 1  +  1  ( a  -  1 )  =  0 -  1 +  a -  1 =  0  ; =  2 P I O , 2 . 0 )

C o n s i d e r e m o s  los p u n t o s  P  =  ( -  1 ,  1 . 1 ) .  Q  =  ( 7 .  1 . 7 )  y  R  =  ( - 4 ,  1 . 5 ) .

S e  p id e :

a )  D e m u e s t r a  q u e  s o n  los v é rt ic e s  d e  u n  t r i á n g u l o  r e c t á n g u lo  y  c a l c u la  la  l o n g i t u d  d e  c a d a  c a te to  

y  el á re a  d e l t r iá n g u lo .

b )  O b t e n  la  e c u a c ió n  d e l  p l a n o  q u e  lo s  c o n t ie n e .

c )  O b t é n  u n  p u n t o  T  d e  m a n e r a  q u e  lo s  p u n t o s  P ,  Q ,  R  y  T  sean lo s  v é rt ic e s  d e  u n

( U n i v .  d e  V a le n c ia , 1 9 9 1 )

a )  E l  t r i á n g u l o  P Q R  será r e c t á n g u lo  si s o n  p e r p e n d ic u la r e s  a l g ú n  p a r  d e  los ve c to re s :

P Q  =  ( 8 .  0 .  6 ) ,  P R  =  ( —  3 ,  0 ,  4 ) ,  Q R  =  ( - 1 1 , 0 . - 2 )

P Q  • P R  =  8 ( — 3 )  +  0 +  6 4  =  0  = >  los v e c to r e s  P Q  y  P R  s o n  p e r p e n d ic u la r e s .

1P Q I  =  V 6 4  +  3 6  =  1 0  ;  I P R  I =  V 9  +  1 6  =  5

A r e a  d e l t r iá n g u lo : j  I P Q I  • I P R  l =  j - 1 0 - 5 =  2 5
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b ) X y 2 1 X y - 1 2 1 - 1 l 1
- 1 i 1 1

=  0  r >
- 1 0 1 1

=  - ( y - 1 ) 7 7 1
7 1 7 1 7 0 7 1 - 4 5 1

- 4 i 5 1 - 4 0 5 1

y  =  i R ( — 4,1.5)

c )  Si T ( a ,  b ,  c )  es el p u n t o  p e d i d o ,  c o m o  

las dia go n a le s  d e  u n  re c t á n g u lo  se c o r t a n  en su 

p u n t o  m e d io :

a —  1 _  7 - 4

2  2

b  +  1 =  1 +  1 

2  2

c + 1  _ 7 + 5  

2  2

a — 1 =  3 .  a =  4  

b  +  1 =  2  .  b  =  1

c + 1  = 1 2  .  c  =  11

=  0

T ( a . b . c )

D o s  vé rt ice s  c o n s e c u tiv o s  d e  u n  re c t á n g u lo  s o n  P { 1 ,  1 . - 3 ) .  Q { - 1.  0 .  0 )  y  los o t r o s  d o s  per

a  u n a  re c ta  r  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( 4 .  3 ,  —  5 ) .  Se p ide:

a )  E c u a c i ó n  d e  la  re c ta  r  y  e c u a c ió n  d e l p la n o  q u e  c o n t ie n e  al re c tá n g u lo .

b )  La s  c o o r d e n a d a s  d e  los o t r o s  d o s  vé rt ice s  d e l re c tá n g u lo .

C o m o  los la d o s  o p u e s to s  d e l  re c t á n g u lo  s o n  p a 

ralelos, la re c ta  r  es la recta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  

A ( 4 ,  3 . -  5 )  y  es paralela al v e c to r

P Q  =  ( — 1 -  1 . 0 - 1 . 0 +  3 )  =  ( - 2 . - 1 . 3 I .  

sus e c u a c io n e s  so n :

(U n iv .  d e  M á la ga . 1 9 9 1 )  

P . ___________________________ , Q

r :

X =  4  -  2  X
x -  4  y -  3  z + 5

y  =  3 -  X 

2 =  - 5  +  3  X
- 2  - 1  3

9

E l  p l a n o  q u e  c o n t ie n e  al re c t á n g u lo  es e l p l a n o  d e t e r m in a d o  p o r  los p u n t o s  A . P  y  Q :

x  y 2 1 x  + 1 V z 1

4  3  - - 5  1 5 3  - 5 1
=  0  = > =  1

1 1 - - 3  1 2 1 - 3 1

- 1  0 0  1 0 0  0 1

3  - 5 15  - 5 5  3
=  ( x  + 1 ) —  y +  2 =  0

1 - 3 12  - 3 2  1

x  + 1

5

2

y  z 

3  - 5  

1 - 5

—  4  ( x  +  1 )  +  5 y  —  z  =  0

—  4  x  +  5 y  —  2  —  4  =  0

b )  Sea a el v a lo r  d e  X . e n  'a e c u a c ió n  d e  r ,  q u e  n o s  d a  las c o o rd e n a d a s  d e  P \  o  sea las c o o rd e n a d a s  

de P* s o n :  ( 4  -  2 a .  2  —  a . - 5  +  3 a ) .  L o s  ve cto re s  P Q  =  ( - 2 , - 1 ,  3 )  y  PP’ =  ( 3  - 2 a .  2  -  a . — 2  +  3 a )  s o n  p e r 

p e n d ic u la re s .  su p r o d u c t o  escalar es igual a  0 :  -------------------

— 2 ( 3  —  2 a )  —  1 ( 2  —  a)  +  3 ( — 2  +  3 a )  =  0  ; - 1 4  +  14a =  0 ;  a = 1  P ' ( 2 . 2 . - 2 )

D e  la m is m a  f o r m a  se o b t ie n e n  las c o o rd e n a d a s  d e  Q ' : [ Q ' ( 0 ,  1 . 1)
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■ H a lla r  eJ p u n t o  s im é tr ic o  d e l p u n t o  P ( 1 , 2 ,  1 )  respecto d e  la recta

x  -  y  +  3  =  0

4 x  —  z  +  7

(U n iv .  de  S a la m a n c a , 1 9 9 1 1

H a lle m o s  las ecuaciones para m é trica s  de la recta:

X - y  +  3  =  0 y  =  x  +  3
x  =

= > = > v  =
4 x  —  z  +  7  =  0 z  =  4 x  +  7 z =

P d - 2 . 1 )

P M = < a — 1 , a + 1 , 4 a + 6 )

Si a es el valor de X q u e  nos da las c o o r d e n a 

das del p u n t o  M ,  p ie  de la p e r p e n d ic u la r  desde P 

a la  recta, o  sea M ( a , a  +  3 , 4 a  +  7 ) .  el vector  

PM =  (a  —  1 . a  +  1 . 4 a +  6)

es p e r p e n d ic u la r  al v e c to r  (1 .  1 , 4 )  q u e  es parale lo  a 

la recta. El p r o d u c t o  escalar d e  estos dos vectores es n u l o :

( 1. 1. 4)

1 - <a —  1)  +  1 - ( a + 1 )  +  4 ( 4 a  +  6 )  =  0 18a +  2 4  =  0 a =  -
24

18

M ( a , a + 3 , 4 a + - 7 )

P ' ( m ,  n , p)

4

3

d e d o n d e  M  | _  i  . -  i  +  3 .  -  ^  +  7 ) .

El p u n t o  P’ ( m,  n , p ) ,  s im é tr ic o  de P respecto d e  la recta, es el s im é tr ic o  de P respecto del p u n to  

M . P o r  ser M  el p u n t o  m e d io  del s e g m e n to  P P \  las c o o rd e n a d a s  de M  son la sem isum a d e  las c o o r d e 

nadas de P y  P’ :

1 +  m 4

2 3

2 +  n 5

2 3

1 ± E  =
5

2 3

3  +  3 m  =  —  8

= >  6  +  3  n =  10

3  +  3 p  =  10

11 n _  4  7

3 3 ' P = 3

(U n iv . d e  B a rc e lo n a , 1 9 9 1 )

E l  p u n t o  s im é tr ic o  d e  A  respecto del p la n o  será el s im é tr ic o  d e  A  re s p e cto  del p u n t o  intersec

c ió n  c o n  el p la n o  d e  la  recta qu e  pasa p o r  A  y  es p e r p e n d ic u la r  al plano.

L a  recta q u e  pasa p o r  A  y  es p e r p e n d ic u la r  al p la n o  es la recta  q u e  pasa p o r  A  y  es paralela al

ve c to r  ( 1 , - 3 , — 2 ) ,  q u e  es p e r p e n d ic u la r  al p la n o ,  sus ecuaciones param étricas son:

x  =  1 +  X

y  =  2  —  3  X

z  =  3 - 2  X

S u s t i t u y e n d o  estos valores e n  la e c u a c ió n  d e l p lano 

o b te n d re m o s  el v a lo r  d e  X q u e  nos d a  el p ie  de la  p e r 

p e n d ic u la r  desde A  al plano:
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(1  +  X )  —  3 ( 2  —  3  X ) — 2 ( 3  — 2  X ) +  4  =  0 — 7  +  1 4  X  =  0 x = l

l l e v a n d o  e s te  v a l o r  a  las e c u a c io n e s  d e  la  r e c t a  t e n d r e m o s  las c o o r d e n a d a s  d e  M .  p ie  d e  la  p e r p e n d i c u l a r :

3  o  2

E l  p u n t o  M  e s  el p u n t o  m e d i o  d e l  s e g m e n t o  A A * .  e s t o  i m p l i c a  q u e  las c o o r d e n a d a s  d e  M  s o n  la  se 

m i s u m a  d e  las c o o r d e n a d a s  d e  A  y  A ’ . S i  las c o o r d e n a d a s  d e  A '  s o n  ( a ,  b ,  c ) :

1 +  a _  3

2 2

2  +  b 1

2 2

3  +  c  „

2
-  ¿

= >  a = 2 .  b  =  —  1.  c  =  1 A '  ( 2 .  —  1.  1 )

S E G U N D A  S O L U C I O N :  S e a  A ' ( a ,  b .  c )  el p u n t o  p e d i d o .

-  el v e c t o r  A A '  =  ( a  -  1. b  -  2 .  c  -  3 )  e s  p e r p e n d i c u l a r  al p l a n o ,  y  p o r  l o  t a n t o  p a r a l e l o  al vec 

t o r  ( 1 . — 3 .  —  2 )  q u e  t a m b i é n  es p e r p e n d i c u l a r  al p l a n o ,  d e  d o n d e :

a - 1  =  b  —  2 

1

a - 1

a - 1  b  — 2  c  —  3

1 - 3 - 2

- 3  

c -  3

— 3 a  +  3  =  b  —  2  

- 2 a  +  2  =  c  -  3

b = -  3 a +  5  

c  =  —  2 a  +  51 - 2

—  el p u n t o  M ,  p u n t o  m e d i o  d e l  s e g m e n t o  A A '  e s tá  s o b r e  el p l a n o :  las c o o r d e n a d a s  de

1 + a  2  +  b  3  +  c

(1 )

(2 )

M  (

s a t is fa ce n  la  e c u a c i ó n  d e l  p l a n o :

1 +  a  _  3  ? - ± b  _  2  3  —  +  4  =  0  1 +  a —  6 — 3 b  — 6  —  2 c  +  8  =  0  a - 3 b - 2 c - 3  =  0  <31
2 2  2

l l e v a n d o  lo s  v a l o r e s  d e  ( 1 )  y  ( 2 )  a ( 3 ) :  a  -  3 ( - 3 a  +  5 )  -  2  < - 2 a  +  5 )  -  3  =  0  = >  1 4 a ~ 2 8  = 0  = >  

a =  2  y  l l e v a n d o  e s te  v a l o r  a ( 1 )  y  ( 2 )  s e  o b t i e n e :  b = - 3 - 2  +  5  =  — 1 ; c  = - 2 2 + 5 = 1 .  d e  

d o n d e :

A ' ( 2 ,  —  1 . 1 )

8 . 2 5  1 )  H a l la r  la  e c u a c ió n  d e  la  re c ta  r  q u e  d e f in e  e l h a z  d e  p la n o s :

x  +  ( m  —  1 ) y  +  m z  +  2  +  m  =  0  

2 )  C a lc u l a r  la  e c u a c ió n  d e  u n a  r e c t a  s  q u e  p a s a  p o r  e l  o r ig e n  d e  c o o r d e n d a s , es p e r p e n d ic u 

la r  a  r  y  p a r a le la  a l p la n o  x  =  2 .

( U n i v .  d e  L e ó n .  1 9 9 1 }

1)  E l  h a z  d e  p l a n o s  se p u e d e  e s c r i b i r  d e  la f o r m a :

( y  +  z  +  1 ) m  +  ( x  —  y  +  2 )  =  0

c u a l q u i e r a  q u e  sea m  los p u n t o s  d e  la  re c ta r :
y  +  z  +  1 = 0  

x - y  +  2  =  0
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sa t is fa ce n  al h a z  d e  p l a n o s .  L a s  e c u a c io n e s  d e  r  se p u e d e n  e s c r i b i r  d e  la  f o r m a :  

z  =  —  1 —  y
^  ( h a c i e n d o  y  =  X )  r :  y  =  X  e c u a c io n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  r

x  =  -  2  + y

x  =  - 2  +  X

^  ( h a c i e n d o  y  =  X ) r : y  =  X

z  = - 1 - X

2 )  L a  r e c t a  p e d i d a ,  p o r  p a s a r  p o r  0 ( 0 .  0 .  0 ) ,  t e n d r á  p o r  e c u a c i ó n :

( 1 )s :  * =  í  =  ¿
a b e

L a  r e c t e  s  es p a r a le la  al v e c t o r  (a ,  b ,  c ) , y l a  r  es p a r a le la  a l  v e c t o r  ( 1 , 1 , — 1 }  P o r  ser s y  r 

p e r p e n d i c u l a r e s ,  t a m b i é n  l o  s o n  s u s  v e c t o r e s  d i r e c t o r e s ,  d e  d o n d e :

a - 1 +  b 1  + c ( - 1 )  =  0  ( 2 )

E l  v e c t o r  ( 1 . 0 .  0 )  es p e r p e n d i c u l a r  a l  p l a n o  x  =  2 .  P o r  ser la  r e c t a  s  p a r a l e l a  a l  p l a n o ,  lo s  v e c t o 

res ( 1 , 0 , 0 )  y  (a .  b .  c )  s o n  p e r p e n d i c u l a r e s ,  d e  d o n d e :

1 • a  + 0 - b  +  0 - c  =  0  ( 3 )

D e  ( 2 )  y  ( 3 )  se o b t i e n e  el s i s t e m a :

a * b  — c  =  0  i b  =  c

a =  0  I a =  0

l l e v a n d o  e s to s  v a lo r e s  a  ( 1 )  y  d i v i d i e n d o  lo s  d e n o m i n a d o r e s  p o r  c :

x = 0
ü  =  = -L
0 c e * * - Í  = T  -

s :

II 
II

> 
N

X

X

8 . 2 6  a )  H a lla r  la  e c u a c ió n  d e  la  r e c t a  q u e  p a s a n d o  p o r  el p u n t o  A ( 1 .  2 .  3 )  f o r m o  á n g u lo s  iguales 

c o n  lo s  e je s  c o o r d e n a d o s .

b )  H a lla r  la  e c u a c ió n  d e l p la n o  q u e  p a s e  p o r  e l p u n t o  B ( 2 ,  4 ,  2 )  y  c o n t e n g a  a  la  re c ta

a ) .  R a z o n a r  la s  re s p u e s ta s .

( U n i v .  d e  O v i e d o .  1991,)

a )  L o s v e c t o r e s  ( 1 , 1 , 1 ) ,  ( 1 , 1 , — 1) ,  ( 1 . — 1 . 1 ) .  ( — 1 . 1 , 1 ) ,  así  c o m o  s u s  o p u e s t o s ,  f o r m a n  á n 

g u lo s  igu a le s  c o n  lo s  e jes  c o o r d e n a d o s .

L a  re c ta  q u e  pasa p o r  el p u n t o  ( 1 , 2 . 3 )  y  es p a r a le la  al v e c t o r  ( 1 , 1 , 1 )  f o r m a r á  á n g u l o s  iguales 

c o n  lo s  ejes c o o r d e n a d o s :

e  igual se p r o c e d e  c o n s i d e r a n d o  los re s ta n te s  v e c t o r e s  m e n c i o n a d o s .

b )  E l  p l a n o  p e d i d o  es el p l a n o  q u e  pa sa  p o r  el p u n t o  B Í 2 . 4 . 2 )  y  es p a r a le lo  a  lo s  v e c t o r e s  ( 1 , 1 , 1 )  

y  A B  =  ( 2  —  1 . 4  — 2 , 2 — 3 )  =  ( 1 . 2 . - 1 ) :

x  — 2  y  —  4  z - 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 =  0  = >  ( x  —  2 ) I>I

1 - 1
+  ( z - 2 )

1 2  - 1
2  - 1 1 2

=  — 3 ( x — 2 ) + 2 ( y  — 4 )  +  ( z — 2 )  = 0  = >  - 3 x  +  2 y  +  z - 4  =  0
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8 . 2 7  H a l l a r  la  e c u a c i ó n  d e  d o s  re c ta s  c u a le s q u ie r a  r  y  s parale las  al p l a n o

x  +  2  y  —  z  =  1

ta le s  q u e  r  y  s  se a n  p e r p e n d ic u la r e s .

P o d e m o s  s u p o n e r  q u e  las re c ta s  r y  s p a s a n  p o r  el p u n t o  ( 0 ,  0 ,  0 ) .  s u s  e c u a c io n e s  s e r á n :

r :  -  =  =  -  , r e c t a  p a r a le la  al v e c t o r  (a ,  b .  c )
3 b  c

S -  —  =  — =  — , re c ta  p a r a le la  al v e c t o r  í a ' . b ' . c '  
a '  b '  c '

o
-OE l  v e c t o r  ( 1 , 2 . -  1 )  es p e r p e n d i c u l a r  al p la n o .

P o r  ser la  re c ta  r  p a r a le la  al p l a n o ,  los v e c t o r e s  

(a ,  b ,  c )  y  ( 1 . 2 . — 1 )  s o n  p e r p e n d ic u la r e s :

1 • a +  2  • b  —  1 • c  =  0  

u n a  s o l u c i ó n  d e  esta e c u a c i ó n  e s : a  =  1 . b  =  0 ,  c  =  1 .

P o r  ser la r e c t a  s  p a r a le la  al p l a n o ,  lo s  v e c t o r e s  (a*. b \  c ' )  y  ( 1 , 2 , - I I  s o n  p e r p e n d ic u la r e s :

1 • a '  +  2  • b '  —  1 c '  =  0  ; a ’ +  2 b , - c '  =  0  ( 1)

P o r  ser las re c ta s  r  y  s  p e r p e n d i c u l a r e s ,  los v e c t o r e s  (a ,  b ,  c )  =  ( 1 , 0 , 1 )  y  ( a ' . b . c ' l  s o n  p e r 

p e n d ic u l a r e s :

1 • a '  +  0  • b '  +  l . c '  =  0  ;  a ' +  c '  =  0  ( 2 )

L a s  e c u a c io n e s  ( 1 )  y  ( 2 )  f o r m a n  el s istem a:

i ' + 2 b ’ - c ' =  0  

i '  +  c '  =  0

-  c '  +  2  b '  -  c '  =  0 b ‘ =  c'

=  —  c

h a c i e n d o  c '  =  —  1 :  (a ' ,  b ' . c )  = [ 1 . - 1 . - 1 ) .

Las e c u a c io n e s  d e  r  y
X

S s o n ;  r ;  — . =  x =  1 s:
x  V

i 0  1 1 - 1
o  b ie n :

llX

X  =  P

r : < II o . s : < II 4

z  =  X Z =  - p

2 

-  1

8 . 2 8  H a l la r  lo s  v a lo re s  d e  a  p a ra  q u e  lo s  p la n o s

p :  — x + y + a z  =  0  ;  q :  a x + 2 y  +  2 z = 0

a l p la n o

t :  x - y  +  z  =  1

(U n iv . d e  M a d rid , S e p tie m b re  19 9 1 )
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S i  a *  1 lo s  p l a n o  p  y  t  d e t e r m i n a n  l a  re c ta  r :

y  +  a z  =  x

r :

—  x +  y  +  a z  =  0  

x  -  y  +  z  =  1

x  a 

1 - x  1

- y  +  z  =  1 — x
1 a

- 1  1

=  x —
1

z  =

1

- 1  1 - x l  =  1 - x + x  _  J _
1 +  a1 + a 1 +  a

(1 + a ) x — a 

1 + a

x  =  X 

y  =  X

Z =
1

1 +  a

1

L o s  p l a n o s  q  y  t d e t e r m i n a n  la  re c ta  s:

2  y  +  2  z  =  - a x  

—  y  +  z  =  1 — x

s :

x +  2 y  + 2 z  =  0  

x -  y  +  z  =  1

z  =

2  - a x  I 

- 1  1 - x l  — ( a + 2 ) x  +  2
s:

V  -

— a x 21

1 - x 11 . ( 2  — a ) x — 2  .

2 2 4

- 1 1

y  =  ( 2  —  a ) p  —  —  

z  =  — ( a + 2 )/i +  |

2 ) q u e  s o n

f 1 . 1 . 0 )  • ( 4 , 2  —  a.  — a  —  2 )  =  0  = >  1 • 4  +  1 • ( 2 - a )  +  0  • ( - a - 2 )  =  0  = >  4  +  2  -  a  =  0  ;  la =  6

L a s  rectas r  y  s s e r á n  p e r p e n d i c u l a r e s  si l o  s o n  lo s  v e c t o r e s  ( 1 ,  1 , 0 )  y  ( 4 , 2  —  a , — a 

p a r a le lo s  r e s p e c t i v a m e n t e  a las d o s  re c ta s , o  sea s i :

C a lc u la r  e l á n g u lo  fo r m a d o  p o r  las rec tas

r ;  =  ^  =  z - l

2  1 1
s:

x  +  y  +  z  =  1 
2 x  +  z  =  0

( U n i v .  d e  S a n t ia g o )

H a l l e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  s:

y  =  1 — x — z  =  1 — x  +  2 x  =  1 +  xx  +  y  +  z  =  1 

2 x  +  z  =  0 z  =  —  2  x

x =  X 

y  =  X +  1 

z  =  - 2  X

E l  á n g u l o  f o r m a d o  p o r  a m b a s  re c ta s  es ig u a l  ( o  s u p l e m e n t a r i o )  d e l  á n g u l o  f o r m a d o  p o r  los v e c t o 

res ( 2 , 1 , 1 )  y  ( 1 .  1 , — 2 )  q u e  s o n  p a r a le lo s ,  r e s p e c t i v a m e n t e  a  r  y  a s. M u l t i p l i c a n d o  e s c a la rm e n te  

e s to s  v e c t o r e s :

I V 4  +  1 + 1  - v / 1  + 1  + 4 - c o s a  I  =  1 2 - 1  + 1  1 + 1  ( - 2 )  I =  1 e o s  ar = 1

8 .3 0  H a lla r  la  lo n g itu d  d e  la  p ro y e c c ió n  d e l v e c to r  v  d e  o r ig e n  (2 .  3 ,  4 )  y  e x t r e m o  ( 0 .  —3 ,  1 )  s o b re  

la  r e c ta  r  d e  e c u a c io n e s  x _ l = 2 y  +  2 = z _ 1

(U n iv . d e  S a la m a n ca )
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La s c o m p o n e n t e s  d e l  v e c t o r  v  s o n :  ( 0  -  2 .  -  3  -  3 , 1 -  4 )  =  ( -  2 .  -  6 ,  -  3 ) .

D i v i d i e n d o  p o r  2  las e c u a c io n e s  d e  la recta (p a r a  q u e  t o d o s  los c o e fic ie n te s  d e  x .  y ,  z sean 1 ) .  

t e n d r e m o s  q u e  la e c u a c ió n  c o n t i n u a  d e  la  re c ta  es:

x  —  1 _  y  +  i  _  z  -  1 

2  1 2

S i  o  es el á n g u l o  q u e  f o r m a n  el v e c t o r  v  y  la  re c ta  r ,

la l o n g i t u d  d e  p r o y e c c i ó n  d e l  v e c t o r  v  s o b r e  r  es igual a

I v I  • eos a

C o n s i d e r a n d o  el p r o d u c t o  esca lar  d e l  v e c t o r  v  =  ( - 2 . - 6 .  - 3 )  y  el v e c t o r  u  =  ( 2 . 1 . 2 ) .  p a r a le lo  a 

la r e c t a :

v  • u  =  V 4  +  3 6 + 9 V 4  +  1 +  4 -  c o s a  =  ( — 2 ) - 2  +  ( — 6 ) 1  +  ( - 3 ) 2  =  - 1 6  = >

| v/ 4  +  3 6  +  9  • eos  a  | =

C a lc u la r  e l á n g u lo  f o r m a d o  p o r  e l p la n o

j t : 2 x  +  3 y  — 2 z  +  5  =  0  

y  la  r e c t a :

3 x  +  y  -  z  =  0

z  =  0

(U n i v .  d e  M a d r id .  1 9 9 1 )

L o s  v e c t o r e s  ( 3 .  1 . — 1)  y  ( 1 .  — 2 .  1 )  s o n  p e r p e n d ic u la r e s ,  r e s p e c t iv a m e n t e  a  los p la n o s  q u e  d e t e r 

m i n a n  la r e c t a  r .  E l  v e c t o r  ( 3 .  1 . —  1 )  A ( l .  —  2 .  1)  es u n  v e c t o r  p a r a l e l o  a  r :

i i  k
1 1 - 1 3  - 1 3  1

3 3  1 - 1 —  : - i +  k

1 - 2  1
I — 2  1 1 1 1 - 2

( 3 , 1 , - 1 )  A  ( 1 . — 2 , 1 )

El v e c t o r  ( 2 . 3 . — 2 )  es p e r p e n d i c u l a r  al p la n o  

x , y  el v e c t o r  ( —  1 . —  4 .  —  7 )  es p a r a le lo  a la r e c t a ,  

el á n g u l o  q u e  f o r m a n  e sto s  v e c t o r e s  es c o m p l e m e n t a 

r i o  d e l q u e  f o r m a n  la  re c ta  y  el p la n o :

( 2 . 3 . - 2 )  • ( - 1 , - 4 , — 7 )  =

=  — i — 4  j  — 7  k

=  v ' 4  + 9  +  4  v T + 1 6  +  4 9  eos ( 9 0 — o )  =

=  2 ( — 1)  +  3 ( —  4 )  +  ( — 2 )  ( —  7 )  =  0  = >  9 0  —  a  =  0 Q  =  9 0 f

8.32 E s t u d ia r  la  p o s ic ió n  re la t iv a  d e l p la n o  r  y  la  re c ta  r  d a d o s  p o r  la s  e c u a c io n e s :

I x  —  z  =  3
X  3  2 x  +  4  =  0  ,  r  =

l y  =  0

y  o b te n e r , si fu e s e  p o s ib le , e l p u n t o  d e  in te rs e c c ió n  y  e l á n g u lo  q u e  f o r m a n  re c ta  y  p la n o .

(U n iv . d o  L a  L a g u n a  T e n e rife . 19 9 7 )
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E s c r i b a m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  la  re c ta  r :

x  —  z  =  3  

y  =  0

x  =  3  +  z 

y  =  0

x  =  3  + X  

y  =  0

z  =  X

( 1 )

L a  r e c t a  r  es p arale la  al v e c t o r  ( 1 . 0 . 1 ) ,  y  el p l a n o  e s  p e r p e n d i c u l a r  al v e c t o r  ( 2 , 0 , 0 ) .  Si  estos 

v e c t o r e s  f u e r a n  p e r p e n d ic u la r e s ,  la  re c ta  y  el p l a n o  serían  p a ra le lo s :

( 1 . 0 . 1 ) .  ( 2 .  0 . 0 )  =  1 2  +  0  +  0  = 2  *  0  = >  la  re c ta  c o r t a  al p la n o

S u s t i t u y e n d o  lo s  va lo r e s  d e  x ,  y ,  z  d a d o s  p o r  las e c u a c io n e s  p a r a m é tr ic a s  d e  r  e n  la  e c u a c ió n  del 

p l a n o ,  o b t e n d r e m o s  el v a lo r  d e  X q u e  n o s  d a  el p u n t o  d e  in te rs e c c ió n  d e  la re c ta  c o n  el p l a n o :

2 ( 3 + X )  +  4  =  0 X =  —  5

l le v a n d o  e s te  v a lo r  a ( 1 ) :  x =  3 - 5  =  — 2 ,  y  =  0 ,  z =  — 5

E l  á n g u l o  q u e  f t f r m a n  la recta  y  el p l a n o  es c o m 

p le m e n t a r io  d e l q u e  f o r m a n  lo s  v e c t o r e s  ( 1 , 0 , 1 )  y  

( 2 . 0 . 0 ) :

P ( —  2 ,  0 .  —  5 )

1 . 0 . 1 ) -  ( 2 .  0 .  0 )  =  V  1 +  0  +  1 v 4  + 0  +  0  e o s ( 9 0 — a )  =  

=  1 - 2  +  0  +  0  = 2  = >

2  v Tsen a  =

2 V T
4 5 c

D a d o  el p l a n o  t r :  a x  +  z  -  2  =  0

1 ) .  E s t u d i a r ,  según los va lo r e s  d e l p a r á m e t r o  a , su p o s ic ió n  re la t iv a  r e s p e c t o  al p l o n o  O X Y .

2) .  C a lc u l a r  el v a l o r  o  va lo r e s  d e  a  p a r a  q u e  la  re c ta  n o r m a l  a w p a s a n d o  p o r  el o r ig e n  f o r m e  c o n  

el p la n o  O X Y  u n  á n g u l o  igual a ^  .

(U n iv .  d e  S a n  t ia g o )

1 ) .  Si  a *  0 ,  el p l a n o  n  e s  p a r a le lo  al eje 

O Y  y  c o r t a  al p la n o  X O Y  ( e n  l a  f ig u r a  se ha 

c o n s id e r a d o  a >  0 ) .

Si a =  0 ,  el p la n o  » :  z  =  2 ,  e s  p a ra le lo  

al p l a n o  X O Y .

2 ) .  E l  v e c t o r  (a ,  0 , 1 )  es p e r p e n d i c u l a r  al 

p la n o  ¡r. L a  recta  r  q u e  pasa p o r  el o r ig e n  y  es p e r p e n d ic u la r  a ir  es  p a r a le la  al v e c t o r  (a .  0 ,  1 ) .  E l  v e c 

to r  ( 0 , 0 . 1 )  es p e r p e n d i c u l a r  al p la n o  O X Y .  Si  la 

r & t a  r  y  el p l a n o  z  =  0  f o r m a n  u n  á n g u l o  igual 

a lo s  v e c t o r e s  (a ,  0 . 1 )  y  ( 0 , 0 , 1 )  f o r m a n  u n

á n g u lo  igual a ^  \  =  ^  • E x p r e s a n d o  el p r o -
2  3  6

d u c t o  esca lar  de los v e c to r e s  (a, 0 , 1 )  y  ( 0 , 0 , 1 ) :

a - 0 + 0  0  +  1 - 1  =  v/a* +  0  +  1 V O  +  0 + 1  eos £
6

1 . 1

3  ' ‘  V 3
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C a lc u la r  e l  á n g u lo  q u e  fo r m a n  lo s  p la n o s
p :  x  +  2 y  —  *  =  3  q : 2 x - y  +  3 z = 0

f U n iv .  d e  L a  L a g u n a  —  T e n e r if e )

L o s  v e c t o r e s  ( 1 ,  2 ,  —  1 )  y  ( 2 ,  - 1 .  3 )  s o n ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  p e r p e n d i c u l a r e s  a  lo s  p l a n o s p  y  q .  E l  á n 

g u l o  f o r m a d o  p o r  los d o s  v e c t o r e s  e s  igual o  s u p l e m e n t a r i o  al á n g u l o  f o r m a d o  p o r  los d o s  p l a n o s ,  el c o 

s e n o  d e l á n g u l o  d e  los d o s  p l a n o s  e s  igual al v a l o r  a b s o l u t o  d e l c o s e n o  d e l á n g u l o  d e  lo s  d o s  v e c t o r e s  

M u l t i p l i c a n d o  e s c a la r m e n t e  a m b o s  v e c to r e s :

1 ( 1 . 2 , — I ) - ( 2 . - 1 , 3) |  =  11 - 2  +  2( - 1 ) +  ( — 1 ) 3 |  =  n T +  4 " + 1  y / T + T + 9  e o s  a  = >

I— 3 I _  3e o s  Q  =
v / 6  v /  T 4  2  y / T \

8 .3 5  C a lc u la r  los c o s e n o s  de los á n g u lo s  d e te rm in a d o s  p o r  el p la n o
ir: 2 x  — 3 y  +  2 z  =  0  

c o n  c a d a  u n o  d e  lo s  p la n o s  O X Y ,  O X Z  y  O Y Z .
( U n i v .  d e  A l ic a n t e }

S e a n  ct. ( i  y  y  lo s  á n g u lo s  q u e  f o f m a  el p l a n o  n  c o n  los p la n o s  O X Y  ( z  =  0 ) .  O X Z  ( y  = 0 )  y  O Y Z  

x  =  0 ) .

E l  v e c t o r  ( 2 ,  — 3, 2 )  es p e r p e n d i c u l a r  al p l a n o  n .  y  lo s  v e c t o r e s  ( 0 ,  0 .  1 ) .  ( 0 ,  1. 0 )  y  ( 1 . 0 ,  0 )  son 

e s p e c t iv a m e n t e ,  p e r p e n d i c u l a r e s  a lo s  p l a n o s  O X Y ,  O X Z  y  O Y Z :

|2 0  +  ( - 3 )  0  +  2 - 1 1 2  .  | 2 - 0 + ( - 3 ) - 1  + 2 1 |  _  3

V T T ' f l - + T -J O  +  0  +  f  ~  n / T T  c o s tf  V T 7 - 1  v T 7
e o s  a :

2 - 1  +  ( — 3 ) - 0  + 2 - 0 1  2
e o s  y  =   -----------------— -----------------------  =  — —

V T 7 - 1  V 1 7

8 .3 6  D e te r m in a r  la  c o n d ic ió n  q u e  d e b e n  v e r i f ic a r  las c o o rd e n d a s  d e  u n  p u n to  P (x .  y .  z )  p a ra  q u e  

e q u id is te  d e  lo s  p u n to s  A ( 2 ,  0 , - 1 )  y  B ( 0 ,  2 , - 1 ) .  C o m p r o b a r  q u e  la  c o n d ic ió n  o b te n id a  es la  e c u a 

c ió n  d e  u n  p la n o  q u e  p asa p o r  el p u n to  m e d io  d e  A B .
( U n i v .  d e  L e ó n .  7 9 9 1J

C o n s i d e r a n d o  q u e  si s o n  igu a le s  las d is t a n c ia s  d e l  p u n t o  P ( x ,  y .  z )  a lo s  p u n t o s  A ( 2 ,  0 , - 1 )

y  B ( 0 , 2 . - 1 ) ,  t a m b i é n  s o n  iguales lo s  c u a d r a d o s  d e  estas d i s t a n c ia s :

( x  - 2 ) 2 +  ( y  —  0 ) 2 +  ( z  +  I ) 2 =  ( x  -  0 ) 2 +  ( y  —  2 ) 2 +  ( z  +  1) 2 = >

x 2 — 4 x  +  4  +  y 2 = x 2 +  y 2 — 4 y  +  4  =5 x  -  y  =  0

E s ta  c o n d i c i ó n  es la  e c u a c i ó n  d e  u n  p l a n o  p o r  ser u n a  e c u a c ió n  lineal e n  x ,  y .  z .

L a s  c o o r d e n a d a s  d e l p u n t o  m e d i o  d e l  s e g m e n t o  A B  s o n  la  s e m i s u m a  d e  las c o o r d e n a d a s  d e  A  y

B :

M
2  +  0  0  +  2  - 1 - 1 M  ( 1 ,  1 , —  1 )

1 - 1 = 0

2  2  2  '  

las c o o r d e n a d a s  d e  M  s a t is fa ce n  la  e c u a c i ó n  d e l p l a n o  x  —  y  =  0 .
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8 . 3 7  H a lla r e l p u n to  P  d e l p la n o  x + y + z — 3  =  0  q u e  está m ás  p ró x im o  al p u n to  A ( 1 , 0 , 0 ) .  

¿ C uál será la  d is ta n c ia  d e  u n a  re c ta , c o n te n id a  o n  d ic h o  p la n o  y  q u e  pase p o r P , a l p u n to  A ( 1 ,  0 ,  0 )?

(U n i v .  d e  C a n ta b r ia , 1 9 9 1 J

El p u n t o  P es el p ie  d e  la  p e r p e n d ic u la r  d e s d e  A  

al p l a n o .

El v e c t o r  ( 1 . 1 . 1 )  es p e r p e n d ic u la r  al p l a n o .  L a  

re c ta  q u e  pasa p o r  A ( 1 , 0 ,  0 )  y  es p e r p e n d i c u l a r  al p la 

n o  es la recta  q u e  pasa p o r  A ( 1 ,  0 .  0 )  y  es paralela al 

v e c t o r  ( 1 ,  1 , 1 ) ,  sus e c u a c io n e s  p a ra m é tr ic a s  so n :

x  =  1 +  X

y  =  0  +  X

z  =  0  +  X

( 1 )

S u s t i t u y e n d o  estos valores e n  la e c u a c ió n  d e l  p la n o  h a l la r e m o s  el v a lo r  d e  X q u e  n o s  d a  las c o o r 

den a d a s d e  P:

(1  + X )  +  X +  X — 3  =  0  = >  3 X —  2  =  0

l le v a n d o  este v a lo r  a las e c u a c io n e s  ( 1 ) :
* - !

P ( —  2  2
3  ’ 3 '  3 '

L a  re c ta  A P  p o r  ser p e r p e n d ic u la r  al p la n o  es p e r p e n d ic u la r  a  t o d a  recta  c o n t e n i d a e n  el p l a n o ,  en 

-a rt ic u la r  será p e r p e n d ic u la r  a  t o d a  recta  c o n t e n id a  e n  el p l a n o  y  q u e  pase p o r  P .  L a  d is ta n c ia  d e l p u n 

to  A  a  c u a lq u ie r  re c ta  q u e  pase p o r  P y  esté c o n t e n i d a  en el p l a n o  es igual a  la d is ta n c ia  e n tr e  los p u n 

tos A  y  P :  ___ __  ____________

d is ta n c ia =  / £  +  £ 7 í
V  9  9  9 i *

8 . 3 9  So c o n s id e ra  el p la n o  d e  e c u a c ió n  2 x  +  y — z  — 5  =  0 .

C a lc u la r  la e c u a c ió n  g en era l d e  lo s  p lan os  p a ra le lo s  a l a n te r io r . C a lc u la r  ta m b ié n  u n  p la n o  

al a n te r io r  c u y a  d is ta n c ia  a l m is m o  sea 7 .
parale lo

(U n iv .  d e  C a n ta b r ia . 1 9 9 1 )

T o d o s  los p la n o s  p a ra le lo s  al d a d o  están c o n t e n i d o s  e n  la  e c u a c ió n

2  x  +  y  —  z  +  k  =  0 (1

L a  d is ta n c ia  d e l p l a n o  d a d o  al p l a n o  ( 1 )  es igual a  la d is ta n c ia  d e  c u a lq u ie r  p u n t o  d e l  p l a n o  d a d o  

al p l a n o  ( 1 ) .  U n  p u n t o  d e l p la n o  d a d o  es el ( 2 .  1 . 0 ) ,  d e  d o n d e :

2 - 2 + 1 ~ 0  +  k I - 7

V 4 + 1 +  1

5  +  k

v/6
=  7  = >

5  +  k

5  +  k

n/ 6

=  7  = >  k  =  —  5  +  7 v 6

=  - 7  = >  k  =  - 5  -  7 v / 6

lle v a n d o  estos valores a  ( 1)  o b t e n e m o s  los p la n o s  p e d id o s :

2 x  +  y - z - 5  +  7 ^ 6  = 0  ;  2 x + y - z - 5 - 7 V Ü  =  0
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8 . 4 0  O b t e n e r  las ecuac ion es  d e  los p la n o s  q u e  s o n  p e rp e n d ic u la re s  a la  re c ta

3 x  — 2 y  +  2 z  =  6
r :

x  +  z  =  3

d is ta n  3  u n id a d e s  d e l p u n to  (— 1.  1 ,  2 ) .  C a lc u la r  e l seno  d e l án g u lo  fo r m a d o  p o r  r  y  e l p lan o

( U n 'v .  d e  S a n t ia g o )

H a l l e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é tr ic a s  d e  la  recta  r :

3 x  — 2  y  + 2 z  =  6  

x +  z  =  3

h a c ie n d o  z  =  2  k :

2 y  =  3 x  +  2 z  —  6  =  3 ( 3 — z )  +  2 z  — 6  =  3 — z  ;  y  =

x  =  3 - z

r:

x =  3  —  2  k 

2 kz  =

D e  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  r  se d e d u c e  q u e  esta recta es p arale la  al v e c t o r  ( - 2 ,  

T o d o s  los p la n o s  q u e  s o n  p e r p e n d ic u la r e s  a r están c o n t e n i d o s  e n  la  e c u a c ió n

- 2  x  —  y  +  2  z  +  a =  0  ( 1 1

D e  estos p la n o s  n o s  in teres an los d o s  c u y a  d is ta n c ia  al p u n t o  ( — 1 , 1 . 2 )  es 3 :

3  =  v a lo r  a b s o l u t o  de - 2 - C - D + ( - 1 M  + 2 - 2  +  a ^

- 1 . 2 ) .

5  +  a 

3

V  4  +  1 +  4 

i > - 5 :  3  =  ^  i 9  =  5  +  a ;

si a  < - 5 :  3  =  

l le v a n d o  e sto s  valores a ( 1 )  se o b t i e n e n  lo s  p la n o s :

3

5 + a

3
; 9  =  - 5  +

a =  4 

a  = - 1 4

— 2 x — y + 2 z + 4 = 0 — 2  x —  y  +  2 z  —  14 =  0

E l  p l a n o  c o o r d e n a d o  O X Y  t ie n e  p o r  e c u a c ió n  

z  =  0

El v e c t o r  ( 0 ,  0 ,  1) es p e r p e n d ic u la r  a este p la n o  

y  el v e c t o r  ( — 2 . — 1 , 2 )  es p a ra le lo  a la re c ta . S i  c* es 

el á n g u l o  q u e  f o r m a n  el p l a n o  y  la r e c t a ,  lo s  ve cto re s  

a n te r io re s  f o r m a n  el á n g u l o  9 0  — o .  M u l t i p l i c a n d o  es

c a la rm e n te  estos v e c to r e s :

2  =  3  sen sen a  =  -
.i

8.41 D a d o s  los p u n t o s  A :  ( 3 , - 2 .  0 )  y  B :  ( 1 . - 2 . - 2 )  y  la  recta r :  x =  y  =  z .  c a l c u la r  l a  d i s 

ta n c ia  desde el p u n t o  B  al p l a n o  q u e  c o n t ie n e  a r  y  al p u n t o  A .

(U n iv . d e  Castilla  —  L a  M a n ch a . 19 9 1 )
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L o s  p u n t o s  C ( 0 ,  0 ,  0 )  y  D ( 1 , 1 , 1 )  p e r t e n e c e n  a  la  re c ta  r .  El p l a n o  q u e  c o n t ie n e  a  r  y  al p u n t o  

A ( 3 .  — 2 .  0 )  es el p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  los p u n t o s  A ,  C  y  D :

=  0

X V z 1

3 - 2 0 1

0 0 0 1

1 1 1 1

x  y  z - 2  0 3  0 3  - 2

íl

o

ii 3 - 2  0 =  X - y +  z

1 1  1
1 1 1 1 1 1

—  2  x  —  3  y  +  5  z  =  0

L a  d i s t a n c ia  d e l p u n t o  B  a  este p l a n o  es: d  =  -— ^  +  ̂  - ? )   ̂ ^  + — — =
~ /4  +  9 + 2 5 v / 3 8

*

4 2 H a l l a r  la  d i s t a n c ia  e n t r e  lo s  p la n o s

r r , :  x  +  y  +  z - 3  =  0  ; ^ 2 : 3 x  +  3 y  +  3 z  —  5  =  0

( U n i v .  d e  S a n t ia g o )

L o s  p l a n o s  s o n  p a r a le lo s .  D i v i d i e n d o  la  e c u a c i ó n  d e  ít_  p o r  3 :

n 7 : x + y + z - -  =  0 = >  d is t  ( t t ,  .  ¡r2 ) =

7
m

imI

4 4 V 3

V i + 1  +  1 3 V 5 9

8.43 H a l l a r  la  d i s t a n c ia  d e l p u n t o  P al p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  lo s  p u n t o s  A  ( 1 . 0 ,  1 ) .  B ( 0 . 0 ,  1 )  y  

C ( 1 , 2 ,  0 ) ,  s ie n d o  P el p u n t o  e n  q u e  l a  re c ta

r  5  5 ^ 1  =  =
2  3 - 1

x  =  2 x  +  y - z  +  4  =  0 .

(U n i v .  d e  C ó r d o b a )

E c u a c i ó n  d e l p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  lo s  p u n t o s  A  ( 1 . 0 ,  1 ) .  B ( O . O . I )  y  C ( 1 , 2 . 0 ) :

X V z 1 X Y z - 1 1
X V z - 1

1 0 1 1
=  0

1 0 0 1 3*4
=  ( - 1 )  - 1 * 1 0 0

0 0 1 1 0 0 0 1
1 2 - 1

1 2 0 1 1 2 - 1 1

2- 1
=  ( - 1  ) ■ ( - ! )  - 1

- 2  y - 4  z - 4

=  —  y  —  2 z  +  2  =  0
y  z - 1  

2  - 1

C á l c u l o  d e  P: E s c r i b i e n d o  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  la  re c ta  r :

x  =  2 X  +  2

X
- 1

y  =  3  X + 4  

z  =  —  X + 4

S i  a  es e l v a lo r  d e  X q u e  n o s  d a  el p u n t o  P .  o  sea si P ( 2 a  +  2 .  3 a  +  4 , - a +  4 ) ,  c o m o  el p u n t o  P  está 

so b re  el p l a n o  r r .  sus c o o r d e n a d a s  d e b e n  s a t is fa c e r  a  la  e c u a c ió n  d e  >r:
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2  ( 2  a  +  2 )  +  < 3 a  +  4 )  —  ( —  a  +  4 )  +  4  =  0 8 a +  8  =  0 ; a = - 1

s u s t i t u y e n d o  este v a lo r  e n  las c o o rd e n a d a s  d e  P se o b t ie n e :  8 ( 0 , 1 , 5 1 :

|l  + 2 - 5 - 2 |
distancia  d e  P ( 0 ,  1 , 5 )  al p la n o  y + 2 z  —  2  =  0 :  d  =

s H  + 4

8 .4 4  E n c o n tra r  las ecuac ion es  d e  to d o s  los p lan os  para le los  a

4 x  — 4 y  +  2 z  =  1 

y  q u e  d is te n  d e  é s te  u n a  u n id a d  d e  lo n g itu d .

L a  e c u a c ió n  4 x  —  4 y  +  2 z  —  k  =  0

c o m p r e n d e  to d o s  los p la n o s  q u e  s o n  paralelos al d a d o .

(1 )

E l  p u n t o  A ( 0 ,  0 ,  ^  ) pe rte n e ce  al p l a n o  4 x - 4 y + 2 z =  1 . L a  d is ta n c ia  d e l p u n t o  A  a los p l a 

nos buscados, d e  e c u a c ió n  ( 1 ) .  es igual a 1:

4 - 0 — 4  - 0 + 2 -  1 - k

=  1 ' I z J L
I 6

=  1

V 1 6 - F  1 6 +  4

lle va n d o  estos valores a  < 1 ) te n e m o s  los p la n o s  buscados:

1 - k

1 - k

=  1 ; k  =  -  5

=  - 1  : k =  7

4 x  —  4 y  +  2  z  +  5  =  0 4  x —  4  y  +  2  z  —  7  =  0

T a m b i é n  p o d ía m o s  h a b e r  r a z o n a d o  a s í :

L a  d istancia  e n t r e  los p la n o s  parale los 4 x  — 4 y  +  2 z - 1 = 0  y 4 x  — 4 y  +  2 z - k = 0  es 1:

1 =

o b te n ié n d o s e  el m i s m o  re s u lta d o .

- 1  -  ( — k )

' / i  6  +  1 6  +  4
1 =

I—  1 +  k

D adas las rectas

r :
x  - 1 +  1

3
z

- 1
s:

y - 2  z + 1
- 3

1 )  H a lla r  la  ecuac ión  general d e l p la n o  7r q u e  c o n tie n e  a r  y  es p a ra le lo  a s.

s a l p la n o  ;r.
( U n i v .  d e  M a d r id . 1 9 9 1 )

1)  E l  p la n o  n  es el p la n o  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( 1 1,  0 ) ,  p e r te n e c ie n te  a r ,  y  es parale lo  a 

los v e c to r e s  ( 2 .  3 . - 1 )  y  ( — 3 , 3 , 2 ) ,  paralelos , r e s p e c t iv a m e n te ,  a las rectas r  y  s:

x  —  1 y  + 1  z — 0
3  - 1 2  - 1 2  3

2  3 - 1 =  0  = >  ( x  —  1) - < y  +  1) +  z

- 3  3  2
3  2 - 3  2 - 3  3
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=  9 ( x —  1 )  — ( y  +  1)  +  1 5 z  =  0 x :  9 x — y + 1 5 z  —  1 0 = 0

2 )  C o m o  la  re c ta  s  y  el p l a n o  x  s o n  p a ra le lo s , la  d is ta n c ia  d e  s al p l a n o  ir es la  d is ta n c ia  de 

c u a lq u ie r  p u n t o  d e  la re c ta  al p l a n o :

E l  p u n t o  ( 0 .  2 , - 1 )  p e r t e n e c e  a s :

9 - 0 - H - 1 1 - 2 +  1 S ( — 1)  -  10 

v ^8 1  +  1 +  2 2 5
d i s t  ( s ,  x )  =

2 7

' / 3 0 7

8 .4 6  S e co n s id era  la  re c ta r :
x - 2  =  0  

y + 3  =  0
y  e l p u n to  A ( 0 .  1 .  3 ) .  se p id e :

1 ? ) H a lla r  la  d is ta n c ia  d e  A  a  r.
2 ° )  D e te rm in a r  e l p la n o  x  q u e  pasa p o r  e l p u n to  A  y  c o n t ie n e  a  la

( U n iv .  d e  M a d r id )

A { 0 . 1 ,3 )

A M  =  < 2 4 . a — 3)  

> , ( 0 . 0 . 1 )

1®) L a s  e c u a c io n e s  p a r a m é tr ic a s  d e  la re c ta  r 

x  =  2

-o n  : y  =  — 3

z  =  X

Sea M  ( 2 , - 3 ,  a) el p ie  d e  la p e r p e n d ic u la r  d e  r

• A  s o b r e  r .  El v e c t o r  A M  =  ( 2 - 0 . - 3 - 1  , a - 3 )  =  M ( 2 , - 3 , a )

( 2 . - 4 ,  a - 3 )  es p e r p e n d ic u la r  a  r y  c o m o  el v e c -

( 0 . 0 . 1 )  es p a ra le lo  a  la  re c ta , los v e c to r e s  ( 2 . - 4 .  a - 3 )  y  ( 0 . 0 , 1 )  serán p e r p e n d i c u l a r e s ,  s u  p ro -  

ic to  escalar será c e r o :

( 2 .  —  4 .  a —  3 )  ■ ( 0 .  0 ,  1 )  =  0  = > 0 + 0 - f ( a - 3 )  =  0  = >  a =  3  

a d is ta n c ia  d e  A  a la re c ta  es igual a la d is ta n c ia  e n tr e  lo s  p u n t o s  A ( 0 ,  1 . 3 )  y  M ( 2 . -  3 . 3 ) :

d ( A .  ■)  =  d  ( A .  M )  =  v/ 4  +  1 6  +  0  =  V  2 0  =  2 \ f $

2 ° )  E l  p la n o  p e d i d o ,  p o r  c o n t e n e r  a la re c ta  r ,  es p a ra le lo  al v e c t o r  ( 0 .  0 .  1 )  parale lo  a  r . y e s  

a m b i é n  p a ra le lo  al v e c t o r  A M  =  ( 2 , - 4 .  0 )  p o r  c o n t e n e r  los p u n t o s  A  y  M .  L u e g o  es el p la n o  q u e  

tasa p o r  el p u n t o  A ( C .  1 . 3 )  y  es p a ra le lo  a los v e c to r e s  ( 0 .  0 .  1 )  y  ( 2 . -  4 . 0 ) .  s u s  e c u a c io n e s  para* 

n é tr ic a s  so n :

x  =  0 +  0 - X + 2 p | x  =  2 p

y  =  1 + 0 - X - 4 / J  = > < 1 i* t

z  = 3  +  1 • X +  0  p  | z  =  3  +  X

e l i m in a n d o  X y  v  (b a s ta  igualar  los va lo r e s  d e  n  d a d o s  p o r  las d o s  p r im e r a s  e c u a c io n e s ) :

y  “  1

" ■ 5 *
4  x  +  2 y  — 2  =  0

D e te rm in a r , en fu n c ió n  d e  x ,  la  d is ta n c ia  d e  u n  p u n to  d e  c o o rd e n a d a s  ( x ,  0 .  0 )  a  la  re c ta

x  +  y  =  0

8.47

r :  vl y  +  z  = 0

i  q u é  p u n to  ( x .  0 .  0 )  la  d is ta n c ia  a  d ic h a  re c ta  es igu a l a  la  d is ta n c ia  o l p la n o  x  =  0?

( U n iv .  d e  C a n ta b r ia )
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E s c r ib a m o s  las e cu a c io n e s p a ra m é tr ic a s  de la  recta r :

x +  y  =  0  x  = —  y
= >

y  +  z  =  0  z  = - y

Sea M ( — a, a , - a )  el p ie  de la p e rp e n d ic u la r  

del p u n t o  P ( x . O ,  0 )  a la re c ta  r.

E l  v e c t o r  P M  -  ( — a — x ,  a , —  a) es p e r p e n 

d ic u la r  a la re c ta  r .  y ,  p o r  lo  t a n t o ,  p e r p e n d ic u la r  

al v e c t o r  (— 1 , 1 ,  —  1 )  q u e  es p arale lo  a r :

( —  1 )  • ( —  a —  x )  +  1 . a  +  (—  1) ( — a)  =  0  = >

y  =  x

z =  —  X

x =  —  X

P ( x , 0 , 0 )

P M =  (— a— x . a . — a)

( - 1 . 1 - 1 ) r

M ( - a , a , - a )

L a  d is ta n c ia  d e l p u n t o  P( x ,  0 , 0 )  a la recta  r es igual a la d is ta n c ia  e n tr e  los p u n t o s  P ( x . O . O )

a +  x +  a  +  a =  0 ;  a =

. .  , x  x  x .

3 '  _  3  '  3

d i s t  ( P . r l  =  y i í - x l ' - K - í - O l ’ - K Í  - 0 ) J  =
3  3

L a  d is ta n c ia  del p u n t o  P ( x , 0 , 0 )  al p la n o  x =  0  es igual a x. 

d ist  ( P  a r )  =  d is t  ( P  al p la n o  x  = 0 )  = >  ~  v ; 6  =  x

i x 1 ,-g

=  0 P IO .  o ,  o»

8.46
r  y  s  (

S e  q u ie r e  a ta r  u n a  c u e r d a  q u e  pa sa  p o r  u n  a rg o lla ,  s i tu a d a  e n  el p u n t o  A ( 2 ,  1, 1 ) ,  a d o s  

y  s  d e  ecuaciones:

x  =  t  +  1
x - 2  y  z

r :  y  =  t  -  1  ;  s: =  -  =  -

x  —  2 1 + 1
1 1

r
m o d o  q u e  l a  l o n g i t u d  d e  la  c u e r d a  e m p le a d a  sea la  m e n o r  posible, 

a) H a l l a r  los p u n t o s  B  so b re  r  y  C  so b re  s  a  los q u e  d e b e  anud arse  la  cuerda,

b )  ¿ Q u é  á n g u lo  f o r m a n  las rectas A B  y  A C ?
(U n iv .  d e  A l ic a n t e . 1 9 9 1 )

a )  L o s  p u n t o s  B y  C  serán los pies d e  las 

p e r p e n d ic u la re s  desde el p u n t o  A  a las rectas r y  

s.

Sea a el v a lo r  del p a r á m e t r o  t q u e  n o s  da 

las c o o rd e n a d a s  d e  B . o s e a  Bl a  +  1 , a — 1 , 2 a  +  1) .

E l v e c to r  A B  =  (a  +  1 - 2 ,  a -  1 -  1 , 2 a  +  1 - 1 )  =  

=  ( a — 1,  a — 2 ,  2 a )  es p e r p e n d ic u la r  al v e c t o r  u  =  

=  ( 1 , 1 , 2 )  q u e  es p a ra le lo  a la  re c ta  r .  E l p r o d u c 

to  escalar d e  los ve cto re s  A B  y  u  es n u lo :

1 ( a  —  1 )  +  1 (a  —  2 )  +  2  |2 a )  =  0 6 a -  3  =  0  

1el p u n t o  B t iene p o r  c o o rd e n a d a s  ( j  +  1 . — — 1 , 2 - ^ + 1 )  = 2 )
2 '  2 ’ ¿ )
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H a l le m o s  las e c u a c io n e s  p a ra m é tr ic a s  d e  la  recta  s:

x - 2  y  z

—  ~  7 - 7  "  X

x  =  2 \ + 2  

V =  X

z  =  A

S i  c  es e l v a lo r  d e  \  q u e  nos da el p u n t o  C :  C ( 2 c  +  2 .  c .  c j .  A C  =  ( 2 c ,  c — 1.  c — 1) .  

A C  y  v  =  ( 2 .  1.  1)  p e rp e n d icu la re s  im p l ic a :

2 ( 2 c )  +  1 ( c  —  1)  +  1 ( c  —  1 ) =  0  = >  6 c  -  2  =  0  ;  c  =  ^

las c o o rd e n a d a s  d e  C  s o n : ( 2  • —  +  2 ,  —  ,  —  )  =
3  3  3

( 5  1  i ,  
‘ 3 * 3 * 3 '

b )  A B  =  < | - 2 .  -  1  _  1 . 2 - 1 )  =  < -  1 . -  1,  ; A C = ( | - 2 . 1 - 1 . 1 - 1 ) = ( | . - | . - |

A B . A C  =  - i . f - § < - f , +  , . , - § ,  =  _ i + 1 _ ! = 0

culares, las rectas A B  y  A C  se c o r ta n  b a jo  u n  á n g u lo  de 9 0 ° .

A B  y  A C  s o n  p e r p e n d i -

P ara  ca d a  m  se c o n sid e ra  el p la n o

( 1 + 2 m ) x  +  ( 1 - m ) y  +  ( 1 +  3 m ) z  +  2 m - 1  = 0

D e m o s t r a r  q u e  to d o s  los plan as pasan p o r  u n a  re c ta  r  y  h a lla r  la  m í n i m a  d is ta n c ia  e n t r e  las 

r  y  r*. s ie n d o :

r*:
x - 1 V  +  1

2
L z l

(U n iv .  d e  V a l/a d o /id J

El p l a n o  n m lo  p o d e m o s  escribir  d e  la f o r m a :  ( 2 x - y + 3 z  +  2 ) m  +  ( x +  y +  z - 1 )

C u a lq u ie r a  q u e  sea el v a lo r  d e  m .  los p u n t o s  de la  recta

| 2 x  —  y + 3 z  +  2  =  0  

I x  +  y  +  z -  1 =  0

satisfacen la ecu a c ió n  d e l p la n o ,  lo  q u e  n o s  d ic e  q u e  la recta r  está c o n t e n id a  en el p la n o  ir . 

H a l le m o s  las e c u a c io n e s  para m é trica s  d e  la recta  r :

=  0

r :
2  x  —  y  =  —  3 z  —  2 

x +  y  =  -  z +  1

y  =  2 x  +  3 z  +  2

h a cie n d o  z  =  3  X: r :

- 4 X - g

3 x =  —  4 z - l  = > x = — ^ z - ^ ;  

l

* +  *  
3  3

V =  

z =  3  A

El p u n t o  A (  1 , -  1 , 2 )  p e rte n e c e  a r*. y  el p u n 

t o  B ( -  4 . 4 - 0 )  pe rte n e ce  a r  . L o s  ve cto re s  u  =
O J

=  ( 1 , 2 , 3 )  y  =  v  =  ( - 4 ,  1 , 3 )  son paralelos , res

p e ct iv a m e n te , a r '  y  r .  E l  v o l u m e n  del p a r a le le p í 

p e d o  d e  la f igu ra  es igual al p r o d u c t o  m i x t o  d e  los
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ve c to r e s  A B  =  ( —  • u  Y  v . S i  este v o l u m e n  lo  d i v i d i m o s  p o r  el á re a  d e  la  base, q u e  es igual

al m ó d u l o  d e l p r o d u c t o  v e c to r ia l  d e  u  y  v .  t e n d r e m o s  la  a lt u r a  d e l  p a r a le le p íp e d o ,  q u e  es igual a  la  d i s 
ta n c ia  e n t r e  las rectas r '  y  r ;

d is t  (r* . r )  =  I | A -B- - U « H
I u  A v  I

[ A B . u . v  | =

I  _ 2
3  3

1 2  

4  1

=  _ 8  -  2 8 - 2 -  16 +  4 - 7  =  - 5 7

i j  k
2  3 1 3 1 2

u  A v  = 1 2  3 =  i -  j +  k

- 4  1 3
1 3 1 - 4  1

=  3 i  —  15 j  +  9  k

d is t  i r ' ,  r )  =
1 - 5 7 57

V 9  +  2 2 5  +  81 3 1 5

D a d a  la  re c ta  r  d e  e c u a c ió n  «  1 — 1  =  i  hallar :
3  2  4

Aa )  L a s  e c u a c io n e s  im p l íc it a s  d e  o tr a  re c ta  c u a lq u ie r a  r ’ q u u  sea o r t o g o n a l  a r .  paso p o r  el 

A ( 0 . —  3 .  2 )  y  n o  c o r t e  a  r.

b )  U n  p u n t o  B  e n  r  y  o t r o  p u n t o  8 '  en r '  de  m o d o  q u e  el m ó d u l o  d e l s e g m e n t o  B B '  sea la 

d is ta n c ia  e n tr e  r  y  tr .  f ( J n ¡ v  ^  C a n ta h n a ¡

L a s  e c u a c io n e s  c o n t i n u a s  d e  la recta  r '  serán d e  la  f o r m a  - ------ ?  =  ^  ^  =  - ___ —  I I )
a  b e

S i  r  y  r '  s o n  p e r p e n d ic u la r e s ,  lo s  ve cto re s  13, 2 ,  4 )  y  |a, b .  c )  serán p e r p e n d ic u la r e s ,  de d o n d e  

3 a  +  2 b  +  4 c  =  0  = >  b  =  — a —  2 c

l le v a n d o  este v a l o r  a 11 ) o b t e n e m o s  la  e c u a c i ó n : i  =   Y  £ - 3 -  =  z ~ i2
a - f a - 2 c  c

A  ca d a  v a lo r  q u e  d e m o s  a a  y  c  ( n o  s im u l t á n e a m e n t e  n u l o s )  o b t e n e m o s  la e c u a c ió n  de u n a  recta  p e r p e n 

d ic u la r  a r  y  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A .  P o r  e j e m p l o ,  p a r a  a =  - 2  y  c  =  1. t e n e m o s  la re c ta  r ' :

x  y  +  3
• ■ zz —  -  ■
- 2  1

z  -  2

x

- 2

X

- 2

i

z - 2

1

I i x  +  2 y  +  6 =  0

x +  2 z  —  4  =  0

O b t e n g a m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r ic a s  d e  r y  r '

r :  i + 2 .  X ^ ! = i - = x

r  :
y + 3  z - 2

- 2

x  =  3  \  —  2

V =  2  ,\ +  1

z  =  4  \  

x  =  — 2  n

y = ^ - 3

z  =  fj +  2
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L o s  p u n t o s  B y  B ' s e r á n  lo s  p u n t o s  d e  i n t e r s e c c i ó n  d e  r  y  r '  c o n  la  p e r p e n d i c u l a r  c o m ú n  a 

a m b a s  re c ta s  y  q u e  las c o r ta .

Sea a  el v a l o r  d e  X q u e  n o s  d a  las c o o r d e n a d a s  

d e l p u n t o  B  e n  r ,  o  sea:

B ( 3 a  — 2 .  2 a  4- 1 , 4 a )  

y  sea b  el v a l o r  d e  p  q u e  n o s  d a  las c o o r d e n a d a s  de 

B '  s o b r e  r*. o  sea:

B ’ ( — 2 b ,  b  —  3 , b  + 2 ) .

C o n s i d e r a n d o  q u e  B y  B '  s o n  lo s  p ie s  d e  la  p e r 

p e n d i c u l a r  c o m ú n  a  r  y  r ’ , el v e c t o r

B B ' =  { - 2 b -  3 a  + 2 .  b -  2 a  -  4 ,  b  -  4a  +  2 )

es p e r p e n d i c u l a r  al v e c t o r  ( 3 , 2 , 4 ) ,  q u e  es p a r a le lo  

a  r .  y  al v e c t o r  ( — 2 ,  1. 1 ) q u e  es p a r a le lo  a r \  d e  d o n d e :

3 ( — 2  b  -  3 a  4 - 2 )  4 2 < b - 2 a - 4 >  +  4 ( b  — 4 a + 2 )  =  0  

—  2  ( —  2  b —  3  a  +  2 )  +  1 - ( b - 2 a - 4 )  +  1 ( b - 4 a * - 2 )  =  0

- 2 9 a  +  6  =  0

6  b  —  6  =  0

s u s t i t u y e n d o  e s to s  v a lo r e s  e n  las c o o r d e n a d a s  d e  B  y  B ' :

B ( 3 a  —  2 ,  2 a +  1 . 4 a )  = B  {
- 4 0  4 1  2 4

2 9  '  2 9  '  2 9

B ' { — 2  b ,  b  —  3,  b  +  2 )  = >  [ B * ( - 2 , - 2 ,  3 )

8.51 S e a n  las re c ta s  r :
x  +  y  «= 2 x =  2 -  X 

y  =  X V  el p u n t o  P ( l .  0 .  1 )

e  =  2  —  2  X2  =  0

H a l la r  los p l a n o s  d e t e r m i n a d o s  p o r  P  y  r  y  p o r  P y  s .  a «  c o m o  los p l a n o s  b is e c to re s  d e  e sto s  d o s

( U n i v .  d e  M a d r id )

E l  h a /  de p l a n o s  q u e  c o n t i e n e n  a  la  r e c t a  r  t ie n e n  p o r  e c u a c ió n

X { x  +  y  —  2 ) - * - p z  =  0  ( 1 )

y  d e  t o d o s  e sto s  p l a n o s  n o s  in te re s a  el q u e  c o n t i e n e  al p u n t o  P i l a s  c o o r d e n a d a s  d e  P s a t is fa ce n  a ( 1 )  ) :

X (1  4- 0 - 2 »  4- p . 1 =  0  = >  p  =  ^ 

s u s t i t u y e n d o  e s te  v a lo r  e n  ( 1 ) .  y  d i v i d i e n d o  p o r  X :

X ( x  f  y - 2 )  4- X z  =  0 x  4-  y - 2 4  z  =  0 x  +  y  +  z — 2  =  0 12 )

q u e  es la  e c u a c i ó n  d e l  p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  P y  r.

Para h a l la r  el p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  P y  s, c o n s i d e r a r e m o s  q u e  este p l a n o  es el q u e  c o n t i e n e  d o s

j u n t o s  d e  s  y  el p u n t o  P.

H a c i e n d o  X =  0  y  X =  1 e n  las e c u a c io n e s  d e  la  re c ta  s, o b t e n e m o s  d o s  p u n t o s  d e  s : A ( 2 , 0 , 2 )

y  B ( 1 ,  1.  0 ) .  L a  e c u a c ió n  d e l p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  A .  B y  P es:
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X V z  1

2 0 2  1

1 1 0  1

1 0 1  1

x - 1 y z - 1  1

1 0 1  1

0 1 - 1  l

0 0 0  1

=  0 ( r e s t a n d o  a la  p r i m e r a  y  a la  t e r c e r a  c o l u m n a s  la  c u a r t a ,  y  d e  

s a r r o l l a n d o  d e s p u é s  p o r  lo s  e l e m e n t o s  d e  la  c u a r t a  f i la )

x - 1 y  z - 1

1 0  1 =  0 = > x - y - z  =  0 ( 3 )

0 1 - 1

L o s  p l a n o s  b i s e c t o r e s  d e  los p l a n o s  x  +  y +  z -  2 =  0  y  x - y - z  =  0  e s e l  lu g a r  g e o m é t r i c o d e  

lo s  p u n t o s  q u e  e q u i d i s t a n  d e  a m b o s  p l a n o s ,  s u s  e c u a c io n e s  s o n  :

x  +  y  4 -  z -  2  _  ,  x  — y  —  z

V I  + 1  +  1v  1 + 1 + 1

X  +  y  +  z  — 2  =  x  — y - z  

x +  y  +  z  — 2 = — ( x - y - z )

y  +  z  — 1 =  0

x - 1  =  0

8 .5 2  D e t e r m in a r  e l p u n t o  ( o  p u n t o s )  d e  la  re c ta

. .  x  —  1 =  y + 1 = z  +  2 
' ' 2  3  2

q u e  e q u id is t e  d e  lo s  p la n o s

r. , :  3 x  +  4 y  -  1 :  4 x  —  3 z  —  1

( U n i v .  d e  M a d r id .  1 9 9 1 )  -  ( U n i v .  d e  S e v i l la .  1 9 9 1 )  

H a l l e m o s  las e c u a c i o n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  la  r e c t a :

x - 1 =  y  +  1 c  2  + 2  

2  3  2

x =  2 A  +■ 1

y  =  3 \  - 1

z  =  2 A  - 2

S i  a  es el v a l o r  d e  A q u e  n o s  d a  el p u n t o  P ( 2 a  +  1 .  3 a  —  1 , 2 a  — 2 )  q u e  e q u id i s t a  d e  lo s  d o s  pié 

n o s ,  se t e n d r á :

3 ( 2 a  +  1 )  +  4  ( 3 a -  D  —  1 

v  9 + 1 6

1 8 a  -  2 ¡ 2 a  +  9

5 5

4 ( 2 a  +  1 )  -  3 ( 2 a  -  2 )  -  1 

V  1 6  *  9

1 8 a  -  2  =  2 a  + 9  = >

1 8 a  - 2  =  — ( 2 a  + 9 )  =S> a  =

11 
Í 6

^ 7

20

—  p a r a  a = ~  o b t e n e m o s  e l p u n t o  P , (  2  + 1 .  3  | 4  “ ^ - 2  1 4 — 2 )  =
l o  ’ \ i b  i b  I b  /

/ 3 8 17 — 10\
V 1 6  ‘ 1 6 ' " 1 6  )

- p a r a  a  =  ¿  o b t e n e m o s  el p u n t o  P ,  ( 2  ¿  +  1 . 3  ¿  -  1 . 2  g g - 2 )  -  .  - § * )
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A :  ( 1 ,  3 ,  2 )  y  B :  12, 5 ,  1 )  son  d o s  v é r t ic e s  d o  u n  t r i á n g u l o  q u e  t io n e  su t e r c e r  v ó r t i c e  si- 

u n  p u n t o  a r b i t r a r io  (v a r ia b le )  d e  la  r e c t a :

r :
x  — 2  _  y  —  4  _  z - 3  

2  4 - 2

C a lc u la r  e l é re a  d e  lo s  d ife re n te s  t r iá n g u lo s  fo r m a d o s  p o r  A ,  B  y  e l te rc e r  v ó r t ic e  e n  r :  

¿ E l v a lo r  d e  d ic h a  á re a  d e p e n d e  d e  d o n d e  se s itú e  e l te rc e r  v é rtic e ?

( U n i v .  d e  C a s t i l l a - L a  M a n c h a ,  1 9 9 1 J

H a l l e m o s  las e c u a c io n e s  p a r a m é t r i c a s  d e  la re c ta  r :  

x - 2  _  y  —  4  2 - 3
—  A

X =  2  X +  2 

y  =  4  X +  4  

2 =  - 2  X +  3
2  4 - 2

S ea el p u n t o  C  < 2 a +  2 .  4 a  +  4  . -  2 a  +  3 )  u n  p u n t o  a r b i t r a r i o  d e  la  r e c t a  c o r r e s p o n d i e n t e  a  X =  a. 

E l a r e a d e l  t r i á n g u l o  A B C  es ig u a l  a l | A B A A C i

A B  =  < 2 -  1 . 5 - 3 ,  1 - 2 )  =  ( 1 , 2 . - 1 )

A C  =  ( 2 a + 2 -  1 , 4 a  - * - 4 - 3 .  — 2 a  +  3 - 2 )  =

=  ( 2 a  •* 1,  4 a  ♦  1 . - 2 a  +  1)

A B A  A C

U 1 U 2 u 3

1 2  - 1  

2 a + 1  4 a + 1  - 2 a + 1

2  - 1

-  u
1 - 1

+  u i

1 2

4 a +  1 — 2 a + 1
«c

2 a + 1 - 2 a + 1
3

2 a + 1 4 a + 1
=  3 u , " 2 u 2 - u 3

A r e a  ( A B C )  =  ^  v  9  +  4  +  1 = v T 4 |

2

E l  á re a  es i n d e p e n d i e n t e  d e l  p a r á m e t r o  a, lo  q u e  i n d ic a  q u e  n o  d e p e n d e  d e  la  p o s i c i ó n  d e l  p u n t o  C  

s o b r e  la  r e c t a .  E s t o  es d e b i d o  a q u e  la  re c ta  r  es p a r a le la  al l a d o  A B , y a  q u e  el v e c t o r  A B  =  ( 1 . 2 . - I ) e s  

p a r a le lo  al v e c t o r  ( 2 ,  4 ,  - 2 )  q u e  es p a r a le lo  a  r .  l o  q u e  i m p l i c a  q u e  la a l t u r a  d e s d e  el v é r t ic e  C  s o b r e  el la 

d o  A B  e s  c o n s t a n t e ,  c u a l q u i e r a  q u e  sea la  p o s i c i ó n  d e l  v é r t i c e  C .

8 5 4

C a lc u la r  e l v o lu m e n  d e l te t r a e d r o  d e  v é rtic e s

A { 0 .  1 . 0 ) ;  B ( 1 , 0 ,  1 ) ;  C Í - 2 , - 1 . 0 )  y  D ( 3 .  - 1 .  2 ) .

(U n i v .  d e  S a la m a n c a )

E l  v o l u m e n  d e l  t e t r a e d r o  A B C D  e s  igual a  i  d e l  p r o d u c t o  m i x t o  d e  lo s  v e c t o r e s  A B  =  ( 1 . - 1 , 1 ) .  

A C  =  ( - 2 . - 2 , 0 )  y  A D  =  ( 3 - 2 . 2 ) :

V  =  !  
6

1 - 1 1

- 2 - 2 0 =  -  ( - 4  +  4  +  6  —  4 )  =  -  = 1

3 - 2 2
6  6 3_
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8.55 D a d o  el triángulo do vó rt ic e *  A ( 1 .  1 . 1 ) ,  B ( 0 ,  3 ,  5 )  y  C ( 4 .  0 ,  2 ) ,  h a l la r  su área y  las l o n g i 

tudes de sus tres alturas.
(U n iv .  d e  M a d r id )

E l  área d e l t r i á n g u l o  A B C  es la m i t a d  d e l m ó 

d u l o  d e l p r o d u c t o  v e c to r ia l  d e  lo s  ve cto re s

A B  =  ( - 1 . 2 . 4 )  y  A C  =  ( 3 . - 1 .  1 ) :  

i  j k 

- 1 2  4

3  - 1  1

C ( 4 , 0 , 2 )

A B  A  A C  5 =  6 i  +  1 3 j  —  5  k

S  =  1  > / &  +  132 +- 5 2 =  ^ v 2 3 0 A <  1, 1, 1)  B I O . 3 , 5 )

C o m o  el área d e  u n  t r iá n g u lo  es igual a la m i t a d  d e l p r o d u c t o  de la  base p o r  la a ltu r a :

v  2 3 0  v  2 3 0
S  =  1  v /2 3 0  =  1 -  I A B l - h ( 

S  =  4-  \ Í 2 2 Ó  =  4 -  l A C I - h .

4  v 2 X  = 4 *  I B C  I • h

h =
c I A B

h  =

v  21

v 2 3 )  _  V 2 3 0

V T T

v  2 3 0V 2 3 0

B C \ ' 3 4

8 .5 6  D o s  d e  los v é rt ic e s  d e  u n  t r iá n g u lo  s o n  A ( 2 , 1 , 0 )  y  8 ( 1 , 2 .  0 ) .  S a b i e n d o  q u e  el v é rt ice  C  

tá  e n  el p l a n o  O X Y  y  q u e  el á rea d e l t r iá n g u lo  es 2 .  d e t e r m in a r  la p o s ic ió n  d e l p u n t o  C .
*

(U n iv .  d e  M u rc ia )

Si el v é rt ic e  C  está e n  el p la n o  O X Y ,  su tercera c o o r d e n a d a  será n u la .  Sea C í x . y ,  0 ) .  

E l área d e l t r iá n g u lo  A B C  será igual a ^  1 A B  A  A C ' =  2 .

-  v e c t o r  A B  =  ( 1 - 2 , 2 -  1 , 0 - 0 )  =  ( - 1 .  1 . 0 )

-  v e c t o r  A C  =  ( x  -  2 ,  y  -  1 . 0 - 0 )  =  ( x - 2 .  y -  1 , 0 )

A B  A  A C  =

i j  k 

- 1  1 0 =  k
- 1  1

x - 2  y —  1 0
x - 2  y  —  1

=  ( - x - y  +  3 ) k

1  A B A A c | = j  / ( - x - y  +  3 ) 2 = 2  = >  | —  x  —  y  +  3 1 =  4  = >

- x - y +  3  =  4 

— ( — x  —  y +  3 )  = 4

- x - y +  3 =  4 

x +  y  -  3  =  4

x + y t l = 0

X +  y  -  7  =  0

Estas son las re la c io n e s  q u e  d e b e n  c u m p l i r  las d o s  p r i m e r a s  c o o r d e n a d a s  d e l p u n t o  C ,  y  c o m o  la 

tercera c o o r d e n a d a  es n u la ,  p o d e m o s  d e c ir  q u e  el v é rt ice  C  re c o rr e  las rectas:

x +  y + 1  = 0 x  +  y - 7 =  0

z  =  0 z  =  0
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FUNCIONES NUMERICAS DE UNA VARIABLE 
REAL 
LIMITES 
CONTINUIDAD

F U N C I O N E S  N U M E R I C A S  D E  U N A  V A R I A B L E  R E A L

U n a  f u n c ió n  n u m é ric a  de u n a  v a ria b le  re a l  es u n a  a p lic a c ió n  d e  u n  c o n j u n t o  A  de n ú m e r o s  rea

les en el c o n j u n t o  d e  lo s  n ú m e r o s  reales . O  sea. es u n a  le y  q u e  ha ce  c o r r e s p o n d e r  a ca d a  e le m e n t o  d e  A  

un n ú m e r o  real.

L a  f u n c ió n  f d e  A  e n  R  se s im b o l iz a  así:

f :  A  - *  R 

x  - f < x )

o  q u e  in d ic a  q u e  al e le m e n t o  g e n é r ic o  < E  A  le  c o r r e s p o n d e  el n ú m e r o  real f ( x ) .  Se d ic e  ta m b ié n  que 

f<x) es el v a lo r  d e  la  f u n c i ó n  en el p u n t o  x.

A l  c o n j u n t o  A  se le l la m a  d o m in io , c o n ju n to  d e  d e f in ic ió n , o  c a m p o  d e  d e f in ic ió n  d e  f . y  al c o n 

j u n t o  d e  los n ú m e r o s  reales c u y o s  e le m e n to s  son los tra n s fo rm a d o s ,  m e d ia n t e  f .  d e  los e le m e n to s  d e  A  

se le l la m a  im a g e n  d e  f .  L a  im agen d e  A  p o r  f  se s im o o l iz a  p o r  f ( A l .

f ( A »  =  {  y  / y  G  R , e x iste  al m e n o s  u n  x G  A  tal q u e  y  =  f ( x ) }

R e s p e c to  d e  u n  sistema de re fe re n cia  ( 0 ,  i , j }  d e l  p l a n o ,  el c o n j u n t o  ( C l  d e  los p u n t o s  M  ( x ,  y )  

del p la n o  tales q u e

x  G  A  . y  =  f ( x )

se lla m a  gráfica o  c u r v a  d e  la  f u n c i ó n  f.

Se d ic e  q u e  la  e c u a c ió n  cartesiana d e  la c u r v a  ( C )  es y  =  f ( x ) .

Si 1 : A  - »  R tal que f (x) = sen x :

A  =
ir n ' 

~ 2 '  2
= >  f f A )  =  ( - 1 .  1

A  = I0 . n l = >  r ( A )  =  |0.1 1

A  =
] ° - i [

f l A J  =  )0 .  1|

A l  e le m e n t o  g e n é r ic o  x  G  A  se le suele l la m a r variable  in d e p e n d ie n t e ,  y  al e le m e n t o  g e n é r ic o  de 

f ( A ) ,  y  =  f <x ) ,  se le  suele l la m a r va r ia b le  d e p e n d ie n te .
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L a  f u n c i ó n  f : A  -*■ R  está a c o t a d a  s u p e r i o r m e n t e  si e x is t e  u n  n ú m e r o  real C  tal q u e  p a r a  t o d o  

x  €  A  se v e r i f ic a  q u e  f ( x )  <  C .  A  lo s  n ú m e r o s  C  q u e  c u m p l e n  e s ta  p r o p i e d a d  sele s l l a m a  m a y o r a n t e s  

o  c o t a s  s u p e r io r e s .

L a  f u n c i ó n  f  está a c o t a d a  i n f e r i o r m e n t e  si e x is te  u n  n ú m e r o  real c  tal q u e  p a r a  t o d o  x  E  A  se

v e r i f ic a  q u e  f ( x )  >  c .  A  lo s  n ú m e r o s  c  q u e  c u m p l e n  esta c o n d i c i ó n  se les l l a m a  m in o r a n t e s  o  c o ta s  i n f e 

r io re s .

L a  f u n c i ó n  f  está a c o t a d a  si está a c o t a d a  s u p e r io r  e  i n f e r i o r m e n t e .  O  b ie n  si e x is te  u n  n ú m e r o  real 

p o s i t i v o  P tal q u e  p a r a  t o d o  x E A  se v e r i f ic a  q u e  l f ( x ) l <  P.

S e a  la  f u n c i ó n  f :  A - *  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  x 2 :

—  si A  =  [  0 ,  2  ] .  la  f u n c i ó n  está a c o t a d a  s u p e r i o r m e n t e :  V « £ A  .  f f x )  =  x 2 < 4

la f u n c i ó n  e s t á  a c o t a d a  i n f e r i o r m e n t e :  V x E A  .  f ( x )  >  -  5

la  f u n c i ó n  está a c o t 3 d a .  p o r  e s t a r  a c o t a d a  i n f e r i o r  y  s u p e r i o r m e n t e .

—  si A =  R .  la  f u n c i ó n  n o  está a c o t a d a  s u p e r i o r m e n t e ,  y a  q u e  c u a l q u i e r a  q u e  sea el n ú m e r o  real M .

s i e m p r e  e x is t e  u n  x  £  A  a  R  ,  tal q u e  f f x )  =  x 2  >  M  ,  x  p u e d e  se» c u a l q u i e r  n ú m e r o  

ig ual o  m a y o r  q u e  \ / M .

la  f u n c i ó n  está a c o t a d a  i n f e r i o r m e n t e :  V « 6 A ,  f ( x )  >  0 .  

la  f u n c i ó n  n o  está a c o t a d a ,  p o r  n o  e s t a r lo  s u p e r i o r m e n t e .

A  la  m e n o r  d e  las c o t a s  s u p e r io r e s  d e  f  se le  l l a m a  e x t r e m o  s u p e r io r  d e  la  f u n c i ó n  f e n  A ,  y  se 

s i m b o l i z a  p o r  M  =  s u p  f ( x ) .  A  la  m a y o r  d e  las c o t a s  i n f e r io r e s  d e  f  se le  l l a m a  e x t r e m o  in f e r io r  d é l a
x € A

f u n c i ó n  f  en A ,  y  se s i m b o l i z a  p o r  m =  in f  f  ( x ).
x £ A

E l  e x t r e m o  s u p e r i o r  e i n f e r i o r  p u e d e n  o  n o  p e r t e n e c e r  a f ( A ) .

Sea la f u n c i ó n  f :  A  - *  R  d e f i n i d a  p o r  f< x )  =  x 2

—  si A  =  | 0. 1 ) :  M  =  s u p  f f x l  =  1 ;  m  =  i n f  f ( x )  =  0 ,  a m b o s  p e r t e n e c e n  a f ( A ) .

—  S Í A  =  1 0 .  1 1 :  M  =  s u p  f < x )  =  1 ;  m  =  i n f  f < x )  =  0 ,  n i  M  n i  m  p e r t e n e c e n  a  f ( A ) .

Si B es u n  s u b c o n j u n t o  d e l c o n j u n t o  d e  d e f i n i c i ó n  d e  la f u n c i ó n  f : A  - *  R  :

—  se d i c e  q u e  f  es u n a  f u n c i ó n  c o n s t a n t e  en B s i :

V f x 1 . x 2 ) S B 2 = >  f ( x , )  =  f ( x 2 )

o  b i e n ,  e x iste  u n  n ú m e r o  real k  tal q u e :  V x E B ,  f ( x ) =  k .

—  se d i c e  q u e  f  e s  u n a  f u n c i ó n  c r e c i e n t e  en B  si:

V ( x , , x 2 ) € B 2 /  x 2 > x ,  = >  f ( x 2 )  >  f ( x , )

—  se d i c e  q u e  f  es u n a  f u n c i ó n  d e c r e c i e n t e  en B si

V ( x , . x 2 ) € B 2 / x 2 >  x ,  = >  f ( x 2 ) < f ( x , |

E n  lo s  d o s  ú l t i m o s  casos se d i c e  q u e  f  e s  u n a  f u n c i ó n  m o n ó t o n a  en B .

—  se d i c e  q u e  f  es u n a  f u n c i ó n  e s t r ic t a m e n t e  c r e c i e n t e  e n  B  si:

V ( x , .  x 2 ) €  B 2 /  x 2 >  x ,  = >  f ( x 2 ) >  f ( x , )

—  se d i c e  q u e  f  es u n a  f u n c i ó n  e s t r ic t a m e n t e  d e c r e c ie n t e  e n  B  si

V ( x , ,  x 2 ) E  B 2 /  x 2 >  x ,  = >  f ( x 2 ) <  f ( x t )
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L a  f u n c i ó n  f :  A  -*  R  t i e n e  u n  m á x i m o  r e l a t iv o  en x q G  A  si e x is te  e >  0  ta l  q u e :

V x € A  . x o - e < x < x o + e  = > f ( x ) < f { x o )

S i  la d e s ig u a ld a d  es v á l id a  p a r a  l o d o  x €  A ,  se d i c e  q u e  f  t iene u n  m á x i m o  a b s o l u t o  en x Q . 

L a  f u n c i ó n  f :  A — R  t ie n e  u n  m í n i m o  r e l a t iv o  e n  x q G A  si e x iste  € > 0  tal q u e :

V x E A  . x q — e < x < x Q + e f ( x )  >  f ( x Q )

S i  la d e s ig u a ld a d  es v á l id a  p a r a  t o d o  x €  A .  se d ic e  q u e  f  t ie n e  u n  m í n i m o  a b s o l u t o  e n  x Q . 

Se l l a m a  e x t r e m o  d e  la  f u n c i ó n  f  a  t o d o  m á x i m o  o  m í n i m o  d e  f.

Si la gráfica de la función es la de la figura, la función f tiene en x ,  un m áxim o absoluto, en x ,  u n  m áxim o rela-

ro. en xQ un  m ín im o  relativo v  en x 2 u n  m ínim o absoluto.

L a  f u n c i ó n  f ;  A — R  es p a r  si:
x  G  A  o  - x E A  

f < —  X )  =  f ( x )  V x G A

L a  c u r v a  d e  t o d a  f u n c i ó n  p a r  es s im é tr ic a  r e s p e c 

to  d e l e je  O  Y  si el s iste m a  d e  r e f e r e n c ia  ( 0 .  i . j )  es 

o r t o n o r m a l .  Para e s tu d ia r  la  f u n c i ó n  f basta c o n  ha 

c e r lo  e n  D  =  A  n  [ 0 ,  +  ®  | .

La función f:  A  —  R definida por f (x )  =  x 2 es par si A  *  [ - a ,  a) o 

A  =  | - a ,  a [  . o  A  =  | - b ,  - a ) U ( a .  b| o  A  =  | - b , - a [ u  ja. b|

L a  f u n c i ó n  f :  A  - *  R  es i m p a r  si:
x G  A  o  - x  G  A

L a  c u r v a  de t o d a  f u n c i ó n  i m p a r  es s im é tr ic a  res 

p e c t o  d e l o r ig e n  d e  c o o r d e n a d a s .  Para e s tu d ia r  la  f u n 

c ió n  f basta c o n  h a c e r lo  e n  D  =  A  n  [  0  ,  +  »  I .

L a  función f :  A -*  R definida por f (x»  =
x2 +  1

impar si A  os cualquiera de los c o t u r n o s  dol ejemplo anterior.

L a  f u n c i ó n  f :  A  —  R  es p e r ió d ic a  si e x iste  u n

x  G  A  O  x + T G A
n ú m e r o  real p o s i t i v o  T  tal q u e :

f ( x  +  T )  =  f l x )  V x e  A

E l  p e r io d o  d e  f  e s  el m e n o r  v a lo r  d e  T  q u e  v e r i f ic a  l a  p r o p ie d a d  a n te r io r .

P ara  e s tu d ia r  u n a  f u n c i ó n  p e r ió d ic a  d e  p e r i o d o  T Q .  b a s ta  c o n  h a c e r lo  en D  = A n | a , a  +  T fl| , 

s ie n d o  a  u n  n ú m e r o  real c u a lq u ie r a  p e r te n e c ie n te  a  A .  Se suele t o m a r  a  =  0  si 0  G  A .
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La función f :  R -+  R definida por f(x> =  sen x o» periódica de periodo 2  ít.

L a  f u n c i ó n  g: R  - *  R  d e f i n i d a  p o r  g ( x )  =  eos x  es p e r ió d i c a  d e  p e r i o d o  2 tí.
L a  f u n c i ó n  h :  R  - *  R  d e f i n i d a  p o r  h ( x )  =  sen (a x  +  b »  es p e r ió d i c a  d e  p e r i o d o  —

L a  f u n c i ó n  1 :  A  - *  R  es a lg e b ra ic a  si e x iste  u n  p o l i n o m i o  P c o n  d o s  va ria b le s  y  c o e f ic ie n te s  reales

tal q u e  P [ x ,  f ( x ) |  =  0  V x € A .

L a  f u n c i ó n  f :  R - » R  d e f i n i d a  p o r  y  =  X ?—  es algebraica ,  v a  que:

y 3 * 2 +  5

2 _  ~ 2 > 2 _  f i . , 2 .  « , . .2  ^,2
V

3 x 2 + 5
( 3 x  +  5 ) v  —  ( x  - 2 )  =  0

S i  u n a  f u n c i ó n  n o  es a lg e b ra ic a  se d ic e  q u e  es u n a  f u n c i ó n  t ra n s c e n d e n te .

L a s  funciones: x - * s e n x ;  x —  eos x ; x —  t g  x ;  x —  e‘  ; x —  lo g  x son tanscendentes.

O P E R A C I O N E S  E N  E L  C O N J U N T O  D E  L A S  F U N C I O N E S  N U M E R I C A S  D E  U N A  V A R I A B L E  

R E A L .

Sean f  y  g d o s  f u n c i o n e s  q u e  t ie n e n  el m i s m o  c o n j u n t o  de d e f in ic ió n  A .

Se l la m a  s u m a  d e  las fu n c io n e s  f  y  g a la  f u n c i ó n  h  =  f  +  g  d e f i n i d a  p o r  h<x> =  f ! x )  +  g (x

v x e  a .

Si X 6  R  . se l la m a  p r o d u c t o  d e  la  f u n c ió n  f  p o r  e l  escalar  X a la  f u n c ió n  h  =  X f d e f i n i d a  p o r  

h  ( x )  =  X - f ( x )  .  V x e  A .

Se lla m a  p r o d u c t o  d e  las fu n c io n e s  f  y  g a la  f u n c i ó n  h  =  f  • g  d e f in id a  p o r  h | x )  =  f ( x )  • g ( x )  .

V x e  A .

Si f :  (0 ,  r r | - » R  definida por f (x )  =  son x .  y  g :  [ 0 . r  ) - »  R  definida por g|x) = 3 x 2 - x  *  1 se tendrá que

h =  f • g : |0.ir | - *  R  osti definida por h (x»  =  f(x| -g (x| «  ( s e n x ) ( 3 x 2- x  +  1).

Si lo s  c o n j u n t o s  d e  d e f in ic ió n  d e  las fu n c io n e s  f  y  g  son A  y  B .  las fu n c io n e s  ( f - g  y  f • g están 

d e f in id a s  e n  A  n  B .

Si f  es u n a  f u n c i ó n  d e  d o m i n i o  A  y  g u n a  f u n c i ó n  d e  d o m i n i o  f ( A ) ,  se lla m a  f u n c i ó n  c o m p u e s 

ta d e  f  p o r  g ,  a  la  f u n c i ó n  h  =  g o f  d e f i n i d a  p o r  h ( x )  =  g [ f ( x )  ] V x  e  A .

Si f :  l  0, r  ] - »  R definida por f (x)  =  senx. y  g :  |0, 1 | -*■ R  definida por g(x| = 3 x 2- x  +  1. se tendrá que

h =  gof está definida por h (x )  =  g [ f ( x )  ) = 3(sen x ) 2 -  sen x +  1.

Si la  f u n c i ó n  f : A  —  B es b iy e c t iv a ,  se l la m a  f u n c ió n  r e c ip r o c a  de f  y  se s im b o l iz a  p o r  f 1 , la

ap lic a c ió n  d e  B e n  A  d e f i n i d a  de la  s iguie n te  f o r m a :

X G A ,  f ( x )  =  y y € B .  f - , ( y ) = x

E n  u n  siste m a  d e  re fe re n cia  o r t o n o r m a l .  las c u rva s  d e  las fu n c io n e s  f y  f  1 son si m é tr ic a s  respec 

t o  de la  b is e c tr iz  d e l p r i m e r  c u a d ra n te .

L a  f u n c ió n  f : ( 0 .  4 ]  -  [ - 2 ,  10 j d e f i n i d a  p o r  f ( x ) = 3 x - 2  es b i y e c t i v a .  y a  q u e  c u a l q u ie r a  q u e  sea y € | - 2 .  1 0 ]  y  

iación 

d e f in e  asi:

la  e c u a c ió n  3 x  -  2  =  y  .  t ie ne u n a  y  s ó lo  u n a  s o lu c i ó n :  x  =  .  E s t o  i m p l i c a  q u e  la  f u n c i ó n  f  t ie n e  r e c i p r o c a ,  que

r 1: [ - 2 .  1 0 ]  -  [ 0 .  4 ] .  tal q u e  r ’ (x) =  *-± -?

L a  f u n c ió n  i :  | -£  . ^ | - 1 .  1 1. d e f i n i d a  p o r  f ( x ) = s e n x .  t ie n e  f u n c i ó n  r e c i p r o c a ,  s ie n d o  r ' :  | - 1 .  1 1 -»

d e f in id a  p o r  f  1 ( x )  =  are s o n  x  .
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F U N C I O N E S  E L E M E N T A L E S  D E  U N A  V A R I A B L E  R E A L  

F u n c i ó n  p o t e n c i a l : x  - *  x n

F u n c i ó n  p o l i n ó m i c a :  x  —  a  x n +  a , x n~ 1 +  • • • +  a ,  x + ar O l n—' n

a .  x "  +  a ,  x n _  1 +  • • • +  a ,  x  +  a 
F u n c i ó n  r a c i o n a l :  x  - 2 ------------------*-------------------------------------ÜZ*---------------2_

b o x m +  b , x m _ 1  +  •••-*- b m _ ,  x + b m a n u l e  el d e n o m i n a d o r .  

F u n c i ó n  e x p o n e n c i a l : x  •-» a “ (a  >  0 )

F u n c i ó n  l o g a r í t m i c a :  x - *  l o g a x  ( a > 0 , x > 0 )

F u n c i o n e s  c i r c u l a r e s  o  t r i g o n o m é t r i c a s :  x *—  sen x  ; x  —► e o s  x  ;  x  —  tg  x  ;  x  —  c t g  x

, d e f i n i d a  p a r a  t o d o  x  G  R  q u e  n o

L I M I T E  D E  U N A  F U N C I O N  R E A L  E N  U N  P U N T O .

Sea f u n a  f u n c i ó n  real d e f i n i d a  en el in t e r v a l o  I C R ,  y  a  u n  p u n t o  d e  I.

Se d i c e  q u e  f  t ie n e  c o m o  l í m i t e  el n ú m e r o  real / c u a n d o  x  t ie n d e  h a c ia  a , si a t o d o  n ú m e r o  real

p o s i t iv o  c  se p u e d e  h a c e r  c o r r e s p o n d e r  o t r o  n ú m e r o  real p o s i t i v o  6  , tal q u e  p a r a  t o d o  x  G  I .  x  *- a

y  I x  —  a I <  6  . se v e r i f ic a  q u e  I f ( x )  - / 1 <  e . S e  e s c r ib e :  l í m  f ( x ) =  /.
*•«

I
l í m  f  ( x )  =  / « o  ( V e  >  0 .  3 5  >  0  /  I x  -  a l <  6 .  x  G  I . x  #  a  l f ( x ) - / l <  e  )
« .a  \  /

r,  es e l l í m i t e  p o r  la  d e r e c h a  en el p u n t o  a  ( l í m  f ( x ) = / , )  si:

V t  >  0  . 3 6  >  0  / a <  x  <  a +  6 , X E I = > l f ( x )  - / ,  l <  e

/ 2 es el l i m i t e  p o r  la  i z q u i e r d a  en el p u n t o  a  { l ím
«*a

f  ( x ) =  / 2 )  s i :

V e >  0 .  3 5  >  0  / a  —  6 <  x <  a ,  x £ l = > l f ( x )  - / 2 e j

Para  q u e  e x is ta  el l í m i t e  d e  la  f u n c i ó n  f  c u a n d o  x  t ie n d e  h a c ia  a  es n e c e sa rio  y  s u f ic ie n t e  q u e  

e x is ta n  los l í m i t e s  p o r  la  d e r e c h a  y  p o r  la  i z q u i e r d a  y  a m b o s  l í m i t e s  se a n  iguales.

S e  su e le  fa c i l i t a r  el c á l c u l o  d e l l í m  f ( x ) h a c i e n d o  el c a m b i o  x  =  a +  h .  d e  d o n d e  res ulta :

l í m  f ( x )  =  l í m  f ( a  +  h ) .  P ara  lo s  l í m i t e s  laterales h a r e m o s  x = a + h ,  h  >  0 ,  p a r a  el c á l c u l o  d e l l ím it e
« • a  h * o

p o r  la d e r e c h a  y  x  =  a —  h ,  h > 0 ,  p a r a  el l í m i t e  p o r  la  iz q u ie r d a :

l í m  f ( x )  =  i í m  f(a  +  h ) 
x»a*

h >  o

l ím  f ( x )  =  l ím  f ( a - h )
x*a * » o

h > o

S ea la f u n c i ó n  t :  R - *  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  E í x ) . s i e n d o  E ( x )  la  p a r t e  e n t e r a  d e  x  . o e l  m a y o r  n ú m e r o  e n t e 

r o  ig ual o  m e n o r  q u e  x .  V e a m o s  si ex iste  e l  l í m  f ( x ) :
■  >2

l í m  f (x |  =  l í m  f  (2  +  h )  =  l í m  É (2  +  h> =  2
, . 2* f ,* °  h * o

h > o  h > 0

l í m  f (x >  »  l í m  f ( 2  —  r»> =  l í m  E ( 2 - h )
* . 2 ” r,*° n . o

h > o  h > o

'

e x is t e n  a m b o s  l ím ite s  la terales e n  x  -  2 .  p e r o ,  c o m o  son 

d i s t i n t o s ,  n o  e x is t e  el l í m i t e  o r d i n a r i o  d e  f  e n  x  = 2 ,

l í m
«  .41

f ( x )  =  +  ® O  ( V M > 0 , 3 6  >  0 / I x  — a  1 <  6 . x G  1 = > f ( x )  >  M )

l ím
| X . a

f  ( x )  =  -  05 o  ( V M  >  0  , 3 6  > 0 / I x  -  a 1 <  6  . x  G  1 = > f í x )  <  - m )

www.FreeLibros.me



2 4 6  F U N C I O N E S  N U M E R I C A S  D E  U N A  V A R I A B L E  R E A L  -  L I M I T E S  -  C O N T I N U I D A D

l í m  f ( x )  =  /
K.*0O

0 ( V e >  0  . 3 M >  0  / X >  M . x G  1 = >  l f ( x ) - / l <  e )

l í m  f ( x )  =  /
X » — OO

( V e >  0  . 3 M >  0 /  x < - M  . X e  1 = >  1 f ( x )  — / 1 <  e )

l í m  f ( x )  =  + m
X  • » » »

0 (  V M >  0 ,  3 P  >  0  /  x >  P  . x e  1
v 1

= >  f ( x )  >  M  )

D e  la  m i s m a  f o r m a  se d e f i n e n  : I f m  f ( x )  =  — »  ;  l í m  f  ( x )  =  + ®  .  y  l í m  ( f ( x )  =  —  ®
<♦♦00  < ♦ — c*: «-«  — 00

S i  e x is te  el l í m  f ( x ) ,  e s te  l í m i t e  e s  ú n i c o .
k-» a

C A L C U L O  D E  L I M I T E S .

—  l í m  | f ( x )  +  g < x ) ]  =  l í m  f ( x )  +  l í m  g { x ) (si n o  r e s u l t a :  0 0 - 00)

—  si A  G  R  . l í m  [  X - f ( x ) ) =  A  • l í m  f ( x )

—  l í m  ( f ( x )  - g (x >  | =  l  l í m  f ( x ) | . f l í m  g ( x )  |
O  • * O « * a

—  si l í m  g ( x )  * 0 :  l í m  ü ü !  =  IL"?._fJ ü l
* - •  g ( x )  l í m  g ( x )

(si no reiulta: O - » )  

( t i  no resulta: — )

—  si l í m  f ( x )  =  + e o  ( o  — co ) :  l í m  — —  =  0
* • «  « . a  f ( x )

—  si l í m  f ( x ) =  0  : l í m  --------  =  +  eo ( o  — ®  )
* - a  « . a  f  ( X )

—  si l í m  f ( x )  =  0  y  la  f u n c i ó n  g  está a c o t a d a : l í m  ( f ( x ) • g ( x )  | =  0
« * 0  *-a

l í m  g(x )

—  si l í m  f ( x )  >  0  :  l í m  [ f ( x ) ) 9,x = ( l í m  f < x )  | “ (si no resulta: 6  l " )

—  si l í m  f ( x ) > 0 :  l í m  l o g  f ( x )  =  l o g  í  l í m  f ( x ) |
« - o  « - . o  D D ■  * a

—  l í m  l f ( x ) l  =  l l í m  f ( x )  I 
> * »  « • »

—  si l í m  f ( x )  =  b  y  l í m  g ( y )  =  / :  l í m  | g » f ) ( x )  =  l í m  g  | f ( x l  | =  /
«  * a y - b  « • a ■ . a

—  si e n  u n  e n t o r n o  d e  a  se v e r i f ic a  q u e  f ( x )  <  h ( x )  <  g ( x ) :

l í m  f ( x ) <  l í m  h ( x ) « £ l f m  g ( x )
» « a  «* a

y  si l í m  f ( x )  =  l í m  g ( x )  = / .  se t i e n e  q u e  l í m  h ( x )  -  I

F U N C I O N E S  E Q U I V A L E N T E S  E N  U N  P U N T O .  L a s  f u n c i o n e s  f  y  g  s o n  e q u iv a l e n t e s  en el p u r v  j 

t o  a  (o  f i n i t o ,  + r o  o  - c o )  si

f ( x )  _
l í rn  =  1 * *• g ( x )

S e  d i c e  q u e  la  f u n c i ó n  f es u n  in f in i t é s im o  en  el p u n t o  a  si l í m  f ( x )  =  0 .
«•o

S i  la  f u n c i ó n  f  es u n  i n f i n i t é s i m o  e n  el p u n t o  a  y
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l í m
f ( x )

=  k  ( f i n i t o  d i s t i n t o  d e  0 )
' * '  ( x - a ) "

se d ic e  q u e  f  e s  u n  in f in i t é s im o  d e  o r d e n  n  e n  el p u n t o  a .  s i e n d o  k ( x  —  a ) n la  p a r t e  p r i n c i p a l  d e l  i n 

f i n i t é s i m o  f  e n  el p u n t o  a. L o s  i n f i n i t é s i m o s  e q u i v a l e n t e s  t i e n e n  igual p a r t e  p r i n c i p a l .

Las funciones f : R -*  R  definida p o r  f (x )  =  x 3 -  3 x  +  2  y  g :  R - *  R  definida p o r  g (x )  =  (x  -  1)2 son infi

nitésimos en el p u n to  1 . ya que:

lím <x3 -  3 x  + 2 )  =  0  
■ -1

lím  ( x  -  1 T  =  0 
« - 1

C o m o  x =  1 es raíz de lo ecuación x 3—  3 x  + 2  = 0 .  rebajamos de grado p o r  R ufini:

1 0 - 3 2

1 1 1 - 2

1 1 - 2 L 5
1 1 2

1 2 l o

f (x> =  (x  —  1)  (x  +  2)

Las funiones f y  g n o  son equivalentes en el p u n to  1. ya que:

l ím  - í i ü l  =  ,fm =  ,,m  (x  +  2 ,  =  3  *  I
g (x )  x - 1  <x -  1)2

La función f es u n  infinitésimo de orden 2  en el p u n to  1. siendo su parte principal 3 ( x  -  I ) 2 .

L a s  e q u iv a le n c i a s  m á s  u s a d a s  s o n  :

sen x  ;  x 

tg  x x x

en 0  

e n  0

1 - e o s  x x —  e n  0

are  sen x  x  x  e n  0

are  t g  x  x  x  e n  0

l o g  (1  + x )  ^  x  e n  0

e* —  1 =  x  e n  0

a* -  1 =5 x  l o g a  e n  0  

l o g  x  x  x  —  1 e n  1

S i  f  ( x )  =  a ( i x n +  a „ _ ,  x  + . . .  +  a o . , x °  +  a , * »  es u n  p o l i n o m i o  d o n d e  n  >  p ,  a_) 5t  0  y

a _ y  0 :
f ( x )  «  a nx n e n c o  ; f ( x )  x  a o x p  e n  0

E n  e l  c á l c u l o  d e  lo s  l í m i t e s  se p u e d e  s u s t i t u i r  c u a l q u i e r  i n f i n i t é s i m o ,  q u e  esté c o m o  f a c t o r  o  d iv is o r ,  

p o r  o t r o  i n f i n i t é s i m o  e q u i v a l e n t e  o  p o r  su p a r t e  p r i n c i p a l .

( x  +  I I  (sen x )2  ( x + D - x 2  „  , ,
l ím  --------------------------------- =  l í m --------------------------=  lím (x  +  1) =  1
■•o x* arc  tg x *-*o x - x  *• o

L I M I T E S  I N D E T E R M I N A D O S .  E x i s t e n  siete t i p o s ,  e x p r e s a d o s  s i m b ó l i c a m e n t e  a s í :

1------------------------------ n i
co —  co

u

"ó ■» 0  • co 0 °  co0 r

N o  h a y  reg la s  f i ja s  p a r a  c a l c u l a r  e s to s  t i p o s  d e  l í m i t e s ,  p e r o  la  m a y o r í a  se p u e d e n  l le v a r  al t i p o  

¡o  q u e  n o s  p e r m i t e  a p l ic a r  la r e g la  d e  L ’ H o p i t a l  q u e  v e r e m o s  e n  el c a p i t u l o  1 1 .

E l  t i p o  «  - c o  ,  c u a n d o  l í m  f ( x )  =  + w  y  l í m  g ( x )  =  - c o  , se lleva al t i p o  ^  a s i :

l í m  | f f x )  —  g ( x )  ] -  l í m ( - 1  1 - )  =  K m  i

f ( x )  g f x : f ( x )  •g ( x )

o 
I o
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E l  l í m i t e  0  • co .  c u a n d o  l í m  f ( x )  =  0  y  l í m  g ( x )  =  d  . s e  lleva al t i p o  ^  así

l í m  I f ( x ) - g ( x ) l  =  l í m

g ( x )

L o s  l í m i t e s  d e  lo s  t ip o s  0 o . m °  y  1°°, se suele n  h a l la r  e m p l e a n d o  la  i g u a l d a d :  A e =  e 8 ’°°A 

E n  el c a s o  100 .  c u a n d o  l í m f { x )  =  1 y  l í m g ( x )  =  a>:

   . f l l x l  M x ) ]  U m g U l I f U I  -  l l

l í m  | f ( x )  1 =  e =  e

Itm xi ———  — 1 ) ¿------

¡ W - P )  -  '  - • * “

C O N T I N U I D A D  D E  U N A  F U N C I O N  E N  U N  P U N T O .

S ea f u n a  f u n c i ó n  real d e f i n i d a  e n  el in t e r v a l o  I C  R  . y  a  u n  p u n t o  d e  I.

Se d ic e  q u e  la  f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  e n  el p u n t o  a  sí y  s o lo  si e x iste  el l í m i t e  d e  f en a .  y  este , 

m i t e  e s  igual a  f ( a ) .

O  lo  q u e  es lo  m i s m o :  L a  f u n c i ó n  f es c o n t i n u a  e n  el p u n t o  a  si y  s o lo  si se c u m p l e n  las tre s  c o n 

d ic io n e s  s ig uie n te s :

1? L a  f u n c i ó n  f  está d e f i n i d a  e n  a ,  es d e c i r ,  e x iste  f ( a ) .

2 o-  E x i s t e  el l í m  f ( x )  .
«•o

3? l í m  f ( x )  =  f í a ) .

la f u n c i ó n  f es c o n t i n u a  e n  a  o  l í m  f ( a - h )  =  l í m  f ( a  +  h )  =  f|a)
h . o  h  .  o
n > o  h > o

L a  f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  p o r  la d e r e c h a  e n  el p u n t o  a  s í  y  s o lo  s í  e x is te  el l í m i t e  p o r  la d e r e c h a  d e  

f  en a . y  este l í m i t e  es igual a  f ( a ) .

la f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  p o r  la d e r e c h a  en a  o  l í m  f ( a + h )  =  f í a )
h  . o

  -   _

L a  f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  p o r  la  i z q u i e r d a  e n  el p u n t o  a  si y  s o l o  si e x is te  el l í m i t e  p o r  la i z q u i e r 

da d e  f  e n  a ,  y  este l í m i t e  es igual a  f í a ) .

la f u n c i ó n  f  es c o n t in u a  p o r  la  i z q u i e r d a  e n  a  o  l í m  f í a  —  h )  =  f í a )
>'*o
h > o

L a  f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  e n  el p u n t o  a  si es c o n t i n u a  p o r  la  d e r e c h a  y  p o r  i z q u i e r d a  e n  el p u n t o  a.

Sea la función f : R  — R definida p o r  f<x) o  E  íx ) .  siendo E lx )  la parte entera de x .  Veamos si la función es con. 

tinua en x =  1 :

lím f ( l  — h) =  l ím  E í  1 -  h) =  O 
h *o l « .o
h > o  n > 0

l ím  ffC 1 + h )  =  l ím  Eí 1 + h |  =  1 
n » o  n » o
h > o  h > o

f (1 )  =  E( 1) =  1

lím i n - h )  *  l ím  f l l  +  h )  =  1(1)

la función f es continua por lo derecha en el p unto  1 . no es continua por la izquierda en el punto 1 y n o e i  continua en 

el p unto  1 . www.FreeLibros.me
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Si la  f u n c ió n  f n o  es c o n t in u a  en x =  a . se d ice  q u e  a  es u n  p u n t o  de d is c o n t in u id a d  d e  f .

T r e s  casos d e  d is c o n t in u id a d  p u e d e n  presentarse:

a )  E x is te n  y  s o n  iguales los l ím ites p o r  la  derecha y  p o r  la  iz q u ie rd a  en el p u n t o  a ,  p e ro  estos lí- 

lites son d is t in to s  de f (a ) .  Se d ice  q u e  la f u n c ió n  f  t iene  u n a  d is c o n tin u id a d  evitable.

L a  f u n c ió n  g d e d u c id a  d e  f c a m b ia n d o  so la m e n te  su v a lo r  en el p u n t o  a ,  g (a )  =  l í m  f  ( x ) ,  es c o n t i -
1*1

n u a  en el p u n t o  a . Se d ice  q u e  la fu n c ió n  g se ha o b t e n id o  de la  f u n c ió n  f  p o r  p ro lo n g a c ió n  d e c o n t in u i 

dad.

La función f : R -*  R definida por f (x)  =

x - 2  si x > 2

x —  2  I si x * 2  

1 si X = 2
es discontinua en x =  2 :

Considerando que I x -  2  I =
— (x— 2 ) o  —  x 4  2  si x < 2

lim fl2 -  h) =  lfm ( -  (2  -  h) 4  2  ] =  lím h «. 0
N - o  h - o  h - o
M>o h > 0

l í m  f<2 4 - h )  =  l í m  |(2 +  h »  — 2 | =  l í m  h =  0
n . o  n . o  h*©

h > o  h > o

lim f|2 - h >  =  Ifm 1(2 4  h) *  f(2 )
n . o  n .o
» > o  n> o

la función f  no es continua en x =  2 .

I I x - 2  I si x * 2
L a  fu n c ió n  g: R - *  R d e f in id a  p o r  g ( x )  =  j  es c o n t i n u a  en x =  2

I 0  si x =  2

L a  f u n c ió n  g se h a  o b t e n i d o  d e  la  f u n c ió n  f p o r  p ro lo n g a c ió n  d e  c o n tin u id a d .

b )  Existen los l ím ites p o r  la derecha y  p o r  la izq u ie rd a  en el p u n t o  a .  p e ro  son distintos. Se dice 

q u e  la fu n c ió n  f tiene u n a  d is c o n tin u id a d  d e  p r im e ra  especie  en el p u n t o  a .

La f u n c ió n  f : R  -• R  d e f in id a  p o r  f (x |  =  x  -  E ( x | .  s ie n d o  E (x) la parte ente ra de  x ,  t ie ne en el p u n t o  x  =  2

un a d is c o n t in u id a d  de p r im e r a  especie:

If m  1(2 - h )  =  I f m  | ( 2 - h )  -  E ( 2 - h ) |  =  l í m  ( 2 - h -  1) =  1
h * o  h - o  n . o
n > o  h > o

Ifm ff2 4 h )  =  Ifm | ( 2 + h )  -  E ( 2  +  h )  ]  =  I f m  ( 2 + h - 2 )  =  0
h  « o  h . o  h . o
h > o  h > o

c )  U n o  al m e n o s, de los l ím ites p o r  la  derecha y  p o r  la izqu ie rd a  en el p u n t o  a  n o  existe o  es infi

n i t o .  S e  d ice  q u e  la  f u n c ió n  f tiene u n a  d is c o n tin u id a d  d e  segund a especie  en el p u n t o  a .

r 7
L a  f u n c ió n  f :  R - * R  de f in ida  p o r  f ( x )  =  

g u n d a  especie:

x< si x < 2
1 .  _  tiene en ol punto x n  2 una discontinuidad de se-

x -  2
si x >  2

Ifm f(2 -  h) =  Ifm (2 - h p  =  4
h*o h .o
fi>o h>o

lím f(2 4 h) =  Ifm -------    =  lím -  =  + ®
h .o  h«o (2  4 h ) - 2  h .o  h
h > o  h >o h >o
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P R O P I E D A D E S  D E  L A S  F U N C I O N E S  C O N T I N U A S  E N  U N  P U N T O .

Si f  y  g  s o n  c o n t i n u a s  e n  el p u n t o  a ,  t a m b i é n  s o n  c o n t i n u a s  e n  d i c h o  p u n t o  las f u n c i o n e s :

f  +  g ;  X f  V X e  R  ;  —  si g ( a )  *  0  ;  I f l
g

Si f  e s  c o n t i n u a  e n  el p u n t o  a  y  g es c o n t i n u a  e n  el p u n t o  b  =  f  ( a ) ,  la  f u n c i ó n  g  » f  e s c o n t i n u a

e n  a.

Si la  f u n c i ó n  f  e s  c o n t i n u a  e n  e l  p u n t o  a ,  e x is te  u n  e n t o r n o  d e  a  d o n d e  la  f u n c i ó n  e s tá  a c o t a d a .

Si la  f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  e n  e l  p u n t o  a  y  e s  f ( a )  *  0 .  e x is t e  u n  e n t o r n o  d e  a  tal q u e  la f u n c i ó n

n o  se a n u l a  e n  n i n g u n o  d e  s u s  p u n t o s  y  el s i g n o  d e  f ( x )  e n  lo s  p u n t o s  d e  d i c h o  e n t o r n o  es el d e  f ( a ) .

C O N T I N U I D A D  E N  U N  I N T E R V A L O .

L a  f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  e n  e t in te n / a lo  a b ie r to  ] a . b [  si es c o n t i n u a  e n  t o d o  p u n t o  d e  ) a , b  [ .  

L a  f u n c i ó n  f  os c o n t in u a  e n  e l  in t e r v a lo  c e r r a d o  | a ,  b j  si es c o n t i n u a  e n  el i n t e r v a l o  a b i e r t o  

] a ,  b  l  , c o n t i n u a  p o r  la  d e r e c h a  e n  el p u n t o  a  y  c o n t i n u a  p o r  la  i z q u i e r d a  e n  el p u n t o  b .

L a  i m a g e n  d e  u n  i n t e r v a l o  c e r r a d o ,  p o r  u n a  f u n c i ó n  c o n t i n u a ,  e s  u n  i n t e r v a l o  c e r r a d o .

L a s  f u n c i o n e s  p o l i n ó m i c a s  s o n  c o n t i n u a s  e n  t o d o  i n t e r v a l o  rea l.

P ( x )L a s  f u n c i o n e s  r a c io n a le s :  x  . d o n d e  P ( x )  y  Q ( x )  s o n  f u n c i o n e s  p o l i n ó m i c a s .  s o n  c o n -
Q ( x )

t in u a s  e n  t o d o  i n t e r v a l o  real q u e  n o  c o n t e n g a  n i n g ú n  p u n t o  q u e  a n u l e  el d e n o m i n a d o r .

L a s  f u n c i o n e s  t r i g o n o m é t r i c a s :  x —  s e n x .  x  —  e o s  x  s o n  c o n t i n u a s  e n  t o d o  i n t e r v a l o  d e  R .

L a  f u n c i ó n  t r i g o n o m é t r i c a  : x  —  tg  x  es c o n t i n u a  e n  t o d o  i n t e r v a l o  real q u e  n o  c o n t e n g a  n i n g ú n

p u n t o  d e  la  f o r m a  <2 k  +  1 )• ^ . s i e n d o  k  u n  n ú m e r o  e n t e r o .

L a  f u n c i ó n  p o t e n c i a l : x  - *  x a , s i e n d o  a  u n  n ú m e r o  real c u a l q u i e r a ,  e s  c o n t i n u a  e n  t o d o  i n t e r v a 

lo  d e  J O .  +  oo l  .

L a  f u n c i ó n  e x p o n e n c i a l : x  - *  a * . s i e n d o  a  >  0 .  es c o n t i n u a  en t o d o  i n t e r v a l o  d e  R .

L a  f u n c i ó n  l o g a r í t m i c a :  x  —  l o g a x ,  s i e n d o  a >  0 .  e s  c o n t i n u a  e n  t o d o  i n t e r v a l o  d e  J 0 . +  «  ( .  

T e o r e m a  d e  W e ie r t r a s s .  S i  la  f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  e n  el i n t e r v a l o  I =  1 a ,  b | ,  c e r r a d o  y  a c o t a d o

( c o m p a c t o ) ,  a l c a n z a  e n  é l ,  al m e n o s  u n a  v e z .  s u  m á x i m o  y  m í n i m o  a b s o lu t o s .

T e o r e m a  d e  lo s  v a l o r e s  i n t e r m e d i o s .  S i  la  f u n c i ó n  f  e s  c o n t i n u a  e n  el i n t e r v a l o  I ( a c o t a d o  o  n o )  

y  m  =  in f  f ( x )  y  M  =  s u p  f ( x ) ,  p a r a  t o d o  n ú m e r o  re a l  X ta l  q u e  m  <  X <  M . e x is t e  al m e n o s  u n
> £ l  x G l

x o e  I tal q u e  f ( x o )  =  X.

S i  la  f u n c i ó n  f  e s  c o n t i n u a  e n  el i n t e r v a l o  c o m p a c t o  I =  | a . b  | .  p a r a  t o d o  n ú m e r o  re a l  X c o m

p r e n d i d o  e n t r e  f  ( a )  y  f ( b )  e x is te  al m e n o s  u n  x o e l  ta l  q u e  f ( x Q )  =  X .

T e o r e m a  d e  B o l z a n o .  Si la  f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  e n  el i n t e r v a l o  (  a. b  | , t e n i e n d o  f ( a )  y  f ( b )  

s ig n o s  o p u e s t o s ,  es d e c i r .  f ( a )  - f ( b )  <  0 ,  e x is te  al m e n o s  u n  p u n t o  c  €  ) a .  b (  tal q u e  f ( c )  =  0 .

La ecuación x3 + 5 x + 2 = 0  tiene al menos u n a  raíz  real.

En electo, sea f la (unción defin id a  p o r  f (x )  =  x 3  +  5 x  +  2  . que p o r  ser u n a  función polinómica es con tin ua en R 

K — 1 ) 1  - 5  + 2  = - 4 ;  f ( 1 ) = 1  +  5 +  2 =  8 = >  1) <  0  = >

por el teorema de B olzano, al ser la función con tin ua en ( - 1 .  1 ] .  existe c €  J - 1 . i l  ,al Rue fl c * = 0 -
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PROBLEMAS

9.1 C a lc u l a r E  =  líKS
:3 -  3 x 2 +  9 x  -  2 7

x 2 -  9
( U n iv .  d e  B a d a jo z )

E l  d e n o m i n a d o r  se a n u la  para x  =  3 .

V e a m o s  q u é  v a l o r  t o m a  el n u m e r a d o r  p a r a  x  =  3 . A p l i c a n d o  R u f i n i :

de d o n d e :

, 2

1 -  3 9 -  27

3 3 0
27 => x 3—  3 x 2 +  9 x  ■- 2 7  =

1 0 9 Lo

E  =  l ím
(x -  3 )  ( x 2 +  9 )  x 2 + 9 9  4 - 9

« - 3 ( x  +  3 )  ( x  - 3 )  . - 3 X + 3 3 4 - 3

D e te r m in a r  a  p a ra  q u e  se v e r if iq u e

l ím  ( V x 2 +  a x  +  1  - x )  =  2

M u l t i p l i c a n d o  y  d i v i d i e n d o  p o r  la  c o n ju g a d a  d e  la e x p r e s ió n  e n tr e  p a ré n te sis ,  y  c o n s i d e r a n d o  q u e  

I A +  B )  ( A - B )  =  A 2 -  B 2 :

K m  ( v / x ’  +  a x + l  -  x )  =  l í m  !.^  +  a *  +  1 1 +_ » > =

( x 2 +  a x  +  1 )  —  x 2 „
=  l i m  ---------------------------------------------  =  l im

■ ~ r

V x 2 +  a x  4 - 1  4- x 

a x  +  1

+  a x  +  1 +  x \ / x 2 +  a x +  1 +  x

(d i v id ie n d o  n u m e r a d o r  y  d e n o m i n a d o r  p o r  x )

=  l ím
o **oo

a  +  —
X a  +  0

J
=  1 = 2

sj\ + 0 + 0 + 1 2
a  =  4

x  x 2
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M u l t i p l i c a n d o  y  d iv id ie n d o  p o r  la  c o n ju g a d a :

c  „  v ^ l V T + ' a  +  ^ K N r a - v x )  „  v ’x  ( x  +  a  —  x )  a V l T
b =  l i m  -----------------------------------------------------------------------------  =  l i m    =  l ím   —

***~ V x T I  +  s / 7  v  x  +  a  +  >/x v / ^ + a  +  V x

d iv id ie n d o  n u m e r a d o r  y  d e n o m i n a d o r  p o r  > / x " :

E  =  lím

C a lc u l a r  el l ím it e  d e  la  f u n c ió n

f(x) = h n f n

al t e n d e r  x  re s p e c t iv a m e n te  h a c ia  0 ,  1 y  +  “ .

S i  x  t ie n d e  hacia 0  t e n e m o s  u n  l ím it e  d e l t ip o

De e o s  (a  +  b )  =  eos a eos b  -  sen a sen b . h a c ie n d o  a =  b  =  ^  :

e o s  x =  eos2 |  -  sen2 |  =  1 -  sen2 |  = >  1 -  eos x =  2  sen2 |  :

2  s e n 2 ^  ,  sen £  o

lím f(x) = |fm ---- -— -  = K m  U  = 1.1
« • o  **o x 2 « - o  2 \  x  /  2

2 _  1  

2 
2

Si x t ie n d e  h a c ia  1 n o  te n e m o s  in d e t e r m in a c ió n :

K m  f ( x )  =  K m  - — = J— c o s j  _ } _  QQS } (se e n t ie n d e  c o s e n o  d e  u n  ra d iá n )  
«* 1  « . i  x 2 i

Si x  t ie n d e  h a c ia  i n f i n i t o , c o m o  V x :  eos x <  1 , el n u m e r a d o r  d e  f l x )  está a c o t a d o ,  y

el d e n o m in a d o r  t ie n d e  a i n f in i t o ,  luego el l im it e  es 0 .

„ C a lc u la r  E  =  l í m  e< +  560 *

0 , , + C O S X  ( U n i v . d

A l  e x is t ir  u n a  e x p r e s ió n  e x p o n e n c ia l ,  c u a n d o  nos d ic e n  q u e  x  -  ®  . h a b rá  q u e  d i f e r e n c i a r , al cal

c u la r  el I Im it e ,  c u a n d o  x  t ie n d e  a + * >  o  -  a > .

Para x  - »  + ® .  t e n e m o s  u n  l ím it e  d e l t i p o  D iv id i e n d o  n u m e r a d o r  y  d e n o m in a d o r  p o r  e ‘ :
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1 +
s e n  x

E  =  l í m
K«*00

1 +

i _  =  i ± o .  m  
1 + 0  1 1e o s  x

y a q u e  l í m  —  x  =  0  p o r  t r a t a r s e  d e l  c o c i e n t e  d e  u n a  e x p r e s i ó n  a c o t a d a ,  —  1 í  s e n  x  <  1 ,  p o r  o t r a  

q u e  t i e n d e  a i n f i n i t o .  L o  m i s m o  o c u r r e  c o n  l í m  c o s x  =  0 -
K— oa g «

P a r a  x  —  —  a> . h a c i e n d o  e l  c a m b i o  x  =  —  t ,  p a r a  x  —  —  c o . t  - * • + < » :

E  =  l í m

—  -  s e n  t
_______

e - ’  +  e o s  ( — t )  - L  +  c o s t

e _ l  +  s e n  - t ¡
=  l í m

  s e n  t

e n  u n  e n t o r n o  d e  + » :  — ----------- —  .

- L + c o s t  0 + C O S t  
e*

i n t e r v a l o  | -  c o,  +  co | , l o  q u e  n o s  d i c e  q u e  n o  e x i s t e  e l  l i m i t e  p e d i d o .

*  - — 1 =  -  t g  t .  t o m a n d o  t g  t t o d o s  l o s  v a l o r e s  de l

9.6 C a l c u l a r E  =
■i / 2 x  +  3  \

=  » m   --------- --
.  2 x  —  1 /

E s  u n  l í m i t e  d e l  t i p o  Y

E  =  e A .  s i e n d o  X =  l í m  (  —  1 )  x  =  l í m
* ~ « ' 2 x - 1  1  — ~  2 x —  1

2 x  +  3 - 2 x  +  1 . x  =  |fm 4 x

2 x  -  1

-  l í m
2 -  1  2  —  0

=  2  = >  E  =

C a l c u l a r  el v a l o r  d e  la  c o n s t a n t e  c  p a r a  q u e  el l í m i t e  d e  la  f u n c i ó n

x  +  3  cx

sea e  al t e n d e r  x  h a c ia  +  co .

E s  u n  l i m i t e  d e l  t i p o  1°°:

l í m  f ( x )
X **°0

e \ s i e n d o X  =  l í m  (  _  ] \ c x
oo '  X  I

l í m
. + * 0 0

3 c x

x
=  3 c

l í m  f ( x ) =  e 3c =  e
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9.8 C a l c u l a r  E  =  I f m  ( - L t S i f * *
M  ~ sen x /

( U n i v .  d e  M a d r id ,  1 9 9 1 )

E s  u n  l í m i t e  d e l t i p o  1'°°

1 +  tg  x v i  1 + t g x - l  - s e n x
E e X ; s i e n d o  X =  l í m  (  —  1 )  — - —  =  l ím ,

, . Q’  \ l + s e n x  • s e n x  « - o 1 +  sen x  s e n  x

_ 1  

c

k + o ’  1 +  sen x  «*'o* sen x 1 +  0  ñ*o
l i m  _ ! ---------------- „  « 9 K - á . h x =  i  u  s a s _ L  = 1 . 2  = 0  = >  e  =  e°  =  |7 ]
«•o* 1 +  s e n  x  x - o  s e n x  1 +0  , . Q* 1 1 L - 1

9 .9  P r o b a r  q u e  la  f u n c ió n  f  d e f in id a  p o r

. . .  x 2 — 1
f ( x )  =

x 3 +  7 x  —  8

n o  e s  c o n t in u a  e n  x  =  1 . In d ic a r  q u é  t i p o  d e  d is c o n t in u id a d  se p re s e n ta  e n  d ic h o  p u n t o .

(U n i v .  d e  L a  L a g u n a - T e n e r i f e )

L a  f u n c i ó n  n o  es c o n t i n u a  en x  =  1 p u e s t o  q u e  e n  e s te  p u n t o  n o  e x is te  la  f u n c i ó n ,  el d e n o m i n a  

d o r  se h a c e  0  y  la  d i v i s i ó n  p o r  0  n o  e x is te .

..................................................  (1  —h ) 2 —  1 _ 1 — 2  h  + h 2 —  1  . _
l í m  f (  1 —  h )  =  l í m ----------------------------------------------------   l í m       -
í > o  h>°o d  — h ) 3 +  7 ( 1  — h )  — 8  hh * °  1 —  3 h  +  3 h  — h  + 7 — 7 h  — 8

,  I f m  - 2 h  +  h i  -  =  K m  ~ 2  +  h  =  =  1
Í J . "  —  1 0 h  +  3 h 2  —  h 3  — 1 0  +  3 h  — h 2  ~ 1 0  5

l l m f ( 1 + h ) =  l(m d  +  h)2- l  =  lím ----------L ± 2 J l± h iz J ------------------
h > o  í > c  (1  + H ) 3 + 7 (1  +  h | — 8  1 + 3 h + 3 h 2  +  h 3 + 7  +  7 h - 8

=  , ( m  _ 2 h ± í ! _  =  , r m  . . 2 .t h _  =  - 1  =  1

¡¡5>0  1 0 h + 3 h 2 + h 3  1 0 + 3 h  +  h 2  1 0  5

C o m o  lo s  l í m i t e s  p o r  la  d e r e c h a  y  p o r  la  i z q u i e r d a  s o n  ig u a le s ,  la  f u n c i ó n  f  t i e n e  e n  x  =  1 u n a  

d i s c o n t i n u i d a d  e v i t a b le .
x 2 -  1

L a  f u n c i ó n  g :  R  -*  R  d e f i n i d a  p o r  g ( x )  =

si x  *  1

si x  =  1

x 3 +  7 x  — 8

1  

5

es c o n t i n u a  e n  x  =  1

L a  f u n c i ó n  g  se h a  o b t e n i d o  d e  la  f u n c i ó n  f  p o r  p r o l o n g a c i ó n  d e  c o n t i n u i d a d .
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9.10 Estudiar  la  c o n tin uid a d  de la funció n  f :  R  -* R  , definida p o r  f ( x )  =  x  -  E ( x ) .

E l x )  d o iign a  la " p a r t e  entera d e  x " ,  e i t o  « .  el m a y o r  e n te ro  m e n o r  o  igual que x .

F U N C I O N E S  N U M E R I C A S  D E  U N A  V A R I A B L E  R E A L  -  L I M T E S  -  C O N T I N U I D A D  255

(U n iv . de  M a d rid )

Si a e Z :  l ím  f (a  —  h )  =  l ím  í (a  —  h )  —  E (a  —  h ) l  =  l ím  l a  — h  —  ( a — 1 ) )  =  Ifm (1 - h )  =  1
h » o  n « o  h » o  h . o
a > o  h > o

l ím  f(a +  h) =  l ím  |(a +  h )  -  E (a  +  h ) )  =  l ím  (a  +  h  - a )  =  lím h =  0
n * o  h * o  h . o  h . o

h >  o  h > 0

c o m o  los límites p o r  la derecha y  p o r  la izquierda n o  son iguales, la  fu n c ió n  n o  es co n tin u a  en e l p u n to  

a . si a  es u n  n ú m e ro  entero.

Si a (¿  Z .  sea a =  b  +  k ,  siendo b  u n  n ú m e ro  e n te ro  y  0  <  k <  1 :

lím f (a  -  h»  =  l í m  ( (a  - h> —  E (a  —  h ) )  =  l ím  ( ( b  +  k - h )  -  E ( b  +  k - h > )  =  l ím  ( b  +  k - h - b )  =  k
•o h . o '  '  h . o  '  h . oi

h > o h >  o
• o 

h >  o
h . o
h > o

l ím  f (a +  h> =  l ím  ( ( a +  h )  -  E ( a + h ) )  =  l í m  í ( b  +  k  +  h )  -  E ( b  +  k +  h ) ) =  l ím  ( b  +  k  +  h - b )  =  k
I . . 0  h . o  h . o  '  h . o». . 0

h >o
h . o
h > o h > o

o 
h >  o

f (a )  =  f ( b +  k l  =  ( b  4- k )  -  E ( b 4 - k )  =  b  +  k - b  =  k  

c o m o  l ím  f ía  —  h )  =  Ifm f (a +  h )  =  f  ( a ) , la  fu n c ió n  es co n tin u a  e n  e l  p u n to  a ,  s i  a  n o  es u n  n ú m e ro
h . o  h . 0

h > o  h >  o

entero.

9.11 Hallar a y  b  de m o d o  q u e  la siguiente funció n  sea co n tin ua :

a (x  — 1 ) ? para x < 0

f ( x )  = sen I b 4 - x )  ** 0 < x < » r

2  -  x > H

(U n iv . de  ta L a g u n a  -  Tenerife)

S ó lo  h a y  pro b le m a  de c o n tin uid a d  en los punto s x =  0  y  x  =  i r ,  en los qu e  cambia la fo rm a  de la 

función, pues en los demás p u n to s  la funció n  está definida p o r  expresiones polinómicas. t r igonom étri 
cas y  racionales.

La función será co n tin u a  en x =  0  si: l ím  f ( 0  +  h )  «= l ím  f < 0 - h ) = f | 0 ) :
h « o  h * o
h  >  o  h > o

l ím  f  ( 0  +• h )  =  l ím  sen ( b  4- h) =  sen b
h*o h -o
h > °  n > o

lím  f ( O - h )  =  l ím  a ( - h - 1 ) 2 = ah «o h*o
H > o  h > o

f  (0 ) =  a (0  -  1 ) 2 =  a

a l x - 1 ) 2 f ( x )  =  sen (b 4 -x ) f ( x ) =  -
X

L a  fu n c ió n  será con tin ua en x =  0  s i :  s e n b  =  a  (1)
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L a  f u n d ó n  será c o n t i n u a  en x  =  n  s i :  l í m  f ( i r  +  h )  =  l í m  f ( s r - h )  =  f ( w ) .
h - o  h - o

h > o  h  > o

l í m  +  h )  =  l í m  =  -  =  1
h *o h *o K  -f  h  n
h > o  h > of
l í m  f  (w —  h )  —  l í m  sen | b  +  (?r —  h )  ) =  sen ( b  +  ir) 
h — o  h  * o
h > o  h > o

f  (íT) =  í  =  1 
Jr

L a  f u n c i ó n  será c o n t in u a  en x =  ir s i : sen ( b  +  i r ) =  1 b  +  ir =  2 k i r  +  £

b  =  ( 2 k - 1 ) i r + |

L l e v a n d o  este v a lo r  a ( 1 ) :  a  =  sen ( ( 2 k  —  1 ) *  +  ^  )  =  —  1 a =  -  1

9.12 E s tu d ia r  e n  el c a m p o  real la  c o n t in u id a d  de la f u n c ió n  f  d e f in id a  p o r

— - —  p a ra  x <  0
f ( x )  = e* +  1

x 2 + 1  "  x  >  0

V a < 0 :  l í m f  (a +  h )  =  l í m
h - o  h - o  •*h ¿  i  “ j ,  ih > o  e +  i e +  1

=  f (a ) la f u n d ó n  es c o n t in u a .

V a  <  0 :  l í m  f ( a  +  h )  =  l í m  f  (a +  h ) 2 +  1 1 =  a 2 +  1 =  f ( a )  = >  la  f u n c ió n  es c o n t in u a ,  
h - o  h - o

E s t u d io  de la  c o n t in u i d a d  en x =  0 :

l í m  f ( 0  — h )  =  l í m  -  e° h
h - o  h - o  o - h  , ,
h > . o  h  > o  e  T  1 +  1

1 _1
1 +  1 2

l í m  f ( 0 + h )  =  l í m  r (0 +  h ) 2 +  1 | =  1
h — o  h — o
i > o  h > o

l í m  f ( 0 — h )  *  l ím  f ( 0  +  h; 
h - o  h - o

h >  o  n > o

la f u n c ió n  n o  es c o n t in u a  e n  x  =  0 .

D e  t o d o  lo  a n te r io r  re s u lta  q u e  la f u n c i ó n  es c o n t in u a  en el c o n j u n t o  R  —  {  0  }

9.13 D e t e r m i n a r  los n ú m e ro s  reales a y  b .  p a ra  q u e  la f u n c ió n  f  d e f in id a  en R  p o r :

f ( x )  =  a e  * +  b c o s x .  s i x < 0 ,

f ( 0 )  =  6 .

f ( x )  =  3 a  +  b ( x —  1) .  si x >  0 .

( U n i v .  V a l l a d o  l i d .  1 9 9 1 )
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fon* v  fon X
H a y  p r o b le m a  de c o n t in u i d a d  e n  x  =  0 .  pu e s  las e x p re sio n e s ------------  y  — —  n o  e x is te n  para

X  X

X  =  o .

w n * » 0 - n )

l í m  f ( O - h )  =  l í m  ( a e  ° ' h +  b  eos ( 0 - h )  )  =  a e
i * o  h  * o  '  '

l í m  W "  C— I » I • l í m  
h *o h * o
h > o  h > o

»n <-h)

h - o
h > o

h *o 
h > o

+  b  l í m  e o s  ( —  h )  ■  a e °  * +  b -1 =  a e ° + b  =  a +  b
h *o 
n > o

l í m f f O  +  h )  =  l í m  ( 3 a  +  +  h -  1 ) )  =  3 a - 1 +  b ( -  1 )  =  3 a  -  b
h - o  h -o  '  O  +  n  •
h > o  h > o

L a  f u n c ió n  será c o n t in u a  e n  x =  0  si se v e rif ica  :

i a  +  b  =  6
l ím  f ( O - h )  =  l í m  f ( 0  +  h )  =  f 10) = > a  +  b = 3 a - b  =  6 = >  = >
h - o  « - o  \ 3 a - b  13 6
h > o  h > o

4  a =  12 . a =  3  ;  b  =  6 - a  =  6 - 3  =  3  ; b = 3

U s a n d o  el te o r e m a  d e  B o lz a n o ,  d e m o s tr a r  q u e  la  ecuación

x 3 +  x  —  5  =  0  

al m e n o s  u n a  s o lu c ió n  x o tal q u e  1 <  x q <  2 .

(U n iv .  d e  B a rc e lo n a )

L a  f u n c ió n  f :  | 1 , 2 |  —  R  d e f in id a  p o r  f ( x )  =  x 3 + x - 5  es c o n t i n u a ,  y a  q u e  es u n a  f u n c ió n  

p o l in ó m ic a .
f  ( 1 )  =  1 +  1 -  5  =  - 3 < 0

f ( 2 )  =  8  +  2 - 5  =  5  >  0

Si la f u n c i ó n  f  es c o n t in u a  e n  el in te rva lo  ( 1 , 2 )  y  f ( 1 ) - f ( 2 )  <  0 .  el te o r e m a  d e  B o l z a n o  n o s  dice

q u e  existe al m e n o s  u n  n ú m e r o  real x 0€  11, 2 [ tal q u e  f ( x o ) = 0 ,  o  lo  q u e  es lo  m is m o ,  existe al m e n o s

u n a  ra iz  xQ d e  la e c u a c ió n  x 3 +  x  -  5  =  0  tal q u e  1 <  x 0 >  2 .

1 5  ¿ S e  p u e d e  a f irm a r  q u e  la  f u n c i ó n  f ( x )  =  x 3 +  x 7 -  7  x  +  1 c o r t a  al e je  d e  abscisas en al m e -  

u n  p u n t o  d e l in te rva lo  J - 1 . 0 [  ? ¿ Y d e l j 1 . 0 [ ?
(U n iv .  d e  L e ó n )

f ( _ 1 j  = _ 1  +  1 — 7 ( — 1)  +  1 =  8  ;  f ( 0 )  =  1 ; f ( 1 )  =  1 +  1 - 7  +  1 =  - 4

L a  f u n c i ó n ,  p o r  ser p o l in ó m i c a ,  es c o n t in u a  en el in te rv a lo  [ 0 , 1 ] ,  s iendo ade m á s f  ( 0 )  - f  ( 1 )  <  0 .

El te o r e m a  d e  B o l z a n o  n o s  d ic e  q u e  e x iste  al m enos u n  p u n t o  c €  ) 0 , 1 (  tal q u e  f (c )  =  0 .  E s t o  im p l ic a  

q u e  la  gráfica d e  la  f u n c i ó n  c o r ta  al e je  d e  abscisas al m e n o s  en u n  p u n t o  del in te rv a lo  j  0 .  1 ( .

N o  se puede a f irm a r  q u e  la gráfica c o r te  al eje d e  abscisas e n  u n  p u n t o  d e l in te rv a lo  j — 1 , 0 [ .  pues 

a u n q u e  la f u n c ió n  es c o n t in u a  e n  [ - 1 , 0 | .  n o  se v e rif ica  q u e  f ( — 1)  - f ( 0 )  <  0.

www.FreeLibros.me



2 5 8  F U N C I O N E S  N U M E R I C A S  D E  U N A  V A R I A B L E  R E A L  -  L I M I T E S  -  C O N T I N U I D A D

9.16 ¿ P u e d e  e x is t ir  u n a  fu n c ió n  f ,  a c o ta d a  e n  | 1 . 3 ] ,  c o n  f ( 1 ) < 0 ,  f  ( 3 )  >  0 .  y  t a l  q u e  n o  e x is 
ta c e j 1 . 3 [  c o n  f ( c )  =  0 ?

( U n i v .  d e  L e ó n )

Si la f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  en e l  i n t e r v a l o  1 1 . 3 ) .  al  s e r  f ( 1 )  <  0  y  f  ( 3 )  >  0 .  e x is t irá  al m e n o s  

u n  c  €  ( 1 ,  3 ) ,  ta l  q u e  f ( c )  = 0 .  ( T e o r e ^ ^ l e  B o l z a n o ) .

Si la  f u n c i ó n  f  n o  es c o n t i n u a  e n  ( 1 , 3 ] ,  n o  t ie n e  p o r  q u é  c u m p l i r s e  d i c h a  p r o p i e d a d .  P o r  e j e m p l o ,  

la f u n c i ó n  f :  [  1 ,  3 ]  —  R  d e f i n i d a  p o r

f ( x )  =
- 1  si  x  6  ( 1 , 2  ]

1 si x € ] 2 ,  3|

n o  e s  c o n t i n u a  e n  x = 2 .

N o  e x is te  c 6 | 1 , 3 |  tal  q u e  f ( c ) = 0 .

9.17 S e a n  F y G  d o s  fu n c io n e s  c o n t in u a s  e n  | a ,  b  ]  y  ta le s  q u e  F ( . )  >  G (a )  y  G (b )  >  F (b J .

( U n i v .  d e  C a n t a b r ia i  y  ( U n i v .  d e  M u r c ia !

S i  las f u n c i o n e s  F y G  s o n  c o n t i n u a s  e n  el i n t e r v a l o  | a , b  j , la  f u n c i ó n  E  =  F  — G  es c o n t i n u a  

e n  ( a ,  b ) .

F  ( a )  >  G ( a )  = >  E ( a )  =  F ( a )  -  G ( a )  >  0  ; G ( b )  >  F ( b )  = >  E ( b )  =  F ( b )  —  G ( b )  <  0

Si la  f u n c i ó n  E  =  F - G  es c o n t i n u a  e n  el in t e r v a l o  [ a , b j  y  v e r i f ic a  q u e  E  la )  >  0  y  E ( b )  <  0 .

e x iste  a l  m e n o s  u n  p u n t o  t €  |a, b  [  e n  el q u e  E ( t ) =  0 , o  sea:

3 t  €  J a ,  b |  /  E ( t )  =  F ( t )  —  G ( t )  =  0  = >  F ( t ) = G ( t )

E s t o  i m p l i c a  q u e  las g rá f ica s  d e  las d o s  f u n c i o n e s  se c o r t a n  al m e n o s  e n  u n  p u n t o  t e  ja ,  b | .

9.18 P ro b a r q u e  las  g rá fic a s  d e  f ( x )  =  l o g  x  y  g ( x )  =  e

lo c a liz a r lo  a p ro x im a d a m e n te .

( l o g  =  l o g a r i t m o  n e p e r i a n o )

( U n i v .  C a s t illa  —  L a  M a n c h a  1 9 9 1 )

L a  f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  p a r a  V x  >  0  y  l a  f u n c i ó n  g p a r a  V x  e  R .  

C o n s i d e r e m o s  l a  f u n c i ó n  F  d e f i n i d a  p o r  F  ( x )  =  l o g  x —  e  ' :

- i
F ( 1 )  =  l o g  1 -  e =  0  —  —  <  0  ; F ( e ) = l o g e - e  = 1    >  0

s ie n d o  F  c o n t i n u a  e n  el i n t e r v a l o  ( 1 .  e ) .

S e g ú n  el t e o r e m a  d e  B o l z a n o ,  e x is te  a  G  11. e (  tal q u e  F ( a )  =  0 .

F  ( a )  =  0  = >  l o g  a —  e ~ * =  0  = >  l o g  a =  e a = >

las g rá f ic a s  d e  f ( x )  =  l o g x  y  g ( x ) = e _ * se c o r t a n  e n  u n  p u n t o  d e l in t e r v a l o  a b i e r t o  ) l , e f .
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■ i9 . 1 9  P ro b a r q u e  la  e cu a c ió n

x 3 +  a x 2 +  b x  +  c  =  0

tie n e  s ie m p re  a lg u n a  s o lu c ió n  real.

¿ E s  ta m b ié n  e s to  c ie rto  p a ra  x 4 + a x 3 + b x 2 +  e x  +  d  =  0  ?

(U n iv .  d e  S e v illa , 1 9 9 1 )

L a  f u n c ió n  f :  R - R  d e f in id a  p o r  f ( x )  =  x 3 + a x 2 + b x  +  c  es c o n t in u a  p o r  ser u n a  f u n c ió n  p o  

in ó m ic a .

f(x) .  x» ( ,  + i  +  A  + e. )  ^

l í m  f  ( x )  =  +  co ( 1  +  0 +  0  +  0 )  =  +  ®  ; l í m  f ( x )  =  - a >  (1 +  0  +  0  +  0 )  =  - «
« . . « >  * * - o °

esto i m p l ic a  q u e  existe u n  n ú m e r o  M  s u f ic ie n te m e n te  g ra n d e  tal q u e  f ( — M ) - f ( M )  <  0 ,  y  p o r  el te orem a 

d e  B o lz a n o .  al ser la f u n c i ó n  f  c o n t in u a  e n  [ - M ,  M |  y  ser f | - M ) f | M )  <  0 .  e x iste  c  G  ) - M ,  M  [ tal q u e  

f ( c )  =  0 .  O  sea q u e  la e c u a c ió n  f ( x )  =  0  t iene  p o r  lo  m e n o s  u n a  raiz  real.

L a  f u n c ió n  g  : R  —  R  d e f i n i d a  p o r  g ( x ) =  x 4 +  a x 3 +  b x 2 +  e x  +  d  es c o n t in u a .

g ( x )  =  x 4 (  1 +  a-  +  - k -  +  - C -  +  )  = >  l i m g ( x )  =  + w  , l i m g ( x )  =  + ®
'  X  w 3  w4  '  x * . »  x * - o o

X  X  X

N a d a  p o d e m o s  asegurar so b re  si g ( x )  =  0  t iene  o  n o  raices reales.

9 . 2 0  C a lc u la r a para q u e  exista  y  sea f in ito

E  =  l lm  ( ( x 2 +  x ) ’  —  x )
«•«*>

P a ra  ese v a lo r d e  a . c a lc u la r  d ic h o  lím ite .
(U n iv .  d e  S e v il la , 1 9 9 1 )

E  =  l í m ( [  x < x  + 1 ) ] “ - x )  =  l í m  ( x “ |x +  1 ) "  —  x )  (1 )
X~<B '  > *»•<» '

C o n s id e r a n d o  el de s a rro llo  d e l  b i n o m i o  d e  N e w t o n :

(x +  y ) ' = x '  +  ( * ) x - ’V +  ( “ ) x - V +  "

a l a -  1)  » - 2  f  .
x* +  a x * +  3 ía —  11

2 ! x  2 x2

x2 -  , a l a -  1) x ^ +  • • • )  12)
x  2 2X /

,  x J < H > X
+  •••) =  l í m  ( 1 - 1 1  +

2  x 2 X2 1  '  2 82

-  si 2 a  =  1 +  h ,  s ie n d o  h  >  0 ,  la e x p re s ió n  ( 2 )  q u e d a  d e  la  f o r m a :
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E  =  l í m  +  +  + . • • ) , . í m  x ’ *h ( l - l + a L  +
k+ . « '  x  2  x 2 '  «**°° x  x

=  + c o ( 1  —  0  +  0  +  0  +  - -  - )  =  +  «

-  si 2 a  =  1 - h ,  s ie n d o  h > 0 ,  la  e x p r e s ió n  ( 2 )  q u e d a  d e  la  f o r m a :
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E  -  l í m  ( « ' " " - x  +  a  x ' ' "
X »  « O O

+  •••) =  l í m  x ( x  h - 1  +  a ^ h+  
K..OO '  x

=  l í m  x ( —  —  1 +  a — —  +
x * « o o  '

? x 2

1 . a (a  —  1)  1

x -  x 1 2  x2^

D e  t o d o  lo  a n t e r io r  re s u lta  q u e  la  s o l u c ió n  p e d id a  e s :

)  =  + ®  <0 —  1 + 0 + 0  +  - * * )

a  =  1 E  =  1
2 2
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C A P IT U L O  1 0

DERIVADAS

D E R I V A D A  D E  U N A  F U N C I O N  E N  U N  P U N T O .

Sea la f u n c i ó n  f  d e f i n i d a  e n  u n  e n t o r n o  d e  x  .O

S e  l l a m a  i n c r e m e n t o  d e  la  f u n c i ó n  f  e n  el p u n t o  x o a :

A y o =  f ( x o +  A x ) - f ( x o )

L a  f u n c i ó n  f  e s  d e r i v a b l e  e n  e l  p u n t o  x q  si e x i s t e  e l  l í m i t e  d e

f ( x ) - f ( x )
c u a n d o  x  t i e n d e  a

x  —  x .
V

Si la  f u n c i ó n  f  es d e r iv a b l e  e n  el p u n t o  x q  .  al l í m i t e  a n t e r i o r  se l la m a  d e r iv a d a  d e  la  f u n c i ó n  f  en

•o Vdx)-0. OPOr ÜT,’ «
el p u n t o  x  .  Se s i m b o l i z a  p o r  f ' ( x  ) .  o  p o r / —  )  o  p o r  D f ( x  ) :

í - ( x )  =  ( 4 í )  =  D f ( x  I  =  K m
° ' d x ' x -  ° « * «

l í m
f ( x ) - f ( x  J

X  -  X .

Si x  =  x o +  A  x0 .  la  d e r iv a d a  d e  f  e n  el p u n t o  x Q se p u e d e  e x p r e s a r  a s í :

f ’ ( x  ) =  l í m
°  A *o*°

f  ( x _  +  A x )  - f ( x j

A x .

P ara  f a c i l i t a r  la  e s c r i t u r a  h a r e m o s  A x o =  h ,  c o n  l o  q u e  t e n d r e m o s :

f ' ( x  )  =  l í m
f ( x  + h )  f ( x  )

h - o

Hallemos la derivada de la función f :  R - * R  definida p o r  f|x) =  x 2 en el p unto  xQ =  a :

. . .  . fía +  h )  —  f(a ) (a  +  h ) 2 - a 2 a2 + 2 a h + h 2 - a 2 „  0
f (a )  =  lím ------------------------------  =  lím ---------------------------  =  l ím    =  lím (2  a +  h )  =  2  a

h *° h h - o  h  h -o  h h -o

L a  f u n c i ó n  f  es d e r iv a b le  p o r  la  d e r e c h a  ( r e s p e c t i v a m e n t e  p o r  l a  i z q u i e r d a )  si e x is te  el l í m i t e  p o r  

la  d e r e c h a  ( re s p .  p o r  la  i z q u i e r d a )  d e  —   c u a n d o  x  t ie n d e  a x  .  L a  d e r iv a d a  p o r  la  d e r e c h a
x  X o

la  s i m b o l i z a r e m o s  p o r  f ' ( x Q’ )  y  la  d e r iv a d a  p o r  la  i z q u i e r d a  p o r  f ' ( x o“ ) ,  o  b ie n  p o r  f ' ( x 0 )* y  f ' ( x o ) — :
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f ' ( x ; > =  l í m  
h . o  
h > o

f ( x o +  h )  —  f ( x o )

h

f '<Xo~ ) =  l í m  
h . o
h > o

f <x o ~  h )  -  f ( x 0 )

- h

P ara  q u e  la  f u n c i ó n  f  sea d e r iv a b le  e n  x q . es n e c e sa rio  y  s u f ic ie n te  q u e  f  sea d e r iv a b le  p o r  la  d e 

re c h a  y  p o r  la  i z q u i e r d a  e n  x o  y  q u e  f ' ( x ¡  )  =  f ' ( x ~  ) .  Se t e n d r á  e n  este c a s o  q u e  f ' ( x o )  =  f ' ( x ¿  ) =

-  nxo-).
Veamos si es derivable en los punto» 0  y - 1  la función f :  R —  R definida por

f (x) =

sen x 

x2 

— 2 x —  1

para x >  0

"  0  >  x >  -  1

•' -  1 >  x

n o * ¡ lím
h*o

h > o

f(0 +  h )  -  f(0)
lím
h . o
n > o

sen h -  sen 0
lím
h - o

sen h
lím -  = 1 
t i .o  h

f'IO ) =  lím 
h . o
h > o

f (0 * l  * r ( ( T >

f (0  -  h) —  f(0| 

- h
lím
h .o
h > o

( -  h) —  ton 0

- h
-  l ím  ------  = l ím  ( -  h)

h .o  — h n . o

la función f  n o  os derivable en 0.

f ' ( - f )  =  lím 
h . o

h > o

f ( _  I ) l - 1 + h » 2-  | - 2 ( - 1 | - 1 |
K m -------------------------------------------------
h - o  h
h > o

lím
h . o
h > o

i  — 2h +  h -  1
=  l í m  ( - 2  * - h )  »  - 2  

h . o

f ' l - f )  =  lím 
h . o  
h > o

f ( - 1  —  h) -  f ( -  1,
l í m

- h  h . o  - h
h > 0

= >  la función es derivable en - t .  siendo f ' ( - 1l  = - 2 .

[ —  2  ( — 1 —  h )  -  t  ] -  ( - 2 1 - 1 )  -  1]

f’ ( - T )

I f m  Í Í
h . o  _ h

Si la  f u n c i ó n  f  es d e r iv a b le  en el p u n t o  x o es c o n t i n u a  en d i c h o  p u n t o .  E l  r e c íp r o c o  n o  es c ie r t o ,  

la f u n c i ó n  f  p u e d e  ser c o n t i n u a  e n  u n  p u n t o  x q  y  n o  ser d e r iv a b le  en él.

La función del ú ltim o ejemplo es continua en el p unto  0  y  no es derivable en dicho punto.

I N T E R P R E T A C I O N  G E O M E T R I C A  D E  L A  D E R I V A D A

Sea ( C )  la c u r v a  d e  la  f u n c i ó n  f  r e s p e c to  de 

u n  siste m a  d e  re fe r e n c ia  o r t o n o r m a l .

L a  t a n g e n te  en A o es la  p o s ic ió n  l ím it e  (si ex is 

te )  d e  la  secante A q  A  c u a n d o  el p u n t o  A  t ie n d e  h a 

cia A q  s o b r e  la  c u r v a  ( C ) .

C u a n d o  A  t ie n d e  h a c ia  A q  so b re  la  c u r v a  ( C ) . 

x  t ie n d e  hacia x o# y  el á n g u l o  o j  q u e  f o r m a  la r e c -  

te  A o A  c o n  el e je  O X  t ie n d e  h a c ia  el á n g u l o  a  q u e  

f o r m a  la t a n g e n te  e n  A  c o n  el eje O X .

l í m  i g  co =  l ím

A * 0 *° A x 0*°

f ( x o +  A x o ) - f ( x o ) 

A x ,

f (x Q + A x 0) 

A Vo= f <x o + ^ x o ) - , <x o)

f ( x J  -

x = x 0 + A x 0

=  f ' ( x o )  =  t g a
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o  sea q u e  la  d e r iv a d a  d e  l a  f u n c i ó n  f  e n  el p u n t o  x q  e s  igual al c o e f i c i e n t e  a n g u l a r  d e  la  t a n g e n t e  a  la 

c u r v a  d e  f  e n  el p u n t o  A ( x o , f ( x Q ) ) .  L a  e c u a c i ó n  d e  d i c h a  t a n g e n t e  es:

y  - f ( x o )  =  f ' ( x o )  - ( x - x o  )

Cálculo de la ecuación de la tangente a la curva y  ■  x 3 +  3 x 2 -  6  en el p unto  de abscisa x  =  2 : 

f ( x )  =  3 x 2 4- 6 x  ;  <‘ <2J =  3 - 2 2 +  6 - 2  =  24 ;  f<2) =  2 3  +  3 - 2 2 -  6  =  12 

de donde, la  ecuación de la tangente es: y  —  12 =  2 4  ( x  —  2)

E l  á n g u l o  b a j o  el q u e  se c o r t a n  d o s  c u r v a s  e s  igual al á n g u l o  q u e  f o r m a n  s u s  ta n g e n t e s  e n  el p u n t o  

d e  c o r t e .

S e a n  las c u r v a s  d e  e c u a c io n e s

y  -  f ( x )  ;  y  =  g ( x )  

y  x q  la  a b s cis a  d e  s u  p u n t o  d e  c o r t e :

tg  a  —  t g  0
tg  ^  =  t g l a - 0 )  =

f ( x e ) - g ' ( x 0 )

1 + t g a * t g 0  1 +  f * (x o )  • g ' ( x q

Cálculo  del ángulo bajo el q u e  se cortan las curvas de ecuaciones:

V "  x 2 — 5 x  +  6  ; y  =  x 2  —  x  —  2 

Abscisa del p u n to  de corte: x2-  5  x +  6  =  x2 —  x —  2 ;  8  ■  4 x ;  x ■  2

f ' l x )  =  2 x -  5  ; <‘<2> = 4 - 5  =  -  1 

g 'lx )  *  2 x  -  1 ;  g ' ( 2 l  =  4 - 1
^  I 9 „ =  - ^ - 3  = Z ± = 2

3 1 +  1— 11*3 - 2
*  =  are tg 2

La s  d e f i n i c i o n e s  d e  d e r iv a d a s  p o r  la  d e r e c h a  y  p o r  la  i z q u i e r d a  t i e n e n  u n a  i n t e r p r e t a c i ó n  g e o m é t r i c a  

e n  las s e m i r r e c t a s  ta n g e n t e s  a  la  c u r v a  ( C )  d e  la  f u n c i ó n  e n  el p u n t o  A Q ( x o , y o ) :

las d e r iv a d a s  p o r  la  d e r e c h a  y  p o r  la  i z q u i e r d a  e n  

x o n o  s o n  ig u a le s :  f ' ( x *  ) *  n x Q- ) .  L a  c u r v a  

< C )  d e  la  f u n c i ó n  a d m i t e  d o s  s e m it a n g e n t e s  y  el 

p u n t o  A o  es u n  p u n t o  a n g u lo s o .

—  si f*( xo* ) = + ®  y  f ' ( x 0" ) = - c o  

( o  b ie n  f ' ( x Q* )  =  -  co v  f ' ( x “ )  =  + < * ) .  

las s e m it a n g e n t e s  c o i n c i d e n  y  s o n  ve rt ic a le s .  El 

p u n t o  A o es u n  p u n t o  c u s f i id a l  o  d e  re tro c e s o .

si f ' ( x Q* )  =  f ' í x "  )  =  +  “  

l o  b ie n  f ' ( x ; )  =  f ’ l x " )  =  - » ) ,  

e l p u n t o  A o es u n  p u n t o  d e  i n f l e x i ó n  c o n  t a n 

g e n t e  v e r t ic a l .

V
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F U N C I O N  D E R I V A D A .

Sea la  f u n c i ó n  f :  D  R , y  sea E C D e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  los p u n t o s  d e  D  en lo s  q u e  la f u n 

c i ó n  f  e s  d e r iv a b le .  Se l l a m a  f u n c i ó n  d e r iv a d a  d e  f  a la f u n c i ó n  f ‘ :  E - * R  q u e  h a c e  c o r r e s p o n d e r  a c a 

d a  p u n t o  * q € E  el n ú m e r o  real f ' ( x o ) .  v a l o r  d e  la  d e r iv a d a  d e  f  e n  el p u n t o  x q .

L a  f u n c i ó n  f :  ) a , b | - » R  es u n a  f u n c ió n  d e r iv a b le  en  j a . b j  si es d e r iv a b le  en t o d o  p u n t o  x 0 € J a . b | .  

L a  f u n c i ó n  f :  | a . b ) - *  R  e s  u n a  f u n c ió n  d e r iv a b le  e n  (a .  b j  si es d e r iv a b le  e n  t o d o  p u n t o  x Q €  ] a .  b [ ,  

d e r iv a b le  p o r  la  d e r e c h a  en a y  d e r iv a b le  p o r  la  i z q u i e r d a  e n  b .

S i  V  es d e r iv a b le  e n  F  C  E . s e  l la m a  d e r iv a d a  s e g u n d a  d e  f .  y  se s i m b o l i z a  p o r  1 "  o  , la d e r i -
d x 2

v a d a  d e  f \  M á s  g e n e r a l ,  se l l a m a  d e r iv a d a  n " ‘ lm,, ( o  d e r iv a d a  d e  o r d e n  n )  d e  f  , y  se s i m b o l i z a  p o r  f (n

o  ^ - 1 -  la  d e r iv a d a  d e  f ,n” \  
d x "

S e  d ic e  q u e  la  f u n c i ó n  f  es u n a  f u n c ió n  d e  d a s e  C n e n  u n  in t e r v a l o  I si f a d m i t e  e n  I u n a  d e r i 

v a d a  d e  o r d e n  n .  L a  f u n c i ó n  f  es u n a  f u n c ió n  d e  c la se  C “  e n  el in t e r v a l o  I si f t iene  e n  I d e r iv a d a s  

d e  t o d o s  los ó r d e n e s .  L a  f u n c i ó n  f  es u n a  f u n c ió n  d e c ía s e  C °  e n  el i n t e r v a l o  I si f  es c o n t i n u a  e n  I.

3  1
La función f :  |0, 1 J - » R  definida p o r  M x) =  x2 es de clase C 1, v a q u e  f’ (x )  =  —  x2 existe para io d o  x e | 0 , J | ,

1 2 

pero f” (x )  =  —  - —  x  2 =  — - —  no existe para 0 e ( 0 . 1 ).
2 2  4 v / T

La función f :  R - * R  definida p o r  f (x )  =  sen x es de clase C°°.

D e r iv a d a  d e  la  s u m a , p r o d u c t o  y  c o c ie n te  d e  f u n c io n e s :

( f +  g  + • • • + ] ) '  =  f ' + g *  +  - - -  +  j*

( X f  ) '  =  X - f '

I f - g ) '  =  f ' - g  +  f - g '  ;  ( f - g - h ) ' =  f  *. g - h  +  f  • g ' - h  +  f  -  g  - h '

* f  * | f
( 1 )  =  ’ f l ~~ -9- . p a r a  t o d o  x  q u e  n o  a n u l e  el d e n o m i n a d o r

9  g 2

D E R I V A D A  D E  U N A  F U N C I O N  C O M P U E S T A :

S ea f  u n a  f u n c i ó n  d e r iv a b le  e n  el i n t e r v a l o  I y  g u n a  f u n c i ó n  d e r iv a b le  e n  f < I ) .  L a  f u n c i ó n  

c o m p u e s t a  F  =  g ° f  es d e r iv a b le  e n  el i n t e r v a l o  I .  v e r i f i c á n d o s e  V x q G  I :

F ' ( x e )  =  í g® f ) * ( x 0 )  =  g ' , f ( x 0 ) ,  f ' ( x 0 )

E s t e  r e s u l t a d o  se su e le  p re s e n t a r  así: Si las f u n c i o n e s  f  y  g  e s tá n  e x p re s a d a s  p o r  y  =  f ( x )  ;  z  =  

=  g ( y ) . se t ie n e  q u e  z  =  g I f  ( x ) | =  ( g « f )  ( x ) :

d z =  l i
d x d y d x

e x p r e s i ó n  c o n o c i d a  p o r  re g la  d e  la  c a d e n a .

L a  regla  d e  la  c a d e n a  se p u e d e  a p l i c a r  al u s o  d e  m á s  d e  d o s  f u n c i o n e s ,  p o r  e j e m p l o ,  si y  =  f ( x ) . z  =  

=  g ( y )  y  u  =  h ( z ) :

d u  _  d u ^  ó z _  d y  

d x  d z  d y  d x

www.FreeLibros.me



D E R I V A D A S  2 6 5

Sn ( :  R  -  R definida por v  a  M x) =  sen x ,  y  g: ( -  1. 1) -  R  definida por g(y) =  y 2:

( g o  t > ( x )  =  g ' | M x l  j  r ( x )  =  g ' ( y )  • f  * ( x )  =  2 y c o » x  =  2  w n  x - c o s x

Por la regla de la cadena habría que interpretarlo aa:

2y  = *cn x . z = y
d i  d i  dy
—  =  —  • —  = 2  y  • coi x =  2  sen x • eos x 
d x  dy d x

F U N C I O N  D I F E R E N C I A B L E  E N  U N  P U N T O .

L a  f u n c i ó n  f  d e f in id a  en u n  e n t o r n o  de x o se d ice  q u e  es d ife re n c ia b le  en x q , si e x iste  u n a  fu n

c ió n  e : f v - * d h )  tal q u e  l i m  e ( h )  = 0 .  y  u n  n ú m e r o  real A .  in d e p e n d ie n te  de h ,  q u e  ve rif ic a n  la  ig u a ld a d : 
h»o

f ( x o + h ) - f ( x o )  =  A  • h  +  e ( h )  • h ( 1 )

V e a m o s  si la  « u n c ió n  f :  R  -  R  d e f in id a  p o r  f ( x )  =  x 3 - 3 x  +  2  es d i f e re nc iab le  e n  x q  =  5 .  

f (5  +  h )  -  f| 5 )  =  | ( 5 + h ) 3 -  315 + h |  +  2  | -  <53  -  3 -5  +  2 )  =  5 3 + 3 - 5 2 - h  +  3 - 5 - h 2  + h 3 -  15  -  3 h  + 2 -  11 2  a 

»  7 2  h  +  ( h 2  +  15  h ) - h

identificando este resultado con I I I  resulta: A  = 7 2 .  e(h) =  h2 +  I 5 h .  siendo lím elh) =  lim (h2+  15 h) =  0.
n - o  h»o

La función es diferenciable en xo= 5.

L a  f u n c i ó n  f  es d ife re n cia b le  en xQ si y  s o lo  si f  es d e rivad le  e n  x Q . verif icándo se q u e  A  = f ' ( x Q) .

L a  a p l ic a c ió n  lineal d e f in id a  p o r : h  ■-» f ' ( x 0 ) - h  se lla m a  dife re n cia l  d e  la  f u n c i ó n  f en xo . S e s i m  

bol iza p o r :

d f ,  =  f ' ( x o ) d x

o  b ien, si la f u n c ió n  f  está d e f in id a  p o r  y  =  f | x | :  d y  =  f ' ( x )  d x .

Si la d ife re n cia l  p r im e r a ,  d y  =  f ' (x >  d x ,  es d ife re n c ia b le ,  se o b t ie n e  la diferen cia l  s e g u n d a : d 2 y  =  

=  f**<x) -  ( d x ) 2 =  f " ( x ) - d x 2 . y  así sucesivam ente.

I N T E R P R E T A C I O N  G E O M E T R I C A  D E  L A  D I F E R E N C I A L .

Sea ( C )  la  c u r v a  d e  la f u n c i ó n  f respecto de un 

sistema d e  referencia  o r t o n o r m a l .

Sea la recta  A q C  la ta n g e n te  a  la  c u r v a  en el p u n -  f ( x 0+ A x 0) 

l o  d e  abscisa x o . E n  el t r iá n g u lo  A o B C :

vn= f< *0 ) -------------------------->

A o B  =  A x o = d x ;  t g a  =  f ' ( x o > =  ^  =  ~  =>
O

B C  =  f ' ( x o )  d x  = >  B C  =  d y

La diferen cia l  d e  la f u n c ió n  es igual al in c r e m e n 

t o  (p o s it iv o  o  n e g a tivo )  d e  la  o r d e n a d a  de la  tangente

a la c u r v a  en el p u n t o  de abscisa x c . al pasar d e l  p u n t o  d e  abscisa x q  al p u n t o  d e  abscisa x q  +  A x q . E n  

la f igu ra  igual al s e g m e n to  B C .

El in c r e m e n t o  d e  la f u n c i ó n .  A  y ,  es igual a la d ife re n c ia  d e  las o rd e n a d a s  de los p u n t o s  d e  abs ci 

sas x q  y  x q  +  A  xQ ;  A  y  =  f ( x o +  A  xo ) —  f ( x Q ) .  E n  la f ig u r a ,  igual al s e g m e n to  B A .

C u a n d o  A x  es p e q u e ñ o  se p u e d e  c o n s id e ra r  q u e  A y e r  d y  =  f ( x ) d x .
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Sea c a l c u l a r  el v a l o r  a p r o x i m a d o  d e  V 6 5 .

C o n s i d e r a n d o  la  f u n c i ó n  d e f i n i d a  p o r  y  =  V x  :

A y  =  V x " + A ~ x  —  V x ” — - — d x  = >  V x  +  A x  =* V x ” +  — -— d x

2  Vx" 2  V x

f a c i e n d o  x  =  6 4  y  d x  =  A x  ■  1 :  V 6 5  =  V 6 4  +  1 ~  V 6 4  +  — -—  - 1 = 8 +  —  =  8 . 0 6

2 V 6 4  2 8

S e  t ie n e  u n a  e s fe r a  d o  0 , 5  m e t r o s  d e  r a d i o  y  se le  q u i e r e  d a r  u n  b a ñ o  d e  o r o  d e  0 . 1  m i l í m e t r o  d e  e s p e s o r .  ¿ Q u é  

v o l u m e n  d e  o r o  s e  necesita?

C o n s i d e r a n d o  l a  f ó r m u l a  d e l  v o l u m e n  d e  la  esfera:

V  =  ^  tr R 3  = >  V ‘  =  -  r  3 R 2 =  4  ir R 2 r >  A V = * 4 r r R ? d x

h a c i e n d o  R  =  5 0 0  m i l í m e t r o s  y  d x  «= 0 . 1  m i l í m e t r o s :

A V  4 t 5 0 0 2  0 .  1 =  3 1 4 1 6 0  m m 3

D E R I V A D A  D E  L A  F U N C I O N  R E C I P R O C A .

Sea f  u n a  f u n c i ó n  c o n t i n u a  e s t r ic t a m e n t e  c r e c i e n t e  o  d e c r e c i e n t e  en el in t e r v a l o  I. y  sea 1" 1 la  f u n  

c i ó n  r e c í p r o c a  d e  f .  S i  f  es d e r iv a b l e  en ei p u n t o  a d e  I. y  f ' ( a )  *  0 .  la  f u n c i ó n  f _1 es d e r iv a o l e  e n  el p u n  

t o  b  =  f ( a ) ,  y  se v e r i f ic a :

l ( , ‘ , | ' , b l =  r i t ^ M b i í  I
Sea la función f :  R  -  R  definida p o r  f ( x)  »  x 3- x 2 +  2 x  +  5  que as ostrictamente creciente en R  ya que

f’ ( x)  =  3 x 2—  2 x  +  2  >  0  para todo x real p o r  tener sus raíces Imaginarias y  ser positivo el coeficiente de x2 . P a r a  h a 

llar (f -  V l 5 )  tendremos que hallar el valor de x  tal que f ( x )  = 5 :

x 3-  x 2 +  2  x +  5 = 5  = >  x 3 -  x 2 +  2 x =  0  = >  x f x 2 -  x + 2 ) = 0  = >  x ^  0 . única solución ral. o  sea que 

r \  5 )  =  0.

A plicando la fórmula : ( f “ ' l  (51 =   ------------  =  — =  4
f ‘ |f-  1 (5 )  | f ,0) 2

S i  la  f u n c i ó n  f  es d e r iv a b l e  e n  el i n t e r v a l o  I y  se v e r i f ic a  q u e  f ' ( y )  *  0  p a r a  t o d o  y € l ,  la  f u n 

c i ó n  r e c i p r o c a  f ~ ’  es d e r iv a b l e  e n  f ( I ) .  y  se v e rif ic a :

r V ( x )  =   1

U t i l i z a n d o  la  n o t a c i ó n  d i f e r e n c ia l ,  e s ta  p r o p i e d a d  se e s c r ib e  a s í :

d y  _  1

d x

__________ d y

L a  f u n c i ó n  d e f i n i d a  p o r  y  =  are s e n  x .  p a r a  x G  | -  1 . 1 (  e q u i v a le  a  la  f u n c i ó n  x  =  sen y .  p a r a  y €  ) -
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d y  _  1 )

|JX ’  n/ T w 7 “sen y

L a  f u n c i ó n  d e f i n i d a  p o r  y  =  are I f l  x .  p a r a  > 6  | -  » .  +  w |  e q u i v a le  a la  f u n c i ó n  x  =  t g  y .  p a r a  y  £  |—  — ,  —  l :

d y  1 » 1

d x  3 d *  “  1 + t g 2y “  1 + x2
d y

F O R M U L A  D E  L E I B N I Z .  Si las f u n c i o n e s  f  y  g a d m i t e n  d e r iv a d a  n - s i m a ,  se t ie n e :

( f - g ) ' "  =  ( ' " - g  +  ( " )  f ' - , . g ' + ( U ) f l " - * . B "  +  - "  +  ( n " 1 ) r - 9 " - ,  +  l - 9 ' *

Sea la  f u n c i ó n  x ~ e 2 * * x 2 . H a c i e n d o  f f x )  =  e 2 * y  g l x )  =  x 2 :

f ’fx )  =  e2' - 2 ; f { x ) = e 2* . 2 2  f '"fx >  = e2 “- 2 "  ;  g fx) =  2 x ; g " (x »  =  2  ;  g " f x )  =  •• -  g ,nfx )  =  0

d ed o nde: =  « . *  2 "> x2 +  Q  fe2*. 2 n- ’ l 2 x +  (  "  ) ( c2‘ . 2n‘ 2 >-2  =  . 2‘ (  2 ' V + 2 "  n x  +  ^  20- 1

D E R I V A D A S  D E  L A S  F U N C I O N E S  P R I N C I P A L E S

F U N C I O N D E R I V A D A E J E M P L O S

f f x )  =  f g ( x ) f f ’ f x )  =  n f  g f x j f - 1  • g ' f x ) ffx)  =  (ax +  b ) n

ffxJ =  V f a x  +  b ) M -  
m

=  <ax-*-bjn 

ffx) =  V a x  +  b

f'fx ) =  nfax-*-b)"_ 1 -a  

— - 1

f f x )  B  2Jfax  +  b ) n -a

f f x )  =  -  fax +  b ) 2 • a =  
2

_ 2

=  ^  f a x -fb )  2 . a a 

a

2 \/ax+ b

f f x )  =  l og g f x ) f ' f x )  =  - j - r  • g ' f x )  
g f x )

ffx)  =  log fax +  b)

ffx) =» log fax 4-b)° = 

-  n • 1 og fax +  b)

f f x )  =  — ------
ax + b

f f x )  = n - — 1 —  
ax +  b

f ( x )  =  l o g ,  g f x ) f ' ( x )  =  - L . g ' f x )  
g l x )  l o g a

ffx) =  lo g #x f f x »  =  - 1 .  _ L _
X log a

, f lU I  
f f x )  =  e f ' f x )  =  e9 ln )‘ g ' f x )

a« «b
ffx)  =  e 

ffx) =  0 ^

*«•0 
f f x )  =  e -  a

f'fx) =  e ^  —  
2 v /T
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l l  \ ° u>f ( x )  =  a f ’ ( x )  =  a0 < l ( l o g  a ) - g ' ( x )
b**c

f|x) =  a
b* *c

f ( x )  — a ( l o g a ) - b

f  ( x )  =  s e n g ( x ) f ( x )  =  eos g l x )  • g ' ( x ) f ( x )  =  sen |ax +  b)  

f lx )  =  sen V T

f ( x )  =  eos l a x + b ) • a

f l x )  =  eos V x  • —
2  v x

f  ( x )  =  eos g ( x ) f ' ( x )  =  -  sen g l x ) - g ' l x ) f lx ) O eos (ax -*- b) f ' ( x)  =  -  sen (ax +  b)  - a

f ( x )  =  t g g ( x ) f ' ( x )  =  — . g ' l x )  *  
e o s '  g l x )

=  ( 1  +  t g2 g ( x )  | • g ' l x )

f (x)  =  tglax +  b) f ( x )  =  — J --------------a
eos lax +  b)

=  ( 1 +  tg2 l a x + b ) J - a

f l x )  =  ctg  g ( x ) f ' ( x > =  — — —  • g l x )  =  
sen2 g | x )

=  - ( 1  + c t g 2 g ( x ) J - g ' l x )

f <x) =  ctg (ax + b ) f l x )  =  — - 1-------------- ^ =

sen lax +  b)

=  - |  1 +  ctg2 (ax +  b l  )• a

f ( x )  =  ar e  sen g ( x ) f l x )  1 g ' l x ) f|x) =  are sen (ax +  b) f l x )  3 ---------------------------a

s / l  —  ( g ( x )  |2 \ / l -  (ax +  b)2

f ( x )  =  a r e  eos g l x ) f ’ l x l  =  —

7 l - [ g ( x ) l }

f|x) =  árceos lax**b

V i - l a x  +  b)*

f ( x )  =  a re  tg  g ( x ) f ' ( x | =  ------------— - - g ' ( x )

i  + í g ( x ) ] 2

f(x)  =  are tg lax +  b) f l x )  =  ------------ 1-------------a

1+ lax +  b)2

f ( x )  =  a r e  c t g  g ( x ) f ' ( x l =  — g' l x)  

i + [ g ( x ) l

f|x) =  are ctg lax +  b) f | x ) =  ----------3
1 +  <ax +  b)
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PROBLEMAS

1 0 . 1  A  p a r t i r  d e  l a  d e f i n i c i ó n  d e  d e r i v a d a ,  c a l c u l a r  la d e  la f u n c i ó n  f ( x )  =  3 x  en el  p u n t o  x  =  1.

(Univ. de Barcelona)

ni I -  lím ÜL=S1
h - o  h  h *° h  h - o  h  L _

E n c o n t r a r ,  u t i l i z a n d o  s ó l o  la d e f i n i c i ó n  d e  der ivada,  la der iv ad a de

f ( x )  =  v ' x - 5

(Univ. de Murcia, 1991)

f ’ , 9 )  =  Ifm  l (-9- ^ i - f ( 9 )  =  l í m  v j 9 4 h ) - 5 - V 9 - 5  =  |fm v ^ 4 T h - 2  =
h - o  h  h - o  h  h - o  h

=  I ( m ( V 4 T h - 2 ) K ' 4 T h + ? )  =  |(m  J _ 4 + h )  — 2 2 ,  |fm  _ J ____________1 _  _

h ( s / 4 + h + 2 )  h *° h ( V r4 + h + 2 )  7 4  +  H  +  2  2 + 2

’

0 .3  C a l c u l a r l a  d e r i v a d a ,  a  l a  i z q u i e r d a  y  a l a  d e r e c h a  d e l  o r i g e n ,  d e

f í x )  =  ‘J x 7 (1 +  x )

(Univ. de Cantabria)

n o r=  í ! o ± M  „  lím .  I(m = l(rm  v  1 +  h  =  1
h  h «o

h > o  h > 0
h - o  h  h - o  h  h - o  h  h *o
h > °  h >

,.(0|- = llm t(° -h>- ,l°l = lím ^ - h>2|1- h) = „m = „m E ^ H
h - o  - h  h - 0  -  h  h - o  — h  h - o  — h
h > o  h > o  h > o  h > o

h - o  — 1
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2 7 0  D E R I V A D A S

10.4 S e  c o n s id e ra  la  f u n c i ó n  1 . d e f in id a  en R .  p o r :

f ( x )  = . si x  *  0 .

1 +  8 

f ( 0 )  =  0 .

E s t u d i a r  l a  c o n t in u i d a d  y  d e r iv a b i l id a d  de la  c i t a d a  f u n c i ó n  en x  =  0 .

(U n iv .  V a lla d o !id . J9 9 7 J

E s t u d io  de la  c o n t i n u i d a d  e n  x  =  0 :

0  +  h
l i m  f  ( 0  +  h )  =  l í m
h « o  h -o
h > o  h > o

l i m  f < 0 - h }  =  l í m 
h *o h*o
h > o  h > o

o h  ' 1
1 +  e 

0  —  h

=  0

1 +  e
0 - h 1 +  e 1 +

l i m  f ( 0  +  h }  =  l í m  Í I 0  -  h )  =  f íO J  la f u n c i ó n  e s  c o n t in u a  e n  x =  0
h » o  h -o
K > o  r\>0

E s t u d io  de la  d e r iv a b il id a d  en x =  0 :

- ° - h -  -  0 
I

=  l í m  l , 0  +  h | - , l ° l  =  l í m  l i e
h*o h h *o
h > o  h > o

0 -h

h

0  - h

=  l im
n - o

’
O h

-  0

n - o  —  h
h > o

n - o  _  h
h > o

h > o  1 +  *

=  l ím
h - o  

h >o -  h

( _ 1  1 _

i " '  i  -  1

=  i 4 c ) = ’

f ' ( 0 ) ‘  *  f ' Í O T  = >  la f u n c i ó n  n o  es d e r iv a b le  e n  x =  0 .

Sea k  u n  n ú m e r o  real y  f u n a  f u n c i ó n  real d e f in id a  so b re  R  m e d ia n te  

i f ( x )  =  x 2 sen —  +  k x .  si  x  *  0

I f  ( 0 )  =  0

a )  C a lc u l a r  la  d e r iv a d a  en el p u n t o  x  =  0.

b )  C a lc u la r  la  f u n c i ó n  d e riva d a .

c )  ¿ E s  c o n t in u a  la f u n c i ó n  f ( x )  e n  x  =  0 ?
(U n iv . d e  C á d iz)

a )  A p l ic a n d o  la  d e f in ic ió n  de d e r iv a d a :
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P Í O »  K m  f <0  +  h > - , <°> , fm  h2Sen h  + k h  °1  10) =  l ím  --------------- --------------- =  l ím
h - o  h h -o

=  l ím  ( h -sen —  +  k ) =  l í m  ( h  -sen -  )  +  k
h » o  '  h  * h - o '  h  '

1
c o m o  | sen —

h

cir

<, 1 ,  y  h —  0 .  el p r o d u c t o  de u n a  f u n c ió n  a c o ta d a  p o r  o t r a  qu e  t ie n d e  a 0  es 0 , esde-

: l i m  ( h - s e n  -  )  =  0  . de  d o n d e :  f f  ‘ ( 0 )  =  k
h - o  '  h  '  I------------------

b )  Para x  • 0 :  f ’ ( x )  =  2  x sen -  +  x 2 c o s  -  • — ^ +  k =  2 x - s e n  ^  -  eos ^  +  k

de d o n d e :

f ' í x )  =

2 x sen I  -  eos -  k si x  *  0
x x

k si x =  0

c )  l í m  f M0 +  h )  =  l i m  (  2 h sen -  eos i  +  k )  =  l í m  ( 2 h  sen -  )  -  l í m  eos ^  +
h  * o  i i  * o  '  h  h  ’  h - o  '  h  * *  ’ o n

s ie n d o  n u n  nú

=  0  -  l í m  eos -  +  k 
h

Si c o n s id e ra m o s ,  p o r  e je m p lo ,  q u e  h  to m a  los valores d e  la sucesión - — ----------
2 n i r  +  a 

m e ro  n a tu ra l  y  0  <  a <  2  i r :

l im  eos ¿  =  l í m  eos ( 2 n  s  +  a ) =  eos a
h *  o  h  o  *+o*>

y  según sea el v a lo r  de a. eos a oscilará en tre  — 1 y  1 . lo  q u e  n o s  d ic e  q u e  n o  existe el l í m  eos i ,  y
h - o  h

p o r  t a n t o  t a m p o c o  e x iste  el l i m  f' ( 0  + -h ).  L a  f u n c i ó n  f '  n o  es c o n t in u a  en x  =  0 .
h - o

10.6 C o n s id e ra r  la  f u n c ió n

f ( x )  =
I 3 —  x  I si  x  <  7 

a x  + 4  si  7 <  x <  10

D e t e r m in a r :

a) E l  v a lo r  d e  a  para q u e  f sea c o n t in u a  en x  =  7.

b )  L a  gráfica de f.

c )  D o m i n i o  y  r e c o r r id o  d e  f.

d )  L a  d e r iv a d a  d e  f  e n  x  =  7  y  x  =  9 .

a) C o n s id e r a n d o  q u e

f ( x )  p a r a  los valores de x q u e  h a c e n  f ( x ) > 0

f  í  x )  =

f  I x  I
r# f* rr r# #r #» rr

3  -  x  =  0  ; x  =  3 x -  3 i  =

f ( x ) <  0  

x -  3  si x  >  3

- ( x  —  3 )  =  —  x  +  3  si x < 3

d e  d o n d e :
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f ( x )  =

—  x  +  3  si x <  3

x  —  3  si  3  í  x  <  7

a x  +  4  si 7  <  x <  10

L a  f u n c i ó n  será c o n t in u a  e n  x  =  7 si l í m  f  ( 7  —  h )  =  l í m  f  (7  +  h )  =  f  ( 7 ) :
h - o  h * o
h > o  h > o

l í m  f <7 —  h )  =  l í m  [ ( 7  -  h )  -  3 |  =  4
h « o  * *o
h > o

l í m  f ( 7  +  h )  =  l í m  (  a  ( 7  +  h )  +  4  | =  7 a  +  4
h *o h » o
h > o

7  a +  4  =  4  a =  0

C o n  este r e s u lt a d o  se tiene:

f ( x )  =

b )  L a  g rá f ica  d e  la  f u n c i ó n  es:

—  x  +  3 

x -  3

4

SI

si

si

X  <  3  

3  <  x  <  7 

7 <  x <  10

10 X

c )  L a  f u n c i ó n  está d e f i n i d a  para -  a> <  x <  1 0 ,  el d o m n i o  de f es | — » . 1 0 | .

D e  la  gráfica se d e d u c e  q u e  los va lores d e  f ( x )  v arían  d e  0  a +  co . o  sea q u e  el r e c o r r id o  d e  1

0 .  +  co | .

d )  r m -  =  K m  f Í L - l í í - « L >  =  „ m  r g - j o - 3 1.- 4  .  I i m  „ ,
n - o  — h  h - o  — n  *■ - o  — h
n > o

rpr -  Iim W ± S I= Ü Z Í  = ,(m = ifm £  = o
n - o  h  r i - o  h  h - o  n
n > o

f u n c i ó n  n o  es d e r iv a b le  e n  x =  7 ,

C o m o  e n  u n  e n t o r n o  d e  9 .  s u f ic ie n t e m e n t e  p e q u e ñ o ,  la f u n c i ó n  es c o n s t a n t e :  f ' ( 9 )  =  0 .

10 .7  C a lc u l a r  f ‘ ( x )  s iendo f ( x )

f l x )

(U n i v .  d e  N a v a rra )  

3 x 2 s e n 2 x  - x 3 - 2  sen x c o s x  _  x 2 ( 3  sen2 x  -  2 x  eos x  )

s e n 4 x
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10.8 C a l c u l a r  las d e r iv a d a s  d e  las f u n c i o n e s  s ig u ie n te s :
'

< ix )  =  «■’ ( ! )  ;  9 < x ) =  ( i  +  * * )

(U n i v .  d e  B a rc e lo n a )

f ( x )

sen i

g ( x )  =  (1 +  x 4 >

I  _  ,

g ( x )  =  1 ( 1  + x 4 ) 2 ■ 4  x 3 =  2 x 3

, 0 . 3 1 +  XD e r i v a r  y  s i m p l i f i c a r  f  ( x )  =  a re  tg  — -—  —  are tg  x
1 ~ X

f ’ ( x )  =

( U n iv .  d e  M a d r id )

 1_________1 . ( 1 — X ) - ( 1  -4-x) ( —  1 ) _  _ J   =  1 - x  +  1 4- x___________ 1 _

,  + ( L _ t ? ) 2 ( 1 - x ) 2 1 + x 2 (1  - x ) 2 +  (1 +  x ) 2 1 +  x 2
' 1 - x '

 2  L _  «  _ J _______________1____  . 0

( 1 + x 2 - 2 x )  +  (1 +  x 2 + 2 x )  1 + x 2 2 ( 1  +  x 2 ) 1 + x 2

I0 .1 0  D e r iv a r  y  s i m p l i f i c a r  f ( x )  =  (  ----------  )  a re  sen x  +  -  v /  1 - x 2
\ 2  4  / 4

( U n i v .  P a ís  V a s c o )

.  ~  a r e  s o n  x  +  (  -  I ) — 1 — ■ 4  i  7 7 ^  +  *  . _ = 2 ^

v / 1 - x 2  2  v  1 —  x 2

=  x  a re  sen x  +  -------   ( í -  _  1  +  1 ( 1 - X2 ) - 1 | =  x a r e  sen x

'  2 4 4 4 '

10.11 C a l c u l a r  la  d e r iv a d a  d e  f ( x )  =  ( a r e  sen x ) co<2*

( U n i v .  d e  M a d r id )

T o m a n d o  l o g a r i t m o s  ( n e p e r i a n o s ) :  lo g  f ( x )  =  c o s 2 x  • lo g  (a r e  sen x )

=  2 c o s x  ( - s e n  x ) -  lo g  (a r e  sen x )  +  c o s 2 x  - --------------------  - 1
M x )  a r e s e n x  \ Z i _ x 2

f ’ ( x )  =  (a r e  sen x ) co' 2 * (  -  sen 2 x  log ( a r e  sen x ) )  + --------------- c? ? 2 *  . —

are sen x •
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1.12 a) E xpre sar q u e  la  variable  y  es d ire c ta m e n te  p ro p o rc io n a l  a la variable  u. 

ai  c u a d ra d o  de la  variable  x .

b )  S i  u  =  sen2 x .  c a lcu la r  l a  d e r iv a d a  d e  y  respecto a x en la  f ó r m u l a  o b t e n id a  e n  a).

'U n iv .  d e  A l ic a n t e )

a) y  =  k - 4 (k  es u n  n ú m e r o  real d is t in to  d e  0 )

sen x  (eos x )  - x —  (sen x )  • 1

2 k sen x ( x  eos x -  sen x (

- 3

tU n tv . d e  Z a ra g o za )

L a  f u n c ió n  n o  está d e f in id a  en x  =  0 . y  p o r  ta n to  n o  existe la f u n c ió n  derivada en x =  0.

1 . 1 ______z l  _______ 1___+  -  1

x 2 1 +  x 2 x2 +  1
S i  x *  0 :  f ( x )  =

1 +
O 2

=  0

f (1 > =  are tg 1 +  ar e  tg 1 =  £  +  £  =  £  ; f ( — 1)  =  are tg  ( - 1 ) +  a re  tg ( - 1 ) =  -  ^  J  =  - |

Para d ib u ja r  la gráfica n o  h e m o s  de caer en el e rror  de a f irm a r  q u e  puesto  q u e  f ' ( x )  =  0 ,  la 

fu n c ió n  es con stante  en to d o s  sus p u n to s , y a  q u e  f ’ ( x )  =  0  si x »  0 . E n  «  =  0  n o  existe 1’.

con stante  para -  ®  <  x  <  0

f*(x)  =

0  para —  »  <  x <  0  

n o  existe para x =  0 

0  para 0  <  x  <  +  »

f l x ) » n o  está d e f in id a  para x  =  0 

con stante  para 0  <  x <  +  ®

y  c o m o  f ( -  1) =  -  £  y f ( l )  =  £ ,  resulta

f ( x )  =

-  —  para -  ®  <  x  <  0 

n o  existe para x =  0  

£  para 0  <  x <  +  ®

1 0 . 1 4  D a d a  la f u n c i ó n  f ,  defin ida  p o r  f ( x )  -  log / 1 +  SBn x  .  se p id e :
v  1 —  sen x

1?) D e t e r m in a r  los valores de x  para los q u e  está defin ida  . 

?°.) H a l la r  su
(U n iv . do M a d rid )
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1?) -1- + -s- n  *  n o  ex istirá  para los va lores d e  x  q u e  a n u le n  el d e n o m i n a d o r ,  o  sea para 
1 -  sen x

x =  2  k  rr +  ^  . k  e  Z  (véase la  re p re se n ta ció n  g rá f ica  d e  y  =  s e n x ) .

/ 1 +  sen x  nQ e x ¡st)- r ¿ P3 C3  |OS v a |0 r es d e  x  q u e  h agan 1 +  860 x  <  o  o  a n u le n  el d e n o m in a
1 -  sen x 1 —  sen x

d o r .  C o m o  para t o d o  v a lo r  real d e  x :  —  1 <  sen x  <  1 ,  ̂ +  560 *  es igual o  m a y o r  q u é  0 .  e x c e p t o  pa*
1 — sen x

ra  los va lores d e  x q u e  a n u la n  el d e n o m i n a d o r .  L a  ra íz  e s tu d ia d a  n o  e x ix t e  para x  =  2 k  rr +  —  .

' ° 9 s e n x  n o  ex istirá  para los va lores d e  x q u e  hagan 1 +  Sen *  <  0  o  a n u le n  el d e n o m i -
sen x 1 —  sen x

n a d o r .  Para x =  ( 2 k  +  1 ) : :  +  - ^  , sen x  =  - 1 ,  1 +  sen x  =  0 .  \  +  560 -  =  0 ,  la f u n c i ó n  n o  está d e f i -
2  1 —  sen x

m da.

D e  t o d o  lo  a n t e r io r  se d e d u c e  q u e  la f u n c ió n  f  no está d e f in id a  para x  =  k  ?r -t- ^  , k  €  Z .

2» )  f ( x )  _  A ~ ~  sen  x  1  / 1 -  sen x  eos x ( 1  - s e n  x )  —  ( — eos x )  (1 

v  1 + s e n x  2 v  1 +  sen x  ( 1 - s e n x ) 2

+  sen x)

eos x1  J ~  * 2  eos x

2  1 + s e n x  ( i _ s e n x ) 2 (1 +  sen x )  ( 1 - s e n  x )  1 —  sen2 x  cos2 x  eos

eos x eos x
T

1 0 .1 5  C a lc u l a r  A  y  -  d y  p a r a  la f u n c i ó n  y  =  2 x 2 -  |  e n  x  =  2 ,  p a r a  A x  =  0 ,  3 .

(U n iv .  d e  L e ó n J

E n  x =  2 ,  para A  x  =  0 .  3 .  c o n s id e r a n d o  q u e  y ’ =  4 x  —  —  :

2 + 0 . 3

2
A y  =  f ( 2  +  0 , 3 )  —  f ( 2 )  = ( 2 ( 2 + 0 ,  3 ) 2 -  

=  10,  5 8  -  1. 1 5 - 7  =  2 , 4 3 .  

d y  =  f* (2) 0 . 3  =  ( 4  2  — 1 )  0 .  3  =  7 . 5  0 . 3  =  2 , 2 5

2 . 3
—  (  2 - 2 2 —  | )  = 2 ( 2 . 3 ) 2 - ^ - 7

a¡  d o n d e A y - d y  =  2 . 4 3 - 2 . 2 5  =  0 , 1 8

i 0 .1 6  U t i l i z a r  la  d ife re n cia l  p a r a  o b t e n e r  r a z o n a d a m e n t e  u n  v a lo r d e  e
0 .0 0 7

(U n iv .  d e  V a le n c ia )

Sea f u n a  f u n c i ó n  d e r iv a b le  en el p u n t o  x 0 . S i  se 

t o m a  c o m o  v a lo r  a p r o x i m a d o  d e  la f u n c i ó n  e n  u n  e n 

t o r n o  de x o el d e  la o r d e n a d a  d e  la ta n g e n te  a la g rá f i 

ca d e  y  =  f ( x )  en el p u n t o  ( x o , f ( x o ) ) .  este v a lo r  a p r o 

x i m a d o  es f ( x Q) + d y o .  s ie n d o  d y c =  f ' ( x o ) d x o , o  sea 

se c o n sid e ra  q u e

f ( x o + A x o )  =  f ( x o ) +  f ' ( x o ) d x o
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10 .17  S i  e s  p o s ib le ,  p o n e r  u n  e j e m p lo  d e  u n a  f u n c i ó n  q u e  en

a )  C o p t i n u a  y  d e r iva b le .

b )  D e r iv a b l e  y  n o  c o n t in u a .

x  =  a  sea:

(U n iv .  d e  L e ó n )

a )  L a s  fu n c io n e s  p o l in ó m i c a s  s o n  c o n i i n u a s  y  d e r iv a b le s  e n  t o d o  p u n t o  de R ,  lu e g o  la f u n c ió n  

f :  R  - *  R  , d e f i n i d a  p o r
f ( x )  =  6 x  —  4 x 2 +  x -  5 

es c o n t in u a  y  d e r iv a b le  e n  x  =  a , c u a lq u ie r a  q u e  sea a € R .

b )  S i  u n a  f u n c i ó n  n o  es c o n t in u a  en u n  p u n t o ,  n o  es d e r iva b le .

c )  L a  f u n c i ó n  f :  R  —  R  d e f in id a  p o r

I 3  p a r a  x <  a
f ( x )  =

x "  x  >  a

e s  c o n t in u a  y  n o  d e r iv a b le  en x  =  a.

, 1 8  Se b o m b e a  gas a u n  g lo b l o  e s fé r ic o  a ra z ó n  d e  G m V m i n .  S i  la  p re s ió n  se m a n t ie n e  

(C u á l  es l a  v e lo c id a d  c o n  la  q u e  c a m b ia  el r a d io  d e l g l o b o  c u a n d o  el d i á m e t r o  m i d e  1 2 0  c m

(S e  re c u e r d a  q u e  el v o l u m e n  d e  l a  esfera d e  r a d io  R  es d e  ^  rr R 3 )

6 m 3 / m i n  =  6 ( 1 0 0 ) 3 c m 3 / m in .  =  6 0 0 0 0 0 0  c m 3/ m m .

(U n iv .  d e  M a d r id . 1 9 9 1 )

A l  c a b o  d e  t  m in u t o s ,  el .  ' - / n e n  d e l g lo b o  será: 1  n  R 3 =  6 0 0 0 0 0 0  • t c m 3
"  1t 3

D e r iv a n d o  r e s p e c to  del t i e m p o  ( c o n s i d e r a n d o  q u e  R  es f u n c i ó n  d e  t ) :

Í w . 3 R 2 d R . =  6 0 0 0 0 0 0  = >  * *  =  c m / m j n
3  d t  d t  4 7 r R ?

C u a n d o  R  =  6 0  c m :  1 0  =  6 0 ° 0 0 0 0 _  =  1 3 2 , 6 3  c m / m i n .
d t  4 » ( 6 0 ) 2

10 .19  U n  o b s e rv a d o r  se e n c u e n t r a  a 2 0 0 0  m e tro s  d e  la  t o r r e  d e  l a n z a m i e n t o  d e  u n  c o h e te ,  

d o  éste despega v e r t ic a lm e n te  m i d e  la  v a r ia c ió n  d e l á n g u l o  ó ( t )  q u e  f o r m a  la  l ín e a  visual 

el c o h e t e  y  la  del s u e lo  h o r iz o n t a l  e n  f u n c i ó n  del t i e m p o  t r a n s c u r r id o .  S a b i e n d o  q u e  ó  ’ ( t )  =  1 /2 0  ra 

dianes p o r  s e g u n d o  c u a n d o  ó  =  i t / 3 ,  se p id e :

1. ¿ C u á l  es la  a lt u r a  del c o h e t e  c u a n d o  ó  =  n / 3  radianes?

2 .  ¿ C u á l  es la  v e lo c id a d  d e l c o h e te  c u a n d o  $  =  jt/3 radianes?

(U n iv . de  M a d rid . 1991)
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1. E n  el t r iá n g u lo  O A B :  t g  -
2000

h  =  2 0 0 0  t g  ^  =  2 0 0 0  =  3 4 6 4 * 1  m
3

2 .  E n  el t r iá n g u lo  O A M ,  sea x  la  a l t u r a  a lc a n 

cía al c a b o  d e l t i e m p o  t :

' 9  ■  2 0 0 0
x  =  2000 t g ^ l t )  

D e r iv a n d o  r e s p e c to  del t i e m p o :

• * ’ ( t )Í í  =  2 0 0 0  — i
C O S  % í  I t l

c o m o  ^ ' ( t )  =  radianes p o r  s e g u n d o  c u a n d o  -f> =  ~  r a d ia n e s ,  la  v e lo c id a d  d e l c o h e t e  c u a n d o  *> =
20

radianes es:

—  =  2 0 0 0  
d t COS2 S

3

,  r ! “ ° T r “  m / s -

1 0 . 2 0  P r o b a r  q u e  u n  n ú m e r o  real a  es r a í z  d o b l e  d e  u n a  f u n c i ó n  p o l i n ó m i c a  f  ( x )  si y  s ó lo  si a 

ra í*  c o m ú n  d e  f l x )  y  f ’ ( x ) .

A p l i c a r l o  p a r a  re s o lve r  la  ecu a c ió n

1 8 x 3 - 3 3 x 7 +  2 0 x  — 4  =  0

t ie n e  u n a  ra í*  d o b l e .

(U n iv .  d e  M á la ga )

—  Si a es ral* d o b le  d e  la f r a c c ió n  p o l in ó m i c a  f ( x )  se te n d rá :

f | x )  =  ( x - a ) 2 g ( x )  = >  f ' ( x )  =  2 { x - a ) - g ( x )  +  ( x - a ) 2 g ' ( x )  =

=  ( x  —  a )  | 2 g < x ) +  ( x  —  a )  g ' ( x ) | = >  a  es r a í z  d e  f ' ( x )  =  0 .

-  S i  ff(x ) y  f ' ( x )  t ie n e n  la  ra iz  c o m ú n  a. se te n d rá :

f< x > =  ( x  -  a )  h ( x )  

f ' ( x )  =  ( x - a ) .  j ( x )  

s ie n d o  h ( x )  y  j ( x ) p o l in o m i o s .

D e r iv a n d o  la  p r im e r a  d e  estas igu a ld a d e s :  f ' ( x )  =  1 h ( x )  +  ( x  - a )  h ' ( x ) ,  y  c o m o  p o r  la segunda 

ig u a l d a d :  f ‘ | x )  =  (x  —  a )  - j ( x )  . r e s u l t a :

( x  - a ) - j ( x )  =  h ( x )  +  ( x  - a )  h ' ( x )  =>  h ( x )  =  ( x - a ) - j ( x )  -  ( x - a ) - h ’ ( x ) =  ( x - a ) |  j ( x ) - h ’ l x )  

s u s t i t u y e n d o  este v a lo r  e n  la  p r im e r a  ig u a l d a d -

f ( x >  =  í x — a )  - ( x - a >  J  j ( x> — h ( x )  ] =  ( x  -  a ) 2 f j ( x )  —  h ( x )  | = >  f  (x  > =  0  t ie n e  la ra í*  d o b le

x  =  a .
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Para re s o lve r  la  e c u a c ió n  d a d a  s a b ie n d o  q u e  t iene  u n a  ra iz  d o b l e ,  se ha lla n  la raices de su derivada:

5 4 x 2 -  6 6 x  +  2 0  =  0  ;  2 7 x 2 - 3 3 x  +  1 0  =  0  = >  x =
3 3  í  > / 3 3 2 — 4 - 2 7  - 1 0  _  3 3 ? 3

54 54

y  se c o m p r u e b a ,  p o r  R u f i n i ,  cu a l de estas raices es raiz  d o b l e  de la  e c u a c ió n  p r im i t iv a :

2

3

18 - 3 3

12

20

- 1 4

- 4

4

18 - 2 1 6 L O

2

3 12 - 6

18 - 9 LO

—  es raiz  d o b le  

18 x  -  9  =  0  = > x  =  -  es la  tercera raiz

36 _  2
5 4 3

30 _ 5
54 9

10.21 C a lc u la r  la  d e r iv a d a  d e  o r d e n  n de la  f u n c ió n  f ( x )  =  e
2«

(U n iv .  d e  B a rc e lo n a )

2«f  ( x )  =  e 

f '< x )  =  e2“ *2

f " ( x ) =  e *  2  2  =  2 2 - e 2K

Por la  f o r m a  d e  estas expresiones parece ser q u e

n  ~ 2 «
f ( n ( x )  =  2 n 2 (1

L a  f ó r m u l a  ( 1 )  se verifica  p a r a  n =  1 y  n  =  2 ,  s u p o n ie n d o  q u e  se v e rif ica  para n  =  h :

f , h ( x ) =  2 h e2 “ . al d e r iv a r  esta e x p re s ió n  se t iene q u e  f ”' *, ( x )  =  2 ' ' "  •e2* . q u e  es la f ó r m u l .  

( 1 )  para n  =  h  +  1.

Está d e m o s t r a d o  p o r  el m é t o d o  de in d u c c ió n  qu e  la f ó r m u la  ( 1 )  es verdadera.

1 0 .22  D e m o s tr a r  q u e  todas las derivad as de o r d e n  p a r  d e  la f u n c ió n  f:  R  -  R .  d e f in id a  p o r

f ( x ) =  sen x cos x

(U n iv .  d e  L a s  P a lm a s  d e  G ra n  C a n a ria )

E m p l e a r e m o s  las f ó r m u la s :  sen 2  x =  2  sen x  eos x y  eos x = s e n ( x + ^ J  

f  ( x )  =  sen x cos x =  1  (2 sen x  eos x )  =  -  sen 2x

f ( x )  =  i ( c o s 2 x ) - 2  =  c o s 2 x  =  s e n ( 2 x  +  2  

f " ( x >  =  c o s ( 2 x +  | ) - 2  =  2 s e n ( 2 x  +  2 - | )  

f " * ( x )  =  2 c o s ( 2 x +  2 . | ) . 2  =  2 2 s e n ( 2 x 4 - 3 - | ;  

f v ( x ) =  2 2 c o s ( 2 x +  3 -  | ) - 2  =  2 3 s e n ( 2 x  +  4  | )
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de estos res ultados  parece ser q u e  f ( x )  <= 2 n “ 1 sen ( 2 x +  n - ^ )  

f ó r m u l a  q u e  se c u m p le  para n  =  1 . 2 .  3 . 4 .  d e r iv a n d o  ( 1 ) :

f ' " * 1 (x> =  2 o" 1 c o s ( 2 x + n  | )  - 2  =  2° sen ( 2 x  +  (n +  1 ) | )

q u e  es la f ó r m u la  ( 1 )  s u s t i tu y e n d o  n  p o r  n  +  1 .

Está d e m o s t r a d o  q u e  la  derivad a d e  o r d e n  n esta dada p o r  la f ó r m u la  (1) .  

Para t o d o  n  par, n =  2 h :

f , ? n (x> =  2 2h" 1 s e n ( 2 x + 2 h  | )  =  2 2h_1 sen ( 2 x  +  h * |

f l 2 n <0 )  = 2 ? h - , s e n ( h r )  =  2 2n- , . 0  =  0

S e a  l a  f u n c i ó n  f -  R  —  ( 0  • -  R  r i e r i v n b l e  t a l  q u e  f * < x )  =  f (  p a r a  t o d o  x  #  0 .  D e m o s -

1 " )  L a  f u n c i ó n  f  e s  d e r i v a b l e  d o s  v e c e s .

Y ) E x i s t e n  n ú m e r o s  r e a l e s  a .  b ,  c  t a l e s  q u e

» * . f " I x )  +  b x . n x )  +  e - « x )  -  0  .  eJ +  b J +  c *  <  0
(U n iv .  de  O v ie d o )

1®) C o n s id e ra n d o  la derivad a de las fu n cio n e s  c o m p u e s ta s :  

n x , =  , ( l )  r , x ,  =  r ( i ) 0 = r ( l ) . ^

C o m o  f  ( x )  =  f ( i )  V x * 0 :  f  ( - )  =  f ( - j - )  =  f ( x )

f * ( x )  =  f ( x ) . Z Í  t f  x  *  0

lo q u e  n o s  d ice  qu e  f  es d e rivab le  d o s  veces.

2 ? )  D e  f ” U )  =  = ^ - f ( x )  se d e d u c e  q u e  V x * 0 :  x 2 • f * ( x )  +  f  ( x )  =  0  = >
x ‘

l x ? . f " ( x )  +  0 - f ‘ ( x )  +  1 - f  <x) =  0

de d o n d e  a =  1 . b  =  0 .  c  =  1.

r :
H a l l a r  u n  p u n t o  d e l  i n t e r v a l o  [  0 , 1 1 d o n d e  l a  t a n g e n t e  a  l a  c u r v a

a l  e j e  d e  a b s c i s a s .  r - 1  + - « *
(U n iv .  d e  C a n ta b r ia )

L a  ecu a c ió n  d e  la tangente a la cu rva  y  =  f ( x )  en el p u n t o  (a. b )  es: y - b  =  f ' f a ) - ( x  — a ) .  

S ie s t a  tangente es paralela al eje d e  abscisas se verificará q u e  f ’ (a)  =  0 :

y ' =  1 - 2 x = >  f | a l  =  1 - 2 a  =  0 ;  a =  1 .  s ie n d o  i  €  ( 0 .  1 1 

Para a  =  ^  +  =  ^  = >  e l p u n t o  p e d i d o  es el ( ^  ^ )
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y  =  lo g  x

es paralela a la  c u e r d a  q u e  u n e  los p u n t o  ( 1 , 0 )  y  ( e . D ?

(U n iv .  d e  O v ie d o )

El co e fic ie n te  a n g u la r  de la c u e r d a  A B  es:

1 - 0  =  _ ± _  

e -  1 e -  1

Si M (a ,  lo g  a) es el p u n t o  p e d id o :

1
.  a =  e  -  1 

el p u n t o  p e d id o  es M ( e  —  1 , log (e  -  1) ) .

X

1 0 . 2 6  O b t e n e r  los p u n t o s  de la  gréfica d e :  

f ( x )  =  xJ  —  7 x 3 +■ 1 3 x 2 +  3 x  +  4  

en los q u e  la  recta  tangente es paralela a:

Y  —  3 x  —  2  =  0

(U n iv .  C a stilla  -  L a  M a n c h a . 1 9 9 1 )

f ( x )  =  4 x 3 -  21 x 2 +  2 6 x  +  3 

Si  el p u n t o  M (a, b )  es el p e d id o ,  se verificará qu e  las rectas:

y  -  b  =  f i a )  ( x -  a)  ; y  =  3 x  +  2

son paralelas, de d o n d e :

4 a 3 — 2 1 a 2 +  2 6 a  +  3  =  3  = >  4 a 3 - 2 1 a 2 + 2 6 a  =  0  ;  ( 4 a2 -  21 a  +  2 6 ) a  = 0  

a  =  0

4  a2 -  21 a +  2 6  =  0  ; a  =  

f l O )  =  4  ;

2 6  =  ^ 3

21 2 y / 2 1 2 - 4  4 - 2 6  21_±_5 _  ^  8  4

2 - 4  " 8  “  \  2

1 - 7 13 3 4

2 2 -  10 6 18 = > f  (2 ) =  22

1 - 5 3 9 22

13

4

1 - 7  

13 

4

13

- 1 9 5

16

3

169

64

4

4 6 9 3

25 6
= > '(V3: 5 7 1 7  

1 2 5 6

1 - 1 5  

4

13

16

361
64

5 7 1 7
2 5 6

L o s p u n t o s  ( 0 ,  4 ) ,  ( 2 ,  2 2 )  y

( t - W ) S0r,l0S|>cd,d0$
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-

H o lla r  los p u n t o s  e n  los q u e  la  ta n g e n te  a la  curva

V -  x ? -  3 x  +  1
3

a) paralela al eje O X .

b )  paralela a la  recta  y  =  5 x  +  3,

c )  p e rp e n d ic u la r  a la recta  y =  |  +  1 .

Sea M (a .  b )  u n  p u n t o  d e  la c u r v a  d a d a .  La e c u a c ió n  d e  la ta n g e n te  a  la c u r v a  y  =  f ( x )  en el p u n t o  

(a, b l  d e  la c u r v a  es:
y  - b  =  f ' ( a M x - a ) .

x 3
Y  =  x 2 —  3 x  +  1 = >  y '  =  x 2 - 2 x - 3  = >  f'<a) =  a 2 - 2 a - 3  = >

y -  b  =  (a2 - 2 a  - 3 )  ( x  - a ) 1)

es la e c u a c ió n  de la ta n g e n te  a la cu rva  d a d a  e n  el p u n t o  M ( a .  b l .  V e r if ic á n d o s e ,  p o r  estar M  sobre la 

; u r v a ,  q u e

b  =  ^  -  a 2 -  3 a  +  1 *21

a) Si la recta d e  e c u a c ió n  ( 1 1 es paralela al eje O X ,  su c o e fic ie n te  a n g u la r  es 0 :

3

a2 -  2 a  - 3  =  0  = > 2  :  V  4  +  12 2 = 4

- 1

de ( 2 )  resulta q u e  si a =  3 , b  =  - 8 ;  y  si a =  —  1. b  =  - .  L le v a n d o  estos d o s  pares d e  valores a 

( 1 )  o b t e n e m o s  d o s  tangentes a la cu rva  paralelas a l eje O X  :

y  + 8  =  0 v - l - o

b )  Si la recta d e  e c u a c ió n  <1) es paralela a la recta y  =  5 x  +  3 , el c o e fic ie n te  d e  a m b a s  rectas es 

el m is m o :

a2 —  2 a  —  3  =  5  = >  a 2 - 2 a - 8 = 0  = >  a =  ^  4

- 2

y  c o m o  el p u n t o  M ( a , b )  está sobre la curva , se verifica  la re la c ió n  ( 2 ) :

para a =  4 ;  b  =  ^ - 1 6 - 1 2 4 - 1  =  -  ^  ; para a =  - 2 :  b  =  —  -  4  4 6  +  1 = 1  
J  3  3  3

d e  d o n d e  resultan las ecuaciones pedidas:

y  +  y  =  5  ( x  —  4 > . v  =  5 x - n z ; y _ i = 5 ( x + 2 ) . y  =  5 x  + 31

c) Si d o s  rectas son perp e n d icu la re s , el p r o d u c t o  de sus coeficientes angulares es igual a — 1
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o b t e n ie n d o  en ( 2 )  los valores c o rre sp o n d ie n te s  d e  b :

para a =  0 :  b  =  1 ;  para a = 2 :  b = | - 4 - 6 + 1 = - ~

y  las rectas pedidas serán:

V -  1 =  — 3 ( x  - 0 )  . y  =  —  3 x  +  1 v  +  y  =  - 3 ( x - 2 ) ,

H O l a r e .  p u n t o  d e  la  c u r v a  y  =  l o g ( 1  +  x 2 )

la tangente es p e rp e n d ic u la r  a  la ta n g e n te  tra za d a  p o r  el p u n t o  d e  abscisa x  1.

f ( x )  =  l og (1 +  x 2 )  = >  f ' ( x )  =  — í— - 2 x
1 + x 2

R e c o r d a n d o  q u e  dos rectas y  =  m  x +  b  .  y  =  m '  x  +  b '  son p erpendiculares si y  solo  si

m '  =  —  ó  m m '  + 1 = 0 .  
m

si a es la  abscisa de p u n t o  buscado

2 a  2  1

1 + a  1 + 1

f <— 1 > =  log [ 1 +  { -  U 2 | =  log 2

j  +  1 =  0  = >  4 a  ¿ 2  (1 -*-a/ 1 = 0  ; a  +  2 a  *• 1 =  0 ;  a =  -  1 

>  el p u n t o  p e d id o  es el ( - 1 . l o g  2|.

0.29 Se d a  la cu rva  y  =  j  .  C o m p r o b a r  q u e  el segm e n to  d e  la  tangente a d ic h a  cu rva  en el 

. c o m p r e n d i d o  en tre  los ejes d e  c o o rd e n a d a s , está d iv id id o  en d o s  partes iguales p o r  el pur.

{U n iv . d o  M a d r id )

,

C o n s id e ra n d o  q u e  la e c u a c ió n  de la tangente a la cu rva  y  =  f ( x )  en el p u n t o  Ix q , y o ) d e  la misma 

es V - y 0 =  f ’ <x0 K x - x 0 )  se tiene:

V =  ~  = >  y '  =  - j -  q u e  particu larizada para x  =  3  vale  y ‘ =  ~  . d e  d o n d e  la ecu a c ió n  d e  la

tangente e n  el p u n t o  ( 3 ,  ^ ) e s :
3

y - 5 - T T ‘* - 3»

1 _  - 1
V -

3  9

0  - 1 _  ~  1
3  “ 9

los p u n to s  d e  c o r te  d e  la tangente c o n  los ejes son | 0 ,  -  | y  16. 0 ) .  E l p u n t o  m e d io  del se g m e n to q u e
3

tiene p o r  e x tre m o s  ostos p u n t o s  es el q u e  tiene p o r  coo rd e n a d a s la sem isum a d e  las coordenadas de los 

e x t r e m o s :  2! + o
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Si P  es u n  p u n t o  c u a lq u ie r a  d o  la  g rá f ica  Y  =  ~  .  p r o b a r  q u e  el t r iá n g u lo  f o r m a d o  p o r  la rec-

i O P .  la to n g o n to  a  esa g rá f ica  e n  el p u n t o  P  y  ol eje y  0  es isósceles. ( O  es el o r ig e n  d e  c o o r d e n a - 

as)

(U n iv .  d e  M a d r id )

L a  e c u a c ió n  d e  la  ta n g e n te  a la g rá f ica  de y  =  f<x)  e n  el p u n t o  P ( x q ,  y o )  d e  la gráfica e s :

V - V Q =  f ' ( x o ) < x - x o )

v - i  = >  V = = J  = >

e c u a c ió n  d e  la ta n g e n te  a la gráfica d e  y  =  —  en

el p u n t o  P ( x o . y o )  es:

- 1

h a c ie n d o  y  =  0  o b t e n d r e m o s  la  abscisa d e l p u n t o  M  d e  c o r te  d e  la tangente c o n  el eje O X :

( 1 )

p o r  estar el p u n t o  P ( x o . y o )  so b re  la g rá f ica  de y  =  1  satisface su e c u a c ió n ,  o  sea q u e  y  =  —  .

° - V . -  V ' x - X oK Vo * 1  =  X - » .

O - ' O

lle va n d o  este valor a (1

X  O
x _  =  X  -  X x —  2  x las c o o rd e n a d a s  d e l p u n t o  M  son ( 2 x o , 0 ) .

La m e d ia tr iz  d e l s e g m e n to  O M  es x  =  x q  . y  c o m o  las c o o rd e n a d a s  d e l p u n t o  P satisfacen esta 

e c u a c ió n ,  el p u n t o  P está sobre esta m e d ia t r i z .  lo  q u e  nos d ice  q u e  el t r iá n g u lo  O P M  es isósceles.

10.31 C o n s id e r e m o s  la p arábola  d e  e c u a c ió n  f ( x )  =  x 2 .  R a z o n a  si, cuale squiera  q u e  sean los n ú m e 

r o s  reales a y  b .  c o n  a <  b .  s ie m p re  e x iste  u n a  re c ta  p arale la  a  la  recta q u e  paso p o r  los p u n t o s  (a.a2),  

y  I b ,  b 2 ) .  y  q u o  a d e m á  sea ta n g e n te  a  la  g rá f ica  d e  l a  p a rá b o la  en u n  p u n t o  ( c , c ? ) ,  c o n  c  G  ] a . b f . E n  

caso a f i r m a t iv o ,  escr ibe  su e c u a c ió n .
(U n iv .  d e  V a le n c ia . 1 9 9 1 )

La e c u a c ió n  de la  recta q u e  pasa p o r  los p u n t o s  A l a .  a 2 )  y  B l b .  b2 ) es:

y  - x -  a

b - a
V -  — —  Ix -  a) +  a2 ;  y  =  Ib  +  a ) x  -  a b

b - a
1)

f l x )  -  2 x  = >  la  e c u a c ió n  de la  ta n g e n te  a la p a rá b o la  en el p u n t o  C l c ,  c 2 )  es:

y  — c2 =  2 c f x — c )  ; y  =  2 c x - c 2 

L a s  rectas I I )  y  12) serán paralelas si 2 c  =  a + b  ;

sulla:

c  =
a +  b

(2 )

, l le v a n d o  este v a lo r  a 12) re-

v  =  2  a ± J »  x  _  ü + w ?  ..
2  4

y  =  la +  b )  x  - l a + b ) 2
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10.32 D e m o s t r a r  q u e  las c u rva s

o* eos y  =  c "  eos b Y e "  sen y  =  eJ  sen b

H a l le m o s  el p u n t o  d e  c o r t e  de a m b a s  c u r va s .  D i v i d i e n d o  m i e m b r o  a m i e m b r o  sus ecuac ion es:

ctg  y  =  c t g  b  = >  y  =  b  

s u s t i t u y e n d o  este v a lo r  e n  la  p r i m e r a  e c u a c ió n :

e* eos b  =  eJ  eos b  = >  x =  a

L a s  c u r v a s  se c o r t a n  en el p u n t o  la. b ) .

E l  á n g u l o  a  b a jo  el q u e  se c o r ta n  las c u rva s  y  =  f l x>,  e  y  =  g ( x )  en el p u n t o  la ,  b )  está d e te r m i  

n a d o  p o r  la f ó r m u la

tg o  =  f , ( a l - g ,|^ )-  1 +  f ’ i a l  g ' l a )

D e r iv a n d o  re s p e cto  d e  x  las fu n c io n e s  im p l íc it a s  d e  las c u rva s  d e l e n u n c ia d o  : 

e* ■ eos y  -*• e* ( —  sen y )  • y ’ =  0  = > '  V ’ =  ^  = >  f ( a l  =

»x • sen y  +  e R • eos y  • y ’ =  0  = >  y ’ s - - 5?— i  = >  g ‘ (a)  =  -
eos y

sen b  

sen b

eos b

eos b  _  / _  sen b  \
sen b  V c o s b i  ct g b  +  t g  b  _  ctg b +  t g  b

t g o  = =  co o  =  9 0 c

1 +
eos b/ sen b  \ 

\ c o s b  /

1 -  1

sen b '

las c u rva s  se c o r ta n  o r t o g o n a l  m e n te .

10.33 C a lc u la r  el á n g u l o  q u e  f o r m a n  las c u rva s  d e  e cu a c io n e s :

x y  =  1 y  X 7 — y 3 *  1

(U n iv .  d e  M a d rid J

Sea (a, b )  u n  p u n t o  d e  c o r t e  d e  a m b a s  curva s.

x y  =  1 1 -  y  +  x y ' =  0
v - í

f i a )  =  - jfO

= > = > = >

x 2 — y 2 =  1 2 x - 2 y y ‘ =  0 <
 

< 
|x g ’ la »  =  l

b

_  b a

a "  b  -  ( b 2 +  a 2 )  _  / -  ( b 2 +  a 2 ) \  _

0 II (O 5 n

rr
tg  a  =  ------------

b  a 1 - 1  ' 0  > 2
1 +  -

a  b
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C A P IT U L O  11

CRECIMIENTO Y  DECRECIMIENTO 
M A X IM O S  Y MINIMOS 
C O N V E X ID A D

C R E C I M I E N T O  Y  D E C R E C I M I E N T O  D E  U N A  F U N C I O N .

y  e s  e s t r i c t a m e n t e  d e c r e c i e n t e  si

f l x o - h )  >  f ( x o ) >  f ( x o  +  h )

L a  f u n c i ó n  f  d e f i n i d a  e n  e l  i n t e r v a l o  I e s  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  e n  e l  p u n t o  x o  G  I . si e x i s t e  u n  

e n t o r n o  s i m é t r i c o  d e  c e n t r o  x o  d e  r a d i o  6 ,  t a l  q u e  p a r a  t o d o  h .  0  <  h  <  6 ,  s e  v e r i f i c a :

T a m b i é n  s e  p u e d e  d e f i n i r  a s í :  l a  f u n c i ó n  f  e s  

e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  e n  x  si e x i s t e  u n  e n t o r n o
o

E  d e  x q  t a l  q u e  p a r a  t o d o  x G E  s e  v e r i f i c a :

S i  e n  l a s  e x p r e s i o n e s  a n t e r i o r e s  s e  s u s t i t u y e  el 

s i g n o  <  p o r  y  e l  >  p o r  > .  t e n d r e m o s  l a  d e f i n i 

c i ó n  d e  f u n c i ó n  c r e c i e n t e  y  d e c r e c i e n t e  e n  u n  p u n 

t o .

F U N C I O N  C R E C I E N T E  F U N C I O N  D E C R E C I E N T E

y  e s  e s t r i c t a m e n t e  d e c r e c i e n t e  e n  x q  si

S i  l a  f u n c i ó n  f  e s  c r e c i e n t e  e n  x Q , y  e x i s t e  f ' ( x Q ) ,  s e  t e n d r á  q u e  f ' ( x o )  > 0 ,  y a q u e  d e  ( 1 )  s e

d e d u c e  q u e  f ' ( x  )  =  l í m  - t í í l — í >  q  
x - * o  x  —  x o

S i  l a  f u n c i ó n  f e s  d e c r e c i e n t e  e n  x q  y  e x i s t e  f ' ( x o  ) ,  s e  t e n d r á  q u e  f ' ( x Q )  <  0 .  y a  q u e  d e  ( 2 )  se 

d e d u c e  q u e  f ' ( x Q ) =  l í m  <  o .
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Si la  f u n c i ó n  f  es d e r iv a b le  e n  x q  y e s  f ' ( x o ) > 0  la  f u n c ió n  es e s tr ic ta m e n te  cre c ie n te  e n  xQ . y  

si  f ' ( x o ) <  0  es e s tr ic ta m e n te  d e c re c ie n te  en x q . C o n o c i e n d o  s o la m e n te  qu e  f ' ( x í i l = 0  n o  p o d e m o s

saber si la f u n c i ó n  es cre c ie n te  o  d e c re c ie n te  e n  x .
,  o

L a  f u n c i ó n  f :  R  -• R  d e f in id a  p o r  f ( x »  =  x 2  e i  deri- 

v a b le  V x £  R  s ie ndo f ' l x )  =  2 x .  E n  x n  -  1 :  I I -  1» =  

=  -  2 < 0  es d e c re c ie n t e ,  ®n x  »  1 :  f ‘ (  1)  =  2  >  0  e s  c r e 

c ie nte.  y  e n  x =  0 : f ’l x )  = 0 .  n o  es c re c ie n t e  n i  decrecie nte.

Si la f u n c i ó n  f  es d e r iv a b le  so b re  el in t e r v a l o  I ;  se verifica:

—  f  cre c ie n te  so b re  I r >  f ' ( x )  > 0  V x  e  I

—  f  d e c re cie n te  so b re  I = >  f ' ( x )  <  0  V x E  |

—  1 co n s ta n te  so b re  I = >  f ' ( x )  = 0  V x  e  I

—  f ' ( x )  >  0  V x  €  I = >  f es es tr ic ta m e n te  creciente  en I

—  f ' ( x )  < 0  V x  €  I f  es e s tr ic ta m e n te  d e c re c ie n te  en I

—  f ' ( x )  = 0  V x  e l  = >  i  es c o n s ta n te  en I

l l x )

Las p ro p ie d a d e s anteriores sólo  son válidas si la f u n c i ó n  f  es d e r iv a b le  en el in te rv a lo  I. Si I n o  es 

u n  in te rv a lo ,  n o  se p u e d e n  aplicar .
Y

L a f u n c ió n  f  d e f i n i d a  e n  «H c o n j u n t o  | 1. 2 | U  ( 3 .  4 ]  p o r  2

1 si > £  11,21

2  si x  G  13 . 4  ] , 

es tal q u e  f ' l x )  =  0  pa ra  t o d o  x pe rte n e c ie n te  a su c a m p o  de 

d e f in ic ió n ,  y  sin e m b a r g o ,  la  f u n c ió n  n o  es co n sta n te  e n  d ic h o  

c a m p o  (este c a m p o  n o  es u n  i n te rv a lo ) .

Para hallar los intervalo s  de c r e c im ie n t o  y  d e c r e c im ie n t o  d e  u n a  f u n c i ó n  f se o b t ie n e n  las raices 

de f ' ( x )  =  0  y  los p u n to s  d o n d e  n o  existe f ' l x ) .  T e n d r e m o s  asi los posibles e x t r e m o s d e  los intervalos 

e n  los q u e  c a m b ia  el s ig n o  d e  f ' l x ) .

S ea halla r  lo s  intervalo s  d e  c r e c i m i e n t o  y  d e c re c im ie n t o  d e  la f u n c ió n  f :  R  —  R  d e f in id a  p o r  f ( x )  - x - 3 \ ^ x 2 (

?  2 - i
f | x ) = x - 3 x 3  = >  f ' | x )  =  1 - 3  | x 3 , - 2 - L  =  ? í z l

. -3  t e

f’ l x ) \/x  - 7  =  0 x =  8

pa ra  x  =  0  se a n u la  el d e n o m i n a d o r  d e  f ' l x ) .  l o  q u e  i m p l i c a  q u e  n o  existe  f 'I O ) .

C o n  estos d a to s  p o d e m o s  f o r m a r  el s iguiente c u a d r o ,  d o n d e  c o n  f  s im b o l i z a m o s  q u e  la  f u n c ió n  es c re c ie n t e  y  c o n  

V q u e  es decrecie nte.

f ' l x )

f l x )

8

n o  existe

 r------------

L a  f u n c i ó n  es crecie nte  e n  lo s intervalo s  | - c o , 0 (  y  ) 8 ,  +  c d [  y  de c re c ie n te  e n  | 0 .  8 (
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M A X IM O S  Y  M IN IM O S  D E  U N A  F U N C IO N .

L a  fu n c ió n  f  d e f in id a  e n  e l in t e r v a lo  I t ie n e  u n  m á x im o  r e la t iv o  e n  e l p u n to  x Q e  I .  s i e x is te  

u n  e n to r n o  s im é t r ic o  d e  c e n t r o  x q  y  r a d io  6 , t a l  q u e  p a ra  h ,  0  <  h  <  6 .  se v e r i f ic a :

f ( x o - h )  <  f ( x o ) >  f ( x o +  h )

t ie n e  u n  m ín im o  r e la t iv o  en  x Q s i:

f< x o -  h )  >  f ( x o ) <  f ( x o +  h )

T a m b ié n  se  p u e d e  d e f in i r  a s í:  La  f u n c ió n  f  t ie 

n e  e n  e l p u n to  x q u n  m á x im o  r e la t iv o  si e x is te  u n  

e n to r n o  E d e  x q ta l  q u e  p a ra  to d o  x  d e  E se v e 

r i f ic a :

f ( x )  <  f ( x o ) ( 3 )

y  t ie n e  en  x  u n  m ín im o  r e la t iv o  si

f ( x )  >  f ( x o > 14)

Si la  f u n c ió n  t ie n e  e n  x q u n  m á x im o  o  u n  m í n im o ,  se d ic e  q u e  t ie n e  u n  e x t r e m o  en  x Q .

S i la  d e s ig u a ld a d  ( 3 )  se  v e r i f ic a  p a ra  to d o  x  <= I ,  la  f u n c ió n  t ie n e  en  x q  u n  m á x im o  a b s o lu to  en

I .  S i (4 )  se v e r i f ic a  p a ra  to d o  x  e  I ,  la  f u n c ió n  t ie n e  o n  x o u n  m ín im o  a b s o lu to .

S i la  fu n c ió n  f  es d e r iv a b le  en  x Q y  t ie n e  u n  m á x im o  o  u n  m ín im o  en  x Q, se v e r i f ic a  q u e  f ' { x Q) = 0 .  

L a  c o n d ic ió n  f ' ( x Q) es c o n d ic ió n  n e c e s a r ia , p e r o  n o  es s u f ic ie n te  p a ra  q u e  h a y a  e x t r e m o  e n  x Q.

S i f ’ ( x o > =  0 ,  p a ra  v e r  si la  f u n c ió n  t ie n e  en  x Q u n  e x t r e m o  h a y  q u e  e s tu d ia r  e l s ig n o  de  f ' ( x )  a d e re 

ch a  e iz q u ie rd a  d e  x  :  Sea h  u n  in f in i t é s im o .

f ( x o ) =  0

f ' ( x o -  h )  >  0  

f ' ( x 0 + h )  <  0  

f ' ( x Q- h )  <  0  

f ' í x  + h )  >  0

f  t ie n e  u n  m á x im o  en  x Q

f  t ie n e  u n  m í n im o  e n  x .

f * ( x o — h )  y  f ' ( x Q +  h )  t ie n e n  e l m is m o  s ig n o f  n o  t ie n e  e x t r e m o  e n  x .

P ara  h a lla r  lo s  m á x im o s  y  m ín im o s  de  la  f u n c ió n  f : I — R  .  se o b t ie n e n  la s  ra ic e s  de  V  ( x )  =  0  y  

!os p u n to s  d o n d e  n o  e x is te  f ' l x ) .  T e n d re m o s  a s í lo s  p o s ib le s  p u n to s ,  j u n t o  c o n  lo s  e x t re m o s d e l in te rv a -  

o  I .  s i é s te  es c o m p a c to  ( c e r ra d o  y  a c o ta d o ) .d o n d e  la  f u n c ió n  p u e d e  te n e r  m á x im o s  o  m ín im o s .

Sea h a lla r los extrem o» de la fu n c ió n  f : ( —8, 1 0 J -*  R d e fin id a  p o r f(x> =  x  -

e ^ - 2
f ( x ) =  x  — 3 x f ( x >  =  1 - 3 - l x 3 1 - ; f ‘ ( x ) = 0

f '( x )  n o e x iito p a ra  x =  0

L o »  posible» punto» donde hay  extremos son 8. 0, -  8  v  10- ( - 8  y  10 son los extremo» del conjunto de definición).

x -  8 0 8 10

f'íx )
T
1
1 + no'existe — 0 +

f ( x) - 3 0 ' 0 h — 4 10— 3  v^TcX) 5: — 3,92

La fu n c ió n  tiene  en x  = — 8  un  m ín im o  abso lu to  igual a — 30, en x  »  0  un  m áx im o  abso lu to  igual a 0 , en 

= 8  u n  m ín im o  re la tivo  igual a -  4 y  en x  a  10 un  m áx im o  re la tivo  igual a 10 -  3  \ / lO 0  .
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F U N C I O N E S  C O N V E X A S .

L a  fu n c ió n  re a l f  d e f in id a  en  e l in te rv a lo  I es c o n v e x a  en  I .  s i c u a le s q u ie ra  q u e  sean lo s  p u n to s  

a G  I y  b e l .  y  e l n ú m e ro  re a l X G  | 0 ,1  J . se t ie n e :

f  l  X a  +  (1 — X ) b )  <  X f l a )  +  (1 - X ) f ( b ^

La función f : R -  R definida por f (x) =  x2 es convexa en cualquier intervalo I de R.

En efecto : V a  G  I v  V b  €  I . y V \ G | 0 .  1 | :

f ( X a  +  ( l — X ) b )  »  [  X  a +  ( 1 -  X )  b ) 2 =  X2  a2  +  ( 1 -  X ) 2 b 2  +  2 X O - X ) a b

X l ( a )  C1 —  X ) f ( b )  =  Xa2 +  ( 1 - X ) b 2_______________________________________________ ______

f ( X a  +  (1 —  X) b  1 -  Xfla l — 11— X H f b )  = Xa2 ( X -  1) +  O  -  X)b2 ( 1 -  X -  1) +  2 X I I  - X ) a b  =

=  — X| 1 —  X)  ( a2 +  b2 -  2ab) =  -  X< 1- X ) U  -  b>2 <  0  = >

f (X *  +  (1  —  X )b |  <  Xfla ) +  ( 1  - X J H b )  = >  f es convexa.

La fu n c ió n  f  es c ó n c a v a  en  e l in te rv a lo  I si la  fu n c ió n

G e o m é tr ic a m e n te :  S i IC )  es la  c u rv a  re p re s e n 

ta t iv a  d e  la  fu n c ió n  c o n v e x a  f  en  e l in te rv a lo  I = [ a , b | .  

la  c u e rd a  d e  e x t re m o s  M  | a. f  (a ) | y  P [ b .  f  ( b )  | está 

p o r  e n c im a  d e l a rc o  de  c u rv a  M P . S i la  fu n c ió n  es 

c ó n c a v a , la  c u e rd a  M P  e s tá  p o r  d e b a jo  d e l a rc o  M P.

S i la  fu n c ió n  f  es d e r iv a b le  en  e l in te rv a lo  I .  la 

ta n g e n te  a la  c u rv a  en  c u a lq u ie r  p u n to  de  absc isa  

c  G  I a , b ) es tá  p o r  d e b a jo  d e l a rc o  M P  si la fu n c ió n

e s  c o n v e x a .  S i  la f u n c i ó n  e s  c ó n c a v a ,  la  t a n g e n t e  e s t á

p o r  e n c i m a  d e l  a r c o  M P .

/ ^ ^ > p
P a r a  q u e  la  f u n c i ó n  f . d e r i v a b l e  e n  e l  i n t e r v a l o  1 M \

s e a  c o n v e x a  e n  1, e s  n e c e s a r i o  y  s u f i c i e n t e  q u e  s u  d e r i  M f - ^  •

v a d a  V  s e a  c r e c i e n t e  e n  1. a  c  b

L a  f u n c ió n  f :  R  -  R  d e f in id a  p o r  f ( x )  =  x 2  es c o n v e  F U N C I O N  C O N C A V A

xa e n  c u a l q u ie r  in t e r v a lo  1 =  | a, b ) d o  R .

E n o . e c , o :  r H - l . »  « - « - r W . í b - í .  .  ,  „  „  ^  , '* es crecie nte  ^  f  es c o n ve x a .
b - a  b - a

P a r a  q u e  la  f u n c i ó n  f . d o s  v e c e s  d e r i v a b l e  e n  e l  i n t e r v a l o  I ,  sea c o n v e x a  e n  I ,  e s  n e c e s a r i o  y  s u f i 

c i e n t e  q u e  f " ( x )  > 0  V x  G  I .

L a  f u n c ió n  f : R  -  R  d e f in id a  p o r  f|x)  =  x 2-es  c o n v e x a  e n  t o d o  in t e r v a lo  I d e  R .

E n  e f e c t o :  f ' ( x ) = 2 x .  f ’M x )  =  2 >  0  = >  I  es c o n v e x a  e n  I.

P a r a  q u e  l a  f u n c i ó n  f .  d e r i v a b l e  e n  e l  i n t e r v a l o  I s e a  c ó n c a v a  e n  I .  e s  n e c e s a r i o  y  s u f i c i e n t e  q u e f c  

d e r i v a d a  f  s e a  d e c r e c i e n t e  e n  I.

La  fu n c ió n  f :  ) - c o , 0 ( - * R  d e f in id a  p o r  f ( x )  =  x 3  e n  c ó n c a v a  e n  c u a l q u ie r  intervalo  l =  ( a, b l C | - r o . 0 | .

E n  e fe c to :  =  3 . »  = >  l b  -  a l  -  3 | b + *  <  0  (p o . „ o n u .  .  v  „
b - a  b - a  b - a

son d o s  n ú m e r o s  ne ga tiv os)  = >  f '  es de c re c ie n te  = >  f  es cón ca va .

- f  e s  c o n v e x a  e n  e l  i n t e r v a l o  I .

F U N C I O N  C O N V E X A
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P ara  q u e  la  f u n c i ó n  f . d o s  veces d e r iv a b l e  en el in t e r v a l o  I .  sea c ó n c a v a  e n  I. es n e c e s a r io  y  s u f i 

c ie n t e  q u e  f " ( x )  < 0  V x E  I .

L a  f u n c i ó n  f :  J - ® .  0 (  —  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  a  x 3  e s  c ó n c a v a  e n  c u a l q u i e r  i n t e r v a l o  d e  s u  c o n j u n t o  d e  d e f i 

n i c i ó n .

E n  e f e c t o :  f ‘{ x )  = 3 x 2 ;  1 " ( x )  =  6 x  <  0 .  p a r a  t o d o  x  <  0  = >  f  es c ó n c a v a .

P ara  h a l la r  lo s  in t e r v a l o s  d e  c o n v e x i d a d  y  c o n c a v i d a d  d e  u n a  f u n c i ó n  f ,  se h a l la n  las ra ic e s  de 

f " ( x )  =  0 .  y  lo s  v a lo r e s  d e  x  e n  lo s  q u e  n o  e x is te  f " .  T e n d r e m o s  a s í  los p o s ib le s  p u n t o s  e n  lo s  q u e  c a m 

b ia  la  c o n v e x i d a d  d e  la  f u n c i ó n .

E s t u d i e m o s  la  c o n v e x i d a d  d e  la  « u n c i ó n  f : R  —  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  x  e  2

- 5 2 _ 2 x  - * 2 - i i
f ' ( x )  =  l e  2 + x e  2  •— -  =  ( 1 -  x 2 ) e T  ;  f " ( x ) = - 2 x o  2  +  ( 1  -  x 2 ) e  2  -  =  x ( x 2 - 3 ) o  2

2  - S ?
f ” ( x »  =  0  = >  x ( x 2 - 3 )  = 0  = >  X ,  r .  0 ,  x 2  = V 3 .  x 3 =  - V 3  = >  f ‘ ( x )  =  x ( x  +  > / 3 )  ( x  - y/3)  e  2

X —  co - V 3 0 v/3 +  »

r < x » — +
1

— +

f cóncava convexa cóncava convexa

La defin ición  oue hem os dado d o  función convexa y  función  cóncava es la  adm itida internacionalm ente. Las expre

siones de cóncava {o  convexa)  hacia las y  >  0  o  hacia las y  <  0  están anticuadas y  deben evitarse.

P U N T O  D E  I N F L E X I O N .

Sea f  u n a  f u n c i ó n  real d e r iv a b l e  e n  u n  e n t o r n o  

de l p u n t o  a . y  ( C )  su c u r v a  r e s p e c t o  d e  u n  siste m a  

d e  r e f e r e n c ia  o r t o n o r m a l .

E l  p u n t o  M ( a .  f ( a )  | e s u n p u n t o d e  i n f l e x i ó n  

d e  ( C )  si la  t a n g e n t e  a ( C )  e n  este p u n t o  atraviesa 

a la  c u r v a .

L a  e c u a c ió n  d e  la  t a n g e n t e  a  la  c u r v a  y  =  f  ( x )  

en el p u n t o  d e  a b s cis a  a es:

y - f ( a )  =  f ' í a ) - ( x - a )  = >  y ,  =  f ( a )  +  f ' ( a ) - { x - a )

Vc - V t =  f ( x ) - f ( a ) -  f ' ( a ) . ( x - a )  ( 1 )

El p u n t o  M [ a .  f ( a ) |  es d e  i n f l e x i ó n  si el s ig n o  

de la  e x p r e s i ó n  ( 1)  e n  u n  e n t o r n o  d e  a , es d i s t i n t o  

p a r a  x <  a  q u e  p a r a  x  >  a.

E n  e l  p u n t o  d e  i n f l e x i ó n  la  f u n c i ó n  pasa d e  c o n 

v e x a  a  c ó n c a v a ,  o  d e  c ó n c a v a  a c o n v e x a .  E s  c o n d i c i ó n  

n e c esaria ,  p a r a  q u e  el p u n t o  d e  a b s cis a  a sea d e  in f l e 

x i ó n ,  q u e  f " ( a )  =  0 .

S i  la  f u n c i ó n  e s  c o n t i n u a  e n  el p u n t o  a , y  t ie n e  

d e r iv a d a  i n f i n i t a  e n  d i c h o  p u n t o  p e r o  c o n  s ig n o s  i g u a 

les a  d e r e c h a  e  i z q u i e r d a ,  se d i c e  q u e  M | a .  f ( a )  | es 

u n  p u n t o  d e  i n f l e x i ó n  c o n  t a n g e n t e  v e rt ic a l .
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D a d a  la  f u n c i ó n  f .  para h a l la r  los p u n t o s  d e  i n f l e x ió n  se c a lc u la n  las raíces de f " ( x )  =  0  y  los v a 

lores d e  x  p a r a  los q u e  se ha ce  in f in i t a  la e x p r e s ió n  f ' ( x ) .  T e n d r e m o s  así lo s  p o s ib le s  va lo r e s  d e  x 

d e  lo s  p u n t o s  d e  in f l e x ió n .  El s ig n o  d e  f " ( x )  a d e r e c h a  e i z q u i e r d a  d e  ca d a  u n a  d e  las raices d e  f " ( x )  = 0  

nos d i r á  si t e n e m o s  p u n t o  d e  in f l e x ió n .  E l  s ig n o  d e  f ' { x )  a d e r e c h a  e i z q u ie r d a  d e  c a d a  u n o  d e  lo s  v a lo 

res q u e  h a c e n  in f in i t a  a f ' ( x )  n o s  d irá  si estos p u n t o  s o n  o  n o  d e  in f le x ió n .

Sea a u n a  ra iz  de f " ( x )  =  0  : 

f " ( a  —  h )  >  0  

f " ( a  +  h )  <  0
p u n t o  d e  in f le x ió n

f ' ' ( a  —  h )  <  0  

f " ( a  +  h> >  0
p u n t o  d e  in f le x ió n

f " ( a  —  h )  >  0  

f " ( a  +  h )  >  0

f ' ' ( a  —  h )  <  0

f " ( 0  - h )  =  1 2 ( - h ) 2  >  0 

r i O  *  h) =  12h2 > 0

>■ n o  h a y  p u n t o  d e  i n f l e x ió n  ;

f ' T a  -  h )  <  0

Sea f :  R  —  R la función definida p o r  f (x)  =  x 4 : 

f ' (x )  =  4 x 3 ; f " ( x )  ■  12x2 ;  f " ( x )  ■  0  = >  x a O  

ol punto do abscisa x  =  0  no es punto do inflexión.

Sea la función f :  R R  definida por f<x) =  x3 -  6 x 2 +  9  x -  4.

f ' ( x )  =  3 x 2 -  J 2 x +  9  ;  » ” ( x )  =  6 x  -  12  ;  f ( x )  =  0  6 x - 1 2 = 0 .  x = 2

f " < 2 -  h )  =  6 ( 2 - h )  -  12 <  0  |

f " (2  +  h) =  6 ( 2 + h ) -  12 >  0  I 

Sea a u n  v a lo r  d e  x  q u e  ha ce  f ' ( x )  =  ± as :

n o  h a y  p u n t o  de in f le x ió n

el p u n t o  d o  ab scisa 2  es p u n t o  d e  i n f le x ió n

f ' ( a  —  h )  >  0  

f ' (a  + h )  >  0

f ' l a - h ) < 0  | 

f ' (a  +  h )  <  0  !

f ' ( a - h )  >  0  i 

f ' (a  +  h )  <  0  I 

f ' ( a  —  h )  <  0  i 

f ' (a  +  h )  >  0

p u n t o  d e  i n f l e x ió n  c o n  ta n g e n te  vertical

p u n t o  d e  i n f l e x ió n  c o n  ta n g e n te  vertical

/

p u n t o  d e  re tro c e s o  

p u n t o  d e  retroceso
a  r

Soa la  f u n c i ó n  f :  R -• R  d e f i n i d a  p o r  f (x > =  x

1
,  . 3  .

n o  -  h j  =  -  — - —  >  o 

n 0 + h , =  5 T ^  > °

el p u n t o  (0 .0 )  os p u n t o  do i n f l e x i ó n  c o n  t a ng en to  vert ic a l .

f '(0) = +  co
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11.1 E s tu d ia r  el c r e c im ie n t o  y  d e c re c im ie n to  d e  la  f u n c ió n

f l x )  =  I x  -  1)e*

f ' ( x )  =  1 - e ‘  +  ( x

x

- 1 ) e "  = x e "  ;  f ’ ( x )  = 0  = >  x - e "  = 0

0

(U n iv .  d e  L e ó n )

| x  = 0

I e" =  0  ( n o  tiene s o lu c ió n )

+  te

f ' l x ) 0  +

f l x )

-----------------------------------------,---------------------------------------

d e c re cie n te  ' creciente

11.2 D a d a  la  f u n c ió n  f :  | 0 , 2 t t ]  R  d e f in id a  p o r

f ( x )  =  x +  5  —  2  sen x 

hallar los intervalo s  d e  c r e c im ie n t o  y  d e c re c im ie n to .
(U n iv .  d e  S a n tia g o )

f* (x )  =  1 — 2  eos x  ;  f ’ ( x )  =  0  = >  1 - 2  c o s x  =  

píen esta igualdad en el in te rv a lo  [ 0 , 2 rr| so n :

Para x  €  [ 0 .  £ [  .  1 >  eos x >  I  = >  f '  ( x )  =  1
3  2

x £  ] ?  .  ^  I . -  1 <  eos x  <  = >  f '  ( x )  =  1 -  2  eos x >  0 .  la f u n c ió n  es creciente
3  o  ¿

* €  | “ , 2 j t 1 ,  1  <  eos x <  1 = >  f ' ( x )  =  1 - 2  c o s x  <  0 . la f u n c ió n  es decreciente 
3  ¿

I ; c o s x  =  — . L o s  valores d e  x q u e  c u m -

-  2  eos x  <  0 .  la f u n c ió n  es decreciente
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11 .3  H a lla r  e l c o n j u n t o  o r ig in a l  A  de la  f u n c i ó n  real f :  A  - »  R  d e f in id a  p o r

f <x) =  lo g  ( x - 1 )  ( x  —  2 )  

l o »  in te rv a lo s  d e  c r e c im ie n to  y  d e c re c im ie n to .

(Univ. de Santiago)

C o m o  sólo  los n ú m e r o s  m a y o r e s  q u e  c e r o  t ie n e n  lo g a r i t m o  ( r e a l ) ,  la f u n c i ó n  ex istirá  s o lo  para los 

va lores d e  x  q u e  h agan ( x  —  1) ( x  —  2 )  >  0  . o  lo  q u e  es lo  m i s m o ,  los valores d e  x  p a r a  los q u e  lo s  f a c 

to re s  x - 1  y  x - 2  te n g a n  el m is m o  s ig n o .  E sto s  fa cto re s  se a n u l a n  e n  x =  1 y e n  x  =  2 ,  p o r  t a n t o  

t e n d r e m o s  q u e  e s tu d ia r  s u  s ig n o  e n  los in te rv a lo s  | - ® , 1 ( ,  I 1 . 2 J  y  12 .  +  « [ .

Para x  G  )  —  ®  , 1 (

x -  1 < 0  

x —  2  <  0
( x - 1 )  ( x - 2 )  >  0

Para x  €  ) 1 , 2  [

Para  x  G  ]  2 .  + ®

x  - 1  > 0  

x - 2  <  0  

x - 1  > 0
— ■

x —  2  >  0

de d o n d e  A =  ) —  »  . 1 | U  12 ,  + »  |

( x  —  1 )  ( x - 2 K 0

( x - 1 )  ( x - 2 )  >  0

1 x

Para h a lla r  los in te rv a lo s  d e  c r e c im ie n t o  y  d e c r e c im ie n t o  h a y  q u e  e s tu d ia r  el s ig n o  d e  f ' (x) :

( x — 2 )  +  ( x  —  1)  2 x  —  3
f ' ( x >  =

( x - 1 ) ( x - 2 ! ( x - 1 ) ( x - 2 !

E l  n u m e r a d o r  se a n u la  para x  =  -  y  el d e n o m i n a d o r  para x  =  1 y  x =  2 .  Para e s tu d ia r  el sig 

n o  d e  f ' ( x )  h a b r ía  q u e  ver el s ig n o  e n  los in te rv a lo s  | — ®  , 1 | ,  | 1 .  j  | , I ^ V | 2 . + » l .

p e ro  c o m o  s ó lo  en el p r i m e r o  y  en el ú l t i m o  está d e f in id a  la f u n c i ó n  f ,  los o t r o s  se d e s c a rta n :

Para

la f u n c i ó n  es d e c r e c ie n t e .

Para x  G  J 2 .  +  ro 

la f u n c ió n  es c re cie n te .

2 x  -  3  <  0

x  -  1 <  0  

x  - 2 <  0

2 x  —  3  >  0 

x  -  1 >  0

x —  2  >  0

f  *( x )  <  0 ,

f * ( x )  >  0
2  x

1 1 .4  D e m o s t r a r  q u e  la  e c u a c ió n

x 3 —  3 6 x  +  1 0  =  0  

ra ice s reales e n  e l in te rv a lo  ) - 1 , 2 1  .  ¿ T ie n e  a lg u n a  ra íz  e n  este in te rv a lo ?

(U n iv . de  M álaga) -  (U n iv . de  M u rcia , 1991)
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E s t u d i e m o s  la  f u n c i ó n  f : l —  1 . 2 ) —  R  d e f i n i d a  p o r  f f x )  =  x 3 -  3 6 x  +  10:  

f ( —  1)  =  -  1 + 3 6 +  1 0  =  4 5  >  0  ;  f  ( 2 )  =  8  -  7 2  +  1 0  =  - 5 4  <  0

L a  f u n c i ó n ,  p o r  ser p o l i n ó m i c a .  e s  c o n t i n u a  en el in t e r v a l o  ( — 1 . 2 )  .  y  c o m o  f ( —  1 ) - f ( 2 )  <  0 ,  según 

el t e o r e m a  d e  B o l z a n o ,  e x is te  al m e n o s  u n  c E  ] — 1. 2 ( tal  q u e  f ( c )  =  0 .  L a  e c u a c ió n  t iene p o r  lo  m e n o s  

u n a  r a íz .

f ' ( x )  =  3 x 2 —  3 6  =  3 ( x 2 —  12) : f ' ( x )  = o  = >

x

x 2 — 12 = 0  ;  X  =  1  v / 1 2  = >  

-  1 2

f ' ( x )  =  3 ( x + v ' l 2 ) ( x - V r Í 2 ) = > f ' ( x ) = >

f ( x ) 4 5  ^  - 5 4

la f u n c i ó n  e s  e s t r ic t a m e n t e  d e c r e c ie n t e  e n  el in t e r v a l o [ - 1 . 2 ] . la  r a í z  a n t e r io r  es ú n ic a .

11.5 D e m o s t r a r  q u e  l a  e c u a c ió n  x 5 +  x  -  1 =  0  t ie n e  e x a c t a m e n t e  u n a  ra íz  real e n t r e  0  y  1

f l l n i v  d p  M a d r id  19911

E s t u d i e m o s  la f u n c i ó n  f :  | 0 ,  1 | —  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x ) =  x 5 +  x  —  1 :

f  ( 0 )  =  —  1 ;  f ( 1 )  =  1 + 1 - 1 = l

L a  f u n c i ó n ,  p o r  ser p o l i n ó m i c a .  es c o n t i n u a  y  c o m o  f ( 0 ) - f ( 1 ) <  0 .  s e g ú n  el t e o r e m a  d e  B o l z a n o ,  

e x iste  al m e n o s  u n  c E  10 .  1| tal q u e  f ( c )  =  0 .  o  sea q u e  la e c u a c ió n  f  ( x )  = 0  tiene p o r  lo  m e n o s  u n a  

raiz.

f ' <x)  =  5  x 4 +  1 >  0  = >  V x  €  | 0 ,  1 | = >  la  f u n c i ó n  e s  e s tr ic ta m e n te  c r e c ie n t e ,  lo  q u e  i m p l ic a  q u e  

la ra íz  a n t e r io r  es única .

11 .6  D e m o s t r a r  q u e  p a r a  c a d a  n ú m e r o  real x >  1 . se v e r i f ic a  la  s ig u ie n te  d e s ig u a ld a d :

lo g  x  >  ( l o g  =  l o g a r i t m o  n e p e r ia n o )

[U n iv .  d e  V a lla d o !id . 1 9 9 1 i  

S e  v e r if ic a rá  la d e s ig u a ld a d  si la f u n c i ó n  f : 11. +  ®  | - *  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  l o g  x  -  ^
X  “4* 1

es n o  negativa.

f ( l )  =  l o g  1 -  - l j - +  y  =  0 - 0  =  0 .

=  2  _  2 ( x  + 1 )  — 2 ( x  —  1 ) - 1  =  l  _  4  =  ( x  +  1 ) 2 - 4 x  _  x 2 +  2 x  +  1 —  4 x  =

X ~ x  ( x + 1 ) 2 x  ( x + 1 ) 2 x ( x + 1 ) 2 x ( x + 1 ) 2

_  x------------2 x — _  — (x — ^  ^  o  p a r a  x  >  1 ^  la  f u n c i ó n  f  es c r e c ie n te  e n  t o d o  su
x ( x  +  1 )  x ( x + 1 ) 2

c a m p o  d e  d e f in ic ió n .

S i  f ( 1 )  =  0  y  la f u n c i ó n  f  es c r e c ie n t e .  f ( x )  > 0  V x  €  1 1.  +  ®  ( = >  l og x  >
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11 .7  S I  x  >  0 ,  d a m o s t r a r  q u e  x > l o g ( 1  +  x ) >

(U n iv .  d e  S e v il la )

C o n s id e re m o s  la f u n c ió n  f :  R .  —  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  x —  l og (1 +  x ) :

f ' ( x )  =  1 - 1

1 +  X  1 + x
>  0  V  X >  0 .  s iendo f ( 0 )  =  0  -  lo g  1 = 0

X 0 +  ®

f ' í x ) + = > V x  > 0 :  f ( x ) >  i

f ( x ) 0 creciente x >  lo g l  1 +  x )

Sea la  f u n c i ó n  g ; R ,  — R  d e fin id a  p o r  g ( x ) -  log (1 +

g(0> =  C1 • n ' l x l  -  - 1 ( 1  +  x ) — X - 1 1 1
* •

9 1 x 1  1 + x (1 +  x ) 2 1 +  x ( 1 + x ) 2

X 0 +  CO

g ' ( x ) + o - V  x >  0 : g ( x 1 >  0

g ( x ) 0 creciente log (1 +  x )  >

x -  lo g  (1 +  x ) >  0

1

1 +  x 

l + X — 1 X
>  0  V  x >  0

log (1 + x ) -
1 +  X

D e  ( 1 )  y  (21 re s u lta :  V x > 0 .  x > l o g ( 1 + x ) >

1 +  x 

X

( 2 )

1 +  x

1 1 . 8  S e  c o n s id e ra  la  f u n c ió n f { x )  =
x —  1

E s tu d ia r  lo s  in te rv a lo s  d e  c r e c i m i e n t o ,  d e c r e c im ie n t o  y  los e x t r e m o s  relativos.

(U n iv .  de  M a d rid ,  1 9 9 1 )

L a  f u n c i ó n  n o  está d e f in id a  para x =  1, v a lo r  q u e  a n u la  el d e n o m in a d o r

f , x j  =  2 x ( x  -  1)  -  x 2 1 _  x 2 -  2 x  

( x - 1 ) 2 ( x - 1 ) 2

f ' ( x )  =  0 ü L z A ? = 0 ;  x 2 -  2  x =  0  
( x - 1 )

x  =  0  

X =  2

f ( 0 )  =  0 

f < 2 )  =  4

X —  CO 0 2 +  co

f ' í x )  =
x ( x  - 2 )  

( X - 1 ) 2
+  0 — —  0 +

f ( x ) /* 0 %  4 /"

L a  f u n c ió n  es cre c ie n te  e n  | -  co . 0  | U  12 ,  +  ®  ( .  es d e c re cie n te  e n  ) 0 , 1 | U l 1 . 2 f .  tiene un 

m á x i m o  re la t iv o  para x =  0  y  u n  m í n i m o  re la t iv o  p a r a  x =  2 .
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S i  f  es u n a  f u n c i ó n  d e f i n i d a  e n  D  -  | x 6  R :  0  <  x  <  2  » }  ta l  q u e  V x  e  D

t e n e r  lo s  in t e r v a l o s  d e  c r e c i m i e n t o  y  d e c r e c i m i e n t o  y  lo s  e x t r e m o s  r e l a t iv o s  d e  f  ( n o  d e b e  

el c á l c u l o  d e  f ) .

R e c o r d a n d o  la  v a r i a c i ó n  d e  eos x  e n  el i n t e r v a l o  ) 0 , 2 í t ( y  c o m o  —  x  es n e g a t i v o  e n  d i c h o  ín te r -

•alo:

o  sea q u e  la  f u n c i ó n  e s  d e c r e c i e n t e  en lo s  in t e r v a l o s  | 0 . ^ (  y  ) ^  .  2  n  ( .  c r e c i e n t e  e n  el in t e r v a l o  

| ^  ~  | . t ie n e  u n  m í n i m o  e n  x  =  í  y  u n  m á x i m o  e n  x  =  ~  .

'

1 .1 0  E n c o n t r a r  las f u n c i o n e s  p o l i n ó m i c a s  a x 3 + b x 2 + c x  +  d  c u y a  s e g u n d a  d e r iv a d a  sea x  —  1. 

¿ C u á l  o  c u á le s  d e  ellas t i e n e n  u n  m í n i m o  r e l a t i v o  e n  el p u n t o  (  4 ,  —  )  ?

P ( x )  =  a x 3 + b x 2 +  c x + d  ;  P ‘ ( x )  =  3 a x 2 + 2 b x + c  ;  P " ( x )  =  6 a x  +  2 b

P” ( x )  =  x  —  1 = >  6 a x  +  2 b  =  x — 1 = >
6 a  =  1

2 b  =  - 1

P ( x )  =  - I x 3 -  ¿ x 2 + c x  +  d  
6 2

Si  P ( x )  t i e n e  u n  m í n i m o  e n  el p u n t o  (  4 .  —  - M ,  se v e r i f ic a rá :

P ( 4 )  =  -  ±

P  ( 4 )  =  0

1  4 3 —  1  4 2 +  4 c  +  d  =  -  1

1  4 ^ _  4  +- c  =  0

c  =  -  4  ; d  =  13

P ( x )  =  ¿  x 3 -  ¿  x  —  4 x +  1 3  
o  2

11 .11  O b t e n e r  lo s  e x t r e m o s  r e la t iv o s  y  a b s o lu to s  asi c o m o  lo s  in te r v a lo s  d e  c r e c im ie n t o  y  d e c re c i-

d e  la  f u n c i ó n

f ( x )  =  sen x  +  e o s  x
el in t e r v a l o  c e r r a d o  [  0 . 2  n  )

(U n iv .  d e  M a d rid . 19 9 1 )
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f ( x )  =  sen x  +  sen ( j  —  x )

T r a n s f o r m e m o s  esta s u m a  d e  sen os en p r o d u c t o :  

sen (a  +  b )  =  sen a eos b  +  eos a sen b
sen (a  +  b )  +  sen ( a  -  b )  =  2  sen a eos b

sen (a  +  b )  =  sen a e o s  b —  e o s  a sen b

h a c ie n d o  a +  b  =  x  *  *
= >  3 =  j  ; b  =  x  — J  = >  f ( x )  = 2  sen J  c o s ( x - - )  =  V 2  - c o s í x - - !

a _ b  =  | - x

f ' ( x )  =  —  V 2  sen ( x  —  ; f ' ( x )  =  0  = >  s e n ( x - - ) = 0
4  n  r r  5  rr

I x  -  -  =  r r  x  =  r r + - =  —  
4  4  4

f f O )  =  \ / 2 - e o s  ( -  ^ )  =  v / 2 - ^ ?  =  1 ; f { ^  =  v ^ c o s O  =  > /2  ; f ( i r + í )  = v 2 . c o s r r  =  - / 2  ;
4  2  4  4

f ( 2 7 i )  =  v ^ c o s ( 2 j t  -  í )  =  > / 2 . - ^ ? =  1

í  —  O ír
x  0  4  4

f ( x )  : +

f ( x )  y s  s/ 2  ^  - y / 2  S  1

L a  f u n c i ó n  es c r e c ie n te  e n  los in te rv a lo s  [ 0 .  y  | 2 i r  | . y  es d e c re c ie n te  en el in te rva lo
4  4

I f - T l -4  4

E n  x  =  0  t iene  u n  m í n i m o  re la t iv o ,  en x  =  J  u n  m á x i m o  a b s o lu t o ,  e n  x =  ~  u n  m í n i m o  

a b s o lu to  y  en x  =  2 ir u n  m á x i m o  re la tivo .

1 1 . 1 2  Sea f ( x ) u n a  f u n c i ó n  d e f in id a  y  c o n t in u a  en el in t e r v a l o  | a , b )  y  d e r iv a b le  en |a, b  f . Si 

c  f= la .  b [ ,  ra z o n a r  la  v e ra c id a d  o  falsedad d e  las siguiontes a f irm a c io n e s :

a )  S i  f ' ( c )  =  0 ,  e n t o n c e s  f a d m i t e  m á x i m o  o  m í n i m o  re l a t iv o  o n  c.

b )  S i  f  a d m i t e  m á x i m o  o  m í n i m o  re l a t iv o  e n  c .  e n to n c e s  f ' ( c )  = 0 .
(U n iv .  d e  V a le n c ia )

a) N o  se p u e d e  a f i r m a r  q u e  la fu n c ió n ,  f tenga en c  u n  m á x i m o  o  m í n i m o  re la tivo .

Si la f u n c i ó n  f  es c o n t in u a  en [ a .  b |  y  d e r iv a b le  en |a. b f .  es c o n d i c ió n  necesaria, p e r o  n o  

s ufic iente, para q u e  en c  €  |a, b [  la f u n c i ó n  a d m i t a  u n  m á x i m o  o  m í n i m o  r e l a t iv o ,  q u e  f  ’ l c )  =  0 .

L a  f u n c i ó n  f :  R  -  R ,  d e f in id a  p o r  f ( x )  =  x 3 . es c o n t in u a  en [ — 1.  1 1 .d e r iv a b le  en ) - 1 , 1 f

f ( x )  =  3 x 2 = >  f ' ( 0 )  =  0 ,  y  sin e m b a r g o  n o  tiene 

m á x i m o  n i  m í n i m o  e n  x =  0 :

f ( 0 - h )  =  (— h ) 3 =  — h 3 ; f (0 >  =  0  ;

f ( h )  =  h 3  = >  f t 0 - h ) < f ( 0 )  <  f ( 0 + h )
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b )  S i  f  a d m i t e  m á x i m o  e n  c .  s i e n d o  h > 0 :

f ( c — h )  — f ( c )  <  0
f ( c - h ) - f ( c )  

- h
>  0

f  ( c - h ) -  f ( c )  ^  n  
l i m  ----------------   >  0
h * o  —  n

f ( c  +  h )  —  f ( c )  <  0
f ( c  +  h ) - f ( c >

<  0

lf  f  ( c  +  h )  —  f ( c )  _
l i m  --------------    <  0
h - o  h

c o m o ,  p o r  h ip ó t e s is ,  la f u n c i ó n  es d e r iv a b l e .  e x is t e n  a m b o s  l í m i t e s  y  s o n  iguales. C o m o  el p r i m e r  l í m i t e  

es >  0  y  el s e g u n d o  <  0 ,  p a r a  ser igu a le s  t e n d r á n  q u e  ser a m b o s  n u lo s ,  o  sea q u e

l i m  Í Í E Z Í L l M  _  l ( m  „  f . ( c ,  = Q

n *o —  h  h *o h

1.13 D a d a  l a  f u n c i ó n  f :  JO , + « > [ ,  d e f i n i d a  p o r

f ( x )  =  v x

(U n i v .  d e  M a d r id )

f  ( x > es p o s i t iv a  p a r a  t o d o  x >  0 .
i
■ 1 

T o m a n d o  l o g a r i t m o s  n e p e r ia n o s  e n  f ( x )  =  x  :  l o g  f ( x ) =  —  l o g  x
x

D e r i v a n d o :  =  — - l o g  x  +  —  • —  =  (1  —  log
f ( x )  x 2  *  x  x 2

2

f ' l x )  =  f l x ) .  J y M  -  l o g  x »  =  x *  - í -  (1 -  l o g x )  

i

X' X2

f l x )  =  0  = >  X *  — ^  11 -  l o g  x )  =  0  = >  1 - l o g x  =  0  ;  l o g x  =  1 ;  x  =  e
K

X 0 e +  0 5

f ’ l x ) +
!

o
—

f ( x ) v e

la f u n c i ó n  t i e n e  u n  m í n i m o  en

x  =  e .

1
.14 O b t e n e r  lo s  e x t r e m o s  r e l a t iv o s  d e

f ( x )  =  x -  ( l o g  x )

a n d e  l o g  es el l o g a r i t m o  n e p e r i a n o  y  n  u n  n ú m e r o  p a r  ig u a l  o  m a y o r  q u e  2 .

(U n iv . d e  C a n ta b ria )
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( T e n d r e m o s  en c u e n t a  q u o  log 1 =  0 .  si h > 0 :  t o g ( 1 - h ) < 0 .  I o g ( 1 + h ) > 0 ,  y  Q u e  las p o te n c ia s  im p a re s  de  

n ú m e r o s  negativos s o n  n e g a t iv a s ) .

f ' ( x )  =  1 • ( lo g  x ) " +  x - n ( l o g  x )  1 =  { l o g x ) "  ' - ( l o g x + n )

. n — 1
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( l o g x )  =  0 ;  x  =  1

log x +  n  =  0  ;  l og x  =  -  n  ;  x  =  e

existe u n  m í n i m o  en

f ' ( x )  = 0  = >  ( l o g x ) "  1 • lo g  ( x  +  n ) =  0  :

E s t u d i o  e n  x  =  1 . S ie n d o  h > 0 :

f '  <1 —  h> =  | l og <1 —  h ) i " -  • l l o g  (1 - h )  +  n  | =  < - • +  =  - )  <  0

f ' ( 1 + h )  =  l log <1 +  h )  |"_ l  • | log ( l + h ) + n ] =  ( + - 4 -  =  +  )  >  0

x  =  1 i g u a l a  f (1 > =  1 - ( lo g  1 ) n =  1 0  =  0

E s t u d i o  en x  =  e " :  Si  lo g  e =  —  n .  lo g  (e  "  —  h )  <  -  n .  y  log (e  "  4- h )  >  -  n .  de d o n d e

f ' ( e  "  —  h )  =  [ l o g  (e  h ) ) • ( l o g  (e "  -  h )  +  n  | =  (  =  + )  >  0

f '  (e "  +  h )  =  [  l og le +  h )  | • [ l og le "  +  h )  +  n  | = ( - • + = — ) <  0

n
- O  . .  - n  —  n — n . n  - n  "  n

m o  en x =  e igual a  f (e ) =  e ( lo g  e ) =  e  ( -  n )  -  —  .
e

e x iste  u n  m áxi

1 . 1 5  E n  u n a  c a r re te r a  a  tra vés d e l d e s ie r to  u n  a u t o m ó v i l  d e b e  ir d e s d e  la  c iu d a d  A  hasta el oasis P 

a 5 0 0  k m  d e  d is ta n c ia  d e  A .  P u e d e  a p r o v e c h a r  para e l lo  u n a  ca rre te ra  recta  q u e  u n e  las c iu d a  

A  y  B  y  q u e  le  p e r m it e  i r  a  u n a  v e lo c id a d  d e  1 0 0  k m / h ,  m ie n tra s  q u e  p o r  el d e s ie rto  la  velocida d 

d e  6 0  k m / h .  S a b ie n d o  q u e  la d is ta n c ia  m á s  c o r t a  d e  P a  la  ca rre te ra  q u e  u n e  las c iu d a d e s  A  y  B  es 

3 0 0  k m ,  d e t e r m in a r  la  r u t a  q u e  d e b e rá  u sa r  p a r a  ir d e  A  a  P en el m e n o r  t i e m p o  posible.

(U n iv .  d e  M u rc ia !

Sea C  el p ie  de la p e rp e n d ic u la r  d e l p u n t o  P 

s o b re  la re c ta  A B  : e n  el t r iá n g u lo  re c t á n g u lo  A C P :

A C  =  v  Á P 2 - C P 2 =  n/ 5 0 0 2 -  3 0 0 2 =  4 0 0

Sea M  el p u n t o  d o n d e  el a u t o m ó v i l  d e ja  la 

carretera , si la d is ta n c ia  A M  es igual a x :  E n  el 

t r iá n g u lo  re c tá n g u lo  M C P :

M P  =  \ / M C 2 +  C P 2 =  y /  ( 4 0 0  —  x ) 2 +  3 0 0 2

El t i e m p o  q u e  el a u t o m ó v i l  ta rd a  e n  re c o rre r  la d istancia  A M  +  M P  será

:
t  =

> / < 4 0 0 - x ) 2 +  9 0 0 0 0
r  =

i 2  ( 4 0 0  —  x )  ( - 1

’ 0 0  6 0  1 0 0  6 0  2 7 ( 4 0 0 - x ) 2 +  9 0 0 0 0

E s  c o n d i c ió n  necesaria para q u e  el t i e m p o  sea m ín i  m o  q u e  t ’ =  0 :
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4 0 0 - x
=  0  = >  6 0 > / < 4 0 0 - x ) 2 +  9 0 0 0 0  =  1 0 0  ( 4 0 0 - x )  ;

10 0  6 0  /  ( 4 0 0  —  x ) 2 4- 9 0 0 0 0

3 6 | ( 4 0 0  - x ) 2 + 9 0 0 0 0 |  =  1 0 0  ( 4 0 0 - x ) 2 ; 6 4 ( 4 0 0 - x ) 2 =  3 6 - 9 0 0 0 0

• x =  1754 0 0  -  x =  =  2 2 5

El a u t o m ó v i l  deja la  carretera a 1 7 5  k m  del p u n t o  A .

1 .1 6  U n  t r iá n g u lo  isósceles d e  p e r í m e t r o  1 0  m  gira  a l r e d e d o r  d e  la  a l t u r a  re la t iv a  al la d o  n o  igual 

u n  c o n o .  H a l la r  sus la d o s  p a r a  q u e  el c o n o  te n g a  v o l u m e n  m á x i m o .

(U n iv .  de  L e ó n )

Sean lo s  la d o s  A B  =  A C  =  y  . B C  =  2 x  : 2 y  +  2 x = 1 0  ( 1 )

El v o l u m e n  d e l c o n o  es igual a un t e r c io  d e l área 

e la  base p o r  la a ltura :

V =
V  = (2 )

h  =  v /y ? —  x 2 

D e  I I ) :  y  =  5  -  x  . l le v a n d o  este v a lo r  a (2 )

V  =  I * x 2 v ( 5 - x ) 2 - x 2 =  ^ » r x 2 v  2 5 - 1 0 :
O  J

V ' =  ^ i r ( 2 x v  2 5 -  1 0 x  - E x 2 -
- 1 0

2 v  2 5  —  l O x  3

l =  1 f  5 0  x  — 2 5  x 2 

v  2 5 —  10 x 3  v  2 5  — 10 x

. 1  2 x ( 2 5 —  1 0 x )  — 5 x 2 _  1 5 0  x  —  2 5 x
■■ *7* ^  " W

1 2 5 x  ( 2  —  x)

■  r -----------------v  2 5 — l O x  

V ‘ =  0  = >  2 5 x  (2 —  x ) =  0
x =  0  (s o l u c ió n  n o  v á l id a ,  n o  h a b r ía  t r iá n g u lo )

2  -  x  =  0  ; x  =  2

Si h  >  0 :  V ' ( 2 - h )  =  1  rr _ 2 5 ( 2 - h ) h  _  >  Q

3  \  2 5  — 1 0 ( 2 - h )

V ' ( 2  +  h )  =  —  ff 2 5 ( 2  +  h ) ( - h ) _  <  Q 

3  v  2 5  — 1 0 ( 2  + h )

la f u n c i ó n  V  t iene  u n  m á x i m o  p a r a  x =  2

Si x =  2 , los la d o s  v a le n : B C  =  2 x  =  4 ;  A B  =  A C  =  y  =  5 -  x =  5 -  2  =  3

1.17 E s t u d i a r  el c r e c i m i e n t o  y  la  c o n c a v id a d  d e  la  f u n c i ó n  f :  | 0 .+ c o [  R  d e f in id a  p o r

f ( x )  -  *  ( l o g  =  l o g a r i t m o  n e p e ria n o ]

(U n iv . de  C a s t i l la -L a  M a n ch a . 19 9 1 )
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—  - x  —  1 - lo g  x

f ' ( x )  =
1 - l o g x  

- 2

f '  ( x )  =  0  = >    ^  = 0  = >  1 -  l o g  x =  0  ; l o g  x =  1 ; x  =  e

X 0 e +  as

f ' ( x ) + 0 —

f ( x ) creciente m á x i m o d e c re cie n te

f ' < x )  =
- i . x * - 2 x < 1 - l o g x >  _ 1 _ 2 ( 1 _ | o g x )  2  ! og x —  3

f"  ( x )  =  0  = >  -  ' - 9 *  3  =  0  = > 2  l o g x  - 3 = 0 ;  l og x =  |  ; x = e
x 3 2

X 0
2

e +  co

f * ' (x ) i - +

f ( x ) có n c a v a c o n v e x a

11 .18  E s t u d i a r  la  c o n c a v id a d  d e  la f u n c i ó n  f

f ( x )  =

: R  -  R  d e f i n i d a  p o r

- , 2

1

(U n iv .  d e  S d  ¡a m a n e a )

f ' ( x )  =  _ l _ e  2 .  =  =  - x
v T i í  2  V J ñ

2 . 2  2 — »  -  x

f " ( x )  =  - Z Í _ e  2 ( - x ) x  +  e  2 - 1  =  2 ( 1 - x 2 )
v ^ 2 i í  V 2 *  \ ' 2 v

2  2  — K —  X

f ' ' ( x )  =  0  = >  e  2 ( 1 - x 2 ) =  0  = >  (p u e s t o  q u e  e  2 *  0  c u a lq u ie r a  q u e  sea x )  

1 —  x 2 = o  = >  x  =  1 y  x  =  —  1

E sto s  son los p osib les valores de x  en lo s  q u e  c a m b ia  el s ig n o  d e  f ” ( x ) .

x - 1 +  ®

f " ( x ) + i +

f ( x ) c o n v e x a c ó n c a v a c o n v e x a
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1 1 . 1 9  H a l l a r  l o s  v a lo r e s  d e  m  p a r a  q u e  la  ( u n c i ó n  f :  R  -*  R  d e f in id a  p o r

f ( x )  =  x 4 +  4 x 3 +  m x 2 +  3 x  — 2

sea c o n v e x a  p a ra  t o d o  x c R ,

f ' ( x )  =  4 x 3 + l 2 x 2 +  2 m x  + 3  ;  f ” ( x )  =  1 2 x 2 +  2 4  x  +  2 m  =  2  ( 6 x 2 +  12 x  +  m )

L a  f u n c i ó n  será c o n v e x a  t o d o  x  €  R .  si p a r a  t o d o  v a l o r  real de x se v e r i f ic a  q u e  f " ( x )  >  0 .

U n a  e c u a c ió n  de s e g u n d o  g r a d o  a x 2 +  b x  + c  = 0  es >  0  p a r a  t o d o  v a lo r  real d e  x  si a > 0  y  sus

r a i c e s  s o n  i m a g i n a r i a s  o  i g u a l e s  ( d 2 —  4 a c  <  0 ) .

6 x 2 + 1 2 x  +  m > 0  = >  1 2 2 - 4  6 - m  <  0 1 4 4  <  2 4  m  ;

■E s tu d ia r , s e g ú n  lo s  v a lo re s  d e  a , la  c o n c a v id a d  y  c o n v e x id a d  d e  la  f u n c ió n  f :  R  -*  R  d e f in id a

f ( x )  =  x 4 + 2 x 3 + a x 2 +  x  +  1

f ' ( x )  =  4 x 3 + 6 x 2 + 2 a x  +  1 ; f " ( x )  =  1 2 x 2 +  1 2 x  +  2 a  

H a l le m o s  las raices d e  f " ( x )  =  0 :  f " ( x )  =  0  = >  6 x 2 + 6 x  +  a  =  0  = >  x  =
- 6  i  \ / 3 6 — 2 4 a

12

3 6  3

2 4

la f u n c i ó n  será c o n v e x a  V x  G  R

1 1 , 2—  si 3 6 - 2 4 a  =  0 :  a =  . las d o s  ra ic e s  s o n  iguales: x ,  = ~ ^ ’  f " ( x )  =  1 2 ( x +  >  0 ,

—  si 3 6  — 2 4 a  > 0 :  a <  las d o s  raices s o n  d is t in ta s ,  x , ^ x 2 : f " ( x )  =  12 ( x  — x , )  ( x  —  x 2 ) y

s e g ú n  x  p e r t e n e z c a  o  n o  al in t e r v a l o  [ x , , x 2 J .  f " ( x )  será n e g a tiv a  o  p o s it iv a ,  y  la  f u n c i ó n  f  s e 

rá c ó n c a v a  o  c o n v e x a .

—  si 3 6  — 2 4 a  < 0 :  a >  las raices serán im a g i n a r ia s ;  x ,  =  m  +  n i  ;  x 2 =  m  -  n  i ;

f " < x )  =  12 ( x  —  m  -  n  i )  ( x  -  m  +  n  i )  =  12 | ( x  —  m ) 2 +  n 2 ]  >  0 ,  la  f u n c i ó n  será c o n v e x a  V x  e  R .

1 1 . 2 1  E s tu d ia i

¿ E s  in y e c tiv a

E s t u d ia r  la  e x is te n c ia  d e  e x t r e m o s  re la tiv o s  p a ra  la  f u n c ió n  f :  R -*  R  d e f in id a  p o r

f ( x )  =  ( x  +  1 ) 1 0 1

¿ E s  in y e c t iv a ?  ¿ Y  b iy e c tiv a ?

f*( x)  =  101 ( x  +  1 ) ’ 0 0 ;  f ' ( x )  = 0  = >  1 0 1  • ( x  +  I ) ’ 0 0  =  0  ;  x  +  1 = 0  ;  x  =  - 1

f ' ( - 1 - h )  =  1 0 1  ( - 1  - h + 1 ) ’ 00 =  1 0 1  { - h ) 10°  > 0  

f { - 1  + h ) =  1 0 1  ( - 1 +  h  +  1 ) , 0 ° =  I 0 1 ( h ) , 0 °  >  o

la  f u n c i ó n  t i e n e  e n  x  =  — 1 u n  p u n 

t o  d e  i n f l e x ió n  c o n  t a n g e n t e  h o r i z o n t a l ,  s ie n d o  e s t r ic t a m e n t e  c r e c ie n te  e n  t o d o s  sus p u n t o s ,  y a  q u e  

f ' f x )  >  0  p a r a  t o d o  v a lo r  real d e  x ,  e x c e p t o  p a r a  x  =  0  q u e  es igual a  0 .
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L a  f u n c i ó n ,  p o r  ser e x t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  e n  t o d o s  sus p u n t o s ,  en i n y e c t i v a  y  b iy e c t iv a .  

T a m b i é n  se p u e d e  e s t u d i a r  a s í :  S i  a y  b  s o n  d o s  n ú m e r o s  rea les c u a le s q u ie ra :

a *  b  = >  f ( a )  *  f ( b )  ,  y a  q u e  ( a  +  1 ) 101 *  ( b  +  1 ) 101 = >  f  e s  i n y e c t i v a  

Sea a u n  n ú m e r o  re a l  c u a l q u i e r a .  V e a m o s  c u á n t a s  s o l u c io n e s  t ie n e  la  e c u a c i ó n  f ( x )  =  a :

f ( x )  =  a = >  ( x  + 1 ) 101 =  a  = >  x  +  1 =  

p l ic a  q u e  f  es b i y e c t i v a .

1
.101 101

x  =  a  —  1 ,  u n a  sola  s o l u c i ó n ,  e sto  irr

1.22 D a d a  la  fu n c ió n f ( x )  =  a x 3 +  b x 2  +  e x  +  dS u

h a l l a r  lo s  c o e f ic ie n te s  a ,  b ,  c  y  d ,  s a b ie n d o  q u e  l a  e c u a c i ó n  d e  la  t a n g e n t e  a  l a  c u r v a  e n  el p u n t o  de 

x i ó n  ( 1 . 0 )  e s  y  =  - 3 x + 3

y  q u e  la  fu n c ió n  p re s e n ta  u n  e x t r e m o  en el p u n t o  d e  abscisa x  =  0 .
(Univ. del País

f ' í x )  =  3 a x 2 +  2 b x  +  c  ;  f " ( x )  =  6 a x  +  2 o

—  la c u r v a  pasa p o r  e l  p u n t o  ( 1 , 0 ) :  0  =  a  +  b  +  c  +  d

—  la r e c t a  y  =  - 3 x  +  3  es t a n g e n t e  a  la  c u r v a  en el p u n t o  ( 1 ,  0 ) :  f*( 1) -  3 a +  2 b  +  c  =  - 3

—  e l  p u n t o  ( 1 ,  0 )  e s  d e  i n f l e x i ó n : f " ( 1 ) =  6 a  +  2 b  =  0

—  la f u n c i ó n  p re s e n ta  u n  e x t r e m o  en el p u n t o  d e  abscisa x = 0 :  3 a - 0 * 2 b 0  +  c  =  0  = >  c  =  0

L a s  e c u a c io n e s  ( 1 ) .  ( 2 ) .  ( 3 )  y  ( 4 )  f o r m a n  el s ig u ie n t e  s is te m a :

a - f  b + c + d  =  0

3 a + 2 b  +  c  =  -  3

3 a  +  b  = 0

c  = 0 c  =  0

b  =  - 3 .  a =  1

d  = 2

d e  a q u í :

f ( x ) =  x 3 -  3 x 2 +  2

(1 )

( 2 )

(3 )

(4 )

11.23 D a d a  la  f u n c i ó n  f :  R  —  R  d e f i n i d a  p o r

f  ( x )  =  a x 3 +  b x 2 +  c x  +  d

h a lla r lo s  c o e f ic ie n te s  a, b ,  c .  d ,  s a b ie n d o  q u e  la  f u n c i ó n  t ie n e  u n  m á x i m o  e n  el p u n t o  ( 0 .  3 ) .  u n  

n im o  p a ra  x  =  2 ,  y  u n  p u n t o  d e  i n f l e x i ó n  e n  el p u n t o  ( 1 , 1 ) .
(Univ. de León)

f í x )  =  a x 3 +  b x 2 +  e x  +  d  ; f ' í x )  =  3 a x 2 +  2 b x  +  c  ;  f "  ( x )  =  6 a  x +  2 b  

—  si la  f u n c i ó n  t ie n e  u n  m á x i m o  e n  el p u n t o  ( 0 ,  3 ) :

I f ( 0 )  =  3  d  =  3  ( 1 )

f‘ ( 0 )  =  0 ( 2 )
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—  si la  f u n c i ó n  t iene  u n  m í n i m o  en x  =  2 :

f ' ( 2 )  =  0  = >  3 a • 4  +  2 b -  2  +  c  =  0  ; 1 2 a + 4 b  +  c

—  si la  f u n c i ó n  t iene  u n  p u n t o  d e  in f le x ió n  e n  el p u n t o  ( 1 . 1 ) :

f  ( 1 ) =  1 a + b + c + d = 1

= >
f * ( 1 )  = 0  6a +  2 b  = 0

Las e c u a c io n e s  ( 1 ) .  12),  ( 3 ) ,  ( 4 )  y  ( 5 )  f o r m a n  el sistema :

13)

( 4 )

(5 )

a +  b + c  +  d  =  1

12a -+ 4 b  +  c  =  0

3a +  b  = 0

d  =  3

c = 0

1. b  =  - 3 ,  c  =  0 .  d  =  3

11 .24 Sea f :  R  —  R  la  f u n c i ó n  d e f in id a  p o r

f ( x )
sen x  si x  <  0

-  x 2 +  a x  +  b  si x  >  0
( a  y  b  n ú m e r o s  reales)

a  y  b  p a r a  q u e  f  sea c o n t in u a  y  d e r iv a b le  e n  el p u n t o  x =  0 .  P ara  los a n te r io re s  va lo re »  

si la  f u n c i ó n  f  t iene  in f le x ió n  en el p u n t o  x  =  0 .
(Univ. d e  M a d r id . J 9 9 J J

l im  f ( 0  +  h )  =  l í m  [ —  ( 0  +  h ) 2 +  a ( 0  +  h )  +  b |  =  b
h * o
h > o

n  - o
h > o

l í m  f ( 0 - h )  =  l i m  s e n ( O - h )  =  0
h * o  h * o
" > o  n >  o

L a  f u n c ió n  será c o n t in u a  en x =  0  si l í m  f ( 0  +  h )  =  l í m  f ( O - h )  =  f ( 0 )
(1 * 0  h  » o

h > o  h > 0

f* (0 r =  l ím
( I  *o

h > o

f ( 0  + h ) -  f ( 0 )
lím

( 1*0
i > o

—  h 2 +  a h  + 0 - 0
l í m  ( -  h  +  a )  =  a 
(1*0 

h > o

no, "  lim «0 - h j- « 0 j  ,  |,m « ’lJ r i l l. - g  = „m r je a ü  = ,
—  h  ri -o  —  h

L a  f u n c ió n  será d e r iv a b le  e n  x =  0  si f ‘ íO)* =  f ’ IO)

(1 * 0  
( i  >  o

(i * o  —  h
h > o

a =  1

f l x )  =

f " < x )  =

sen x Si x <  0 eos x si x  <  0
f ' ( x )  =

“ X2 + X si x  >  0 - 2 x  +  1 si x  >  0

—  sen x si x  <  0 f l x )  >  0  p a r a  x  - *  0  (sen  x  <  0

n o  existe si x  =  0 = >

-  2 si x >  0 f l x )  <  0  para x -  0*

N o t a :  C o m o  f” ( O I  =  l i m  ( - s e n x l  ■  0  *  f " ( 0 ) *  =  - 2 .  n o  existe f“ ( 0 ) .
« • o "

C o m o  e x iste  ta n g e n te  en x =  0 .  y a  q u e  e x iste  f ’ í x ) ,  y  c a m b ia  el s igno d e  f ” ( x )  a la d e r e c h a  e i z q u i e r 

da d e  x =  0 .  la f u n c i ó n  t iene  u n  p u n t o  d e  in f le x ió n  e n  x  =  0 .
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1 1.25 C o n s id e r e m o s  la  f u n c i ó n  f ( x )  =  I —  4  I

S e  p i d e :  a )  R a z o n a r  e n  q u é  p u n t o s  es d e r iv a b le  y  e n  c u a le s  n o  l o  es.

b )  E s t u d i a r  l a  e x is t e n c ia  d e  m á x i m o s  y  m í n i m o s  re la t iv o s  y  a b s o lu to s .

( U n i v .  d e  V a le n c ia )

C o n s i d e r a n d o  q u e :

f ( x )
f l x )  p a r a  lo s  va lo r e s  de x q u e  h a c e n  f| x  > >  0 

- f l x )  .................................................................  f  ( x )  <  0

x 2 — 4  =  0  re »  x  =  ± 2  r >  los p osib les p u n t o s  d o n d e  x 2 - 4  c a m b i a  de s ig n o  s o n  —  2  y  2 .

x 2 - 4

- 2 4-co
f l x )  =

x 2 —  4  p a r a  x € | - » . - 2 | u f 2 . +  ® (  

— ( x 2 — 4 )  =  — x 2 +  4  p a r a  x € | - 2 . 2 (

L a s  d o s  f o r m a s  d e  la f u n c i ó n  s o n  p o l in ó m i c a s ,  lu e g o  s ó lo  h a y  d u d a  d e  su d e r iv a b i l i d a d  e n  x  =  -  2 

y  x  =  2 .  d o n d e  c a m b ia  la e x p r e s ió n  d e  la  f u n c i ó n .  E n  los d e m á s  casos es d e r iv a b le .

E s t u d i o  d e  la  d e r iv a b i l id a d  en x  =  -  2 :

f ' l — 2 P =  l í m
h*o

h>o

f  ( —  2  —  h )  —  f ( — 2 )  

- h

h 2 +  4  h

h-o
h>o -  h h - o  —  h

n >  o

=  l í m  ( - h -  4 )  =  -  4
h-o

h > o  ,

n - s r  -  t|- 2+h)- ,' - 2) .  i,m (-~2*h>-  41~~ .  Iim z i i± ü  .
h-o h  h-o h  K-o h
h > o  h >o h > o

=  l í m  ( -  h  +  4 )  =  4 
h-o h >0

C o m o  las d e r iv a d a s  p o r  la  d e r e c h a  y  p o r  la i z q u i e r d a  n o  s o n  iguales, la f u n c i ó n  n o  es d e r iv a b le  en 

x =  - 2 .

D e  la m is m a  f o r m a  se d e m u e s t r a  q u e  n o  es d e r iv a b le  e n  x  =  2 .

2  x p a r a  -  »  <  x <  -  2

n o  e x iste  p a r a  x  =  -  2

f ' l x )  =  —  2 x  para 2  <  x <  2

n o  e x iste  para x =  2

2 x  para 2  <  x  <  + « >

b )  D e l  e s t u d i o  a n t e r io r  resulta  el s ig u in te  c u a d r o :

X _  ® * 0  2f +  eo

f ' l x ) — +  0  — +

f ( x ) d e c r e c ie n t e  í )  c r e c ie n te  4  d e c r e c ie n t e  C) cre c ie n te

L a  f u n c i ó n  t ie n e  d o s  m í n i m o s  a b s o lu t o s  e n  x  = — 2  y  x =  2 ,  y  u n  m á x i m o  re la t iv o  en x  =  0 .

= >  la c u r v a  es c o n v e x a

f ' l x )  =

2  para -  a  <  x  <  - 2

n o  e x iste  p a r a  x  =  — 2

— 2  para —  2  <  x  <  2

n o  e x is te  p a r a  x  =  2
2  p a r a  2  <  x <  +  os

la c u r v a  es có n c a v a  

la c u r v a  es c o n v e x a
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S a n tia g o )

1 1 . 2 6  P ara  q u é  valores de x  presenta m á x i m o s ,  m ín im o s  y  p u n t o s  d e  in f le x ió n  la  f u n c ió n  f .  si su 

q u e  es c o n t in u a  y  derivab le . t iene la gráfica q u e  se in d ic a  en la  figura .

De la gráfica d e  V  se d e d u c e  q u e  f "  se anula  en los p u n t o  a . 2  y  b . tales q u e  1 < a < 2 < b < 3 .  

d e d u cié n d o se  el siguiente c u a d ro :

—  co 1 a 2  b 3 +  CD

f  ( X ) +  o  —  — —  0  —  —  — 0 -

f " ( x )

'  f 

_  —  0 +  0  —  0  + • +

f f x ) m á x i m o  V p . in f le x ió n  \ p .  in f le x ió n  \  p . in f le x ió n  V m í n i m o r

L a  f u n c ió n  f  presenta u n  m á x i m o  para x  =  I .  u n  m í n i m o  para x =  3 ,  y  p u n t o s  de in f le x ió n  pa

ra  x =  a (1 <  a <  2 ) ,  x =  2  ( p u n t o  de in f le x ió n  c o n  tangente h o r i z o n t a l ) ,  y  para x =  b  ( 2 < b < 3 ) .

1 1 . 2 7  E s tu d ia r  la  gráfica d e  l a  fu n c ió n

f ( x )  =  lo g  ( 1 + x )  -  l o g  ( 1  —  x )  ( l o g  =  lo g a r itm o  neperiano]

(U n iv .  d e  C a n ta b ria )

f (x> =  log í - t ü  
1 -  x
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Estudio de la continuidad en x  =  0:

l í m  f ( O - h )  =  K m  lo g  =  l o g  1 =  0
'  h *o 1 —  ( 0  —  h )

h > o  h > o

l í m  f ( 0  + h )  =  l í m  lo g  —  -( 0  *  h> =  íoq  1 =  0
N -o  h * °  1 — (0  +  h)
h > o  h > o

f , ° )  =  lo g  =  l o g  1 =  0

E s t u d io  d e  la  d e r iv a b il id a d  e n  x  =  0 :

lo g  1 ^ - 5 -  - 0

, . , 0 1 -  =  K m  f|° - h | - f l0 1  =  K m  -  1 +  h  =
h*o —  n  h - o  —  h

h > o  h> °

se tra ta  d e  u n  I i m i t e  d e l t i p o  I 00, p o r  t a n t o :  f ' ( 0 ) ’  =  -  1 • lo g  ex 

X =  K m  -  1 ) 1  =  K m 1 ; 11- 1 -  .11 =  K m  - ^ L  =
h - o  ' 1 + h  '  h  h *° (1 +
h > 0 ................................  » > .  • h , h  " > T , + h

n o , -  =  K m  f l q + w - T O )  =  l ( m  . ' ° 1 T ^ ~ 0  =  l ( m
h - o  h  h - o  h  h - o
h > o  h > o  h > o

/ 1 + h  , \ 1  . .  I t h - l l h  „  i
s ie n d o  u  =  l i m  (   I I —  =  l i m  -------------------------------  =  l i m  —

h - o  ' 1 — h  ' h  ‘  h - o  ( 1 - h ) h  h - o  1 -
h > o  h > o  h > 0

f ' ( 0 ) ~  =  f ' ( 0 ) ’  =  f ' ( 0 )  =  2 ,  la f u n c i ó n  es d e r iv a b le  en x  =  0 . 

L a  t a n g e n te  en el p u n t o  ( 0 ,  0 )  e s :  y - 0  =  f ' ( 0 )  • í x - 0 )  ;

, ( x ,  -  l o g  -7 — —  f ( x , =  ’ - x  1 <1 - x ) - < - . K 1
1 - x  1 +  x

, " , x ,  =  =  _ i

( 1 - x 2 ) 2 ( 1 - x 2 ) 2

p a r a  x  <  0  : f " ( x )  <  0  = >  la f u n c i ó n  es c ó n c a v a  

p a r a x > 0 :  f " ( x )  >  0  = >  la f u n c i ó n  es c o n v e x a  

en x  = 0  t ie n e  u n  p u n t o  d e  in f l e x ió n .

la f u n c i ó n  es c o n t i n u a  en x  =  0 .

& 109  ( £ £ ) "  
h > o

=  -  X ,  s ie n d o

- 2  = >  f ' ( 0 f  =  - ( - 2 )  =  2

log(i ± h f =loge>=„

L- = 2  => f (0 |-  = 2
• h

y  =  2  x 

+  x)  2
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TEOREM A DE ROLLE 
TEOREM A DEL VALOR MEDIO 
TEOREM A DE C A U C H Y  
REGLA DE L'HOPITAL 
FORMULA DE TAYLOR

T E O R E M A  D E  R O L L E .

Si f  e s  u n a  f u n c i ó n  real q u e  c u m p l e  las tres c o n d i c i o n e s  s ig uie n te s :

—  está d e f i n i d a  y  es c o n t i n u a  en [ a . b  |

—  es d e r iv a b le  en ) a .  b [

—  f ( a l  =  f  ( b )

e x iste  al m e n o s  u n  p u n t o  c  <E | a , b  I tal q u e  f '  ( c )  =  0 .

Si fa lta  a lg u n a  d e  las tre s  c o n d i c io n e s ,  n o  t ie n e  p o r  q u é  v erif icarse  el te o r e m a

x  s i  x > 0

L a  f u n c i ó n  f :  (  -  1 . 1 |  - *  R  d e f i n i d a  p o r  f f x )  =  1 x 1  =

e s tá  d e f i n id a  y  e s  c o n t i n u a  e n  [  -  1 . 1 ) .  f (  — 1 > =  f<  1 ) .  p e r o  

n o  e s  d e r i v a b le  e n  ] - 1 . 1 [  y a  q u e  n o  e s  d e r iv a b le  e n  x  =  0 .

M o  s e  v e r i f i c a  e l t e o r e m a  d e  R o l le .

- x  si x  <  0

G e o m é t r i c a m e n t e ,  el t e o r e m a  d e  R o l l e  e x 

presa q u e  si la  f u n c i ó n  f  está d e f i n i d a  y  es c o n 

t i n u a  e n  | a . b  ] ,  d e r iv a b le  e n  | a ,b |  y  f ( a )  =  

=  f ( b ) ,  la  c u r v a  d e  la  f u n c i ó n  f  t iene  al m e n o s  

u n  p u n t o  en el q u e  la t a n g e n te  es p a r a le la  al eje 

O X .

D e l  te o r e m a  d e  R o l le  se d e d u c e :  Si la  f u n 

c i ó n  f  es d e r iv a b le  e n  el in t e r v a l o  I .  e n t r e  d o s  

raices rea les y  d is t in ta s  d e  la e c u a c ió n  f ( x )  = 0  

p e rte n e c ie n te s  a I. h a y  al m e n o s  u n a  ra iz  de 

f ' ( x )  =  0 .  Si f ( x )  =  0  t ie n e  n  raices reales y  

d is t in ta s  e n  I .  f ' ( x )  = 0  t iene al m e n o s  n - 1  

raices d is t in ta s  e n  I.

S i f ( x )  «  ( x  +  t ) ( x  -  1 ) ( x  -  2 ) < x  -  3 ) .  l a  e c u a c ió n  f ' ( x )  = 0  t ie n e  t r e s  r a ic e s  re a le s .

E n  e f e c t o :  S e a  la  f u n c ió n  f :  R  - *  R  d e f i n id a  p o r  f ( x )  »  (x  +  1)(x  -  1 ) ( x  -  2 ) ( x  -  3 ) .  q u e  p o r  s e r  u n a  f u n c i ó n  p o l i 

n ó m ic a  e s  c o n t in u a  y  d e r iv a b le  o n  R .  P o r  t a n t o  e s  c o n t i n u a  e n  [ — 1. 1 J y  d e r iv a b le  e n  J — 1 .  1 [ .  C o m o  a d e m á s ,  f ( —  1 1 =  1 (1 ) .  

s e g jn  e l  t e o r e m a  d e  R o l le ,  e x i s t e  u n  n ú m e r o  r e a l c  €  ] —  1. 1 ( t a l  q u e  f ' ( c )  3  0 .

D e  la  m is m a  f o r m a  s e  d e m u e s t r a  q u e  e x i s t e  u n a  r a iz  e n  e l in t e r v a l o  1 1 . 2 1 .  y  o t r a  e n  e l in t e r v a l o  J 2 , 3 | .
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T E O R E M A  D E L  V A L O R  M E D I O  O  D E  L A G R A N G E .

Si la f u n c ió n  f  c u m p l e  las d o s  c o n d ic io n e s  siguientes:

—  f  es c o n t in u a  e n  el in te rv a lo  l  a . b  ] .

—  f  e s d e riv a b le  en el in te rva lo  |a, b| 

entonces existe ,  al m e n o s  u n  p u n t o  c €  ] a .  b | . tal q u e

f | b ) - _ f W  =  , . (C)
b - a

H a c ie n d o  b  =  a  +  h ,  la  f ó r m u l a  an te r io r  se escribe:

f (a  +  h )  -  f  (a) = f í a  + 0h) (0  <  0  <  1)

Este te orem a se c o n o c e  ta m b ié n  c o m o  te orem a d e  los in c re m e n to s  finitos. 

La f ó r m u l a  es vá lida  ta n to  si a  >  b  c o m o  si a < b ,  o  h > 0  y  h < 0 .

Si h a c e m o s  b  =  x .  c  =  a +  0 ( x  -  a ) .  s ie n d o  0  <  0  <  1 :  ----------—

la f ó r m u la  del v a lo r  m e d i o  se escribe

f í x ) - f ( a )

x -  a
=  f ' | a  +  0 ( x - a ) )

G e o m é tr ic a m e n te ,  el te orem a del v a lo r  m edio  

nos d ice  q u e  en tre  los p u n t o s  A ( a , f < a ) )  y  B ( b , f ( b ) l  

de la c u r v a  d e  la f u n c ió n  f.  existe, al m e n o s, u n  p u n  

t o  d e  la cu rva  en el q u e  la  tangente es paralela a la 

recta d e f in id a  p o r  los p u n to s  A  y  B.

Este teorema nos permite demostrar ciertas desigualdades, como la del ejemplo siguiente.

Sea demostrar las desigualdades:
1 +  x'

<  are tg x <  x V  x >  0

Lo función f :  R  -*  R  definidapor f(x) =  a rc tg x  es continua y  derivable en R  Aplicando el teorema del valor 

medio en el intervalo | 0 , x |, x >  0 :

« x ) - f ( O )  _  are tg x -  are tg 0  1

x  —  0

are tg x

f'f 0  x)  , (0 <  0  <  1) 

(0, <  0  <  1)

x -  0
. siendo 0  <  0  <  1

1 +  ( 0  x) 

x x

1 +  12x2 1 + 0 2x2 1 + 02x2 1 +  x2

<  ore tgx < x , V x  >  0 .

El teorema del valor medio nos permite demostrar la simiente propiedad: Si la función f es continua y  derivable 

en el intervalo compacto I (cerrado y  acotado), siendo f '(x )  - 0  en todo punto de I. entonces f es una función cons

tante.
Si a y  b  son dos puntos cualesquiera de I, aplicando el teorema del valor medio a f en [ a. b ) .  existe c €  ) o,b ( 

tal que:
f (b )  -  fía) 

b - a
no f(b) -  fio) = Ib -  a) • f '(c) -  Ib -  a) 0  = 0 f (b) = Hat
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T E O R E M A  D E  C A U C H Y .

S i  f y  g son d o s  fu n c io n e s  q u e  c u m p l e n  las p r o p ie d a d e s :

—  están d e f in id a s  y  s o n  c o n t in u a s  en el in t e r v a l o  ( a .  b j

—  son d e r iv a b le s  en el in t e r v a l o  |a. b|

—  g ( a )  *  g ( b ) .

—  g ' ( x )  n o  se a n u l a  e n  n in g ú n  p u n t o  d e  |a, b| 

existe , al m e n o s ,  u n  p u n t o  c  e  |a. b | . tal q u e

f ( b )  —  f (a ) _  f ' ( c )

g ( b )  -  g (a ) g ' ( c )

H a c ie n d o  b  =  a +  h .  la  f ó r m u l a  a n t e r io r  se e s c r ib e  d e  la f o r m a :

si a =  x  :

f  (a  +  h )  -  f  (a) f ' ( a  +  O h )

g ( a  +  h )  -  g (a ) g ’ (a  +  O h )

f ( x  +  h ) - f  ( X) f ' í x  +  0  h )

g ( x  +  h )  -  g ( x ) g ' ( x  +  O h )

. s ie n d o  0  <  0  <  1

s ie n d o  0  <  0  <  1

í S c  p u e d e  aplicar el t e o r e m a  d e  C a u c h y  a  las f u n c io n e s  f  v  g  d e f i n i d a s  p o r  f (x > =  x2  +  1 y  g ( x |  =  x 3  +  4  e n  el 

in t e r v a lo  1 2 .  3 1 ? E n  c a s o  a f i r m a t i v o  d e t e r m i n a r  el v a lo r  d e  c .

Las d o s  f u n c io n e s  s o n  p o l i n ó m i c a s .  lu e g o  s o n  c o n t i n u a s  y  de r iv a b le s  e n  c u a l q u i e r  In te r v a lo  d e  R .  g ( 2 )  =  I 2 . g ( 3 )  = 

= 31. g ( 2 ) * g ( 3 ) .  y  g ' ( x ) »  3 x 2 n o  se a n u la  e n  n i n g ú n  p u n t o  d e  | 2 .  3 [ .

P o r  c u m p l i r s e  todas  las c o n d i c i o n e s  a n te r io re s ,  se p u e d e  a p lic a r  el t e o r e m a  d e  C a u c h y .

^  1 0 ^  , 2 c  ^  2 _  ^  c = ^ = 2 . 5 3 e l 2 . 3 (

9<3) -  g ( 2 )  g ’ ( c )  31  -  12 3 c *  1 9  3 c  15

R E G L A  D E  L ’ H O P I T A L .

Sean f  y  g  d o s  fu n c io n e s  reales q u e  c u m p l e n  las s ig u ie n te  c o n d ic io n e s :

—  a m b a s  f u n c i o n e s  s o n  d e rivab les  e n  u n  e n t o r n o  d e l p u n t o  a 

_  f  ( a )  =  g ( a )  =  0

—  e x iste  el I f m  í - i í l
* - «  g ' ( x )

e n to n c e s :

l ím f ( x )
g ( x )

l í m
« . a

f ' ( x )

g*<x)

Si f ' ( a )  =  g ' ( a )  = 0 ,  s ie n d o  las fu n c io n e s  f '  y  g '  d e r iv a b le s  e n  a .  se p o d r í a  a p l ic a r  de n u e v o  la 

regla d e  L ' H o p i t a l ,  y  así su c e s iv a m e n te .  E n  este ca so , es c o n v e n ie n t e ,  antes de a p l ic a r  d e  n u e v o  la  re g la  de 

L ' H o p i t a l ,  s im p l i f ic a r  la e x p r e s ió n  re s u lta n te ,  p u e s  a  veces c o n  esta s im p l i f ic a c ió n  d es aparec e la  in d e t e r 
m in a c ió n .

C a lc u la r  i o n  x  —  x
E =  Ifm -------------------

« « o  t a  *  —  x
(Univ. de Murcia)
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E s  u n  l í m i t e  d d  t i p o  — . A p l i c a n d o  la  regla  d e  L ' H o p i t a l :  
0

C O i x - 1  i  c o s x - 1  ?  - ( 1 - c o s x )  . .  - c o s 2 x - 1
E  =  l ím  -------------------  =  lím eos x  =  lím eos x  -------------------------------------------  »  l ím  — --------------- —

* . o  1 1 x . o  1 - c o s 2 x  x * °  (1  +  e o s x )  (1  — e o s  x )  « - o  1 + c o s x  2

cos2x

L a  re g la  d e  L ' H o p i t a l  se e m p l e a  t a m b i é n  e n  los l ím ite s  d e l t i p o  ^  .

T a m b i é n  se p u e d e  e m p l e a r  la regla  d e  L ’ H o p i t a l  en lo s  l ím ite s  d e l  t ip o :

*  0 - »  , c o n s i d e r a n d o  q u e  l í m  f ( x )  g x )  =  l í m

f  ( x )

IL'Hopital) 1

l ím  ( x • log x ) =  l ím  i £ £ 2  _  lím - 2 _  = lím < —  x )  =  0 
, . o  x - o -  1 « -o *  -  1 x-o*

x 2

*  a» —  as, c o n s id e r a n d o  q u e  l í m  1 f ( x )  —  g ( x ) ) =  l í m

_ 1_______1_
g ( x )  fCx)

1

f ( x ) . g ( x )

,  ' L w " "  1 - ^ , 1 + x ) - „  +  x ) - l -

„ m ( _ J  i + Í U 1(m ”  -  ^  * ,  Ifm----------------------------------------------------- L Ü .
» . o * ' l o g  ( 1  +  x )  X  '  x - o *  x  - l o g  ( 1  +  x )  x . o *  (  < 1 + ) t j +  *

1 + »

( L ' H o p i i a l l  _ l o g ( l  + X) _  1 2 2

-  I ( m  - O + x U o g U + x )  c  _______________________1 + x  .  =  l f m  - l o g ( 1  +  x ) -  1 _  =  - 0 - 1  =  _  2

x - o * ( l  +  x | l o g  ( 1  +  x )  + x  x . o * l o g ( 1 + x )  + 1 2 2  +  1  * - ‘> * l o g ( 1 + x ) + l  +  1 0 + 1 + 1  2

1 +  X

O l x l  l ( m  [  g ( x )  t o g f ( x ) )

*  0  , co ,  I 00.  c o n s id e r a n d o  q u e  l ím  | f  ( x )  J = e

1 . 1  too x  <L‘ H o p * * i )  .  X
i  K m  - i - l o g x  K m  l í m  —

x  .—  ,  • x—  x  x » —  1 o
l í m  v x  =  l í m  x  =  e  =  e =  e  = e = l
X»«— » .  M

F O R M U L A  0 E  T A Y L O R .

S i  f  e s  u n a  f u n c i ó n  real q u e  c u m p l e  las p ro p ie d a d e s :

—  a d m i t e  d e riv a d a s  c o n t i n u a s  hasta el o r d e n  n  e n  el in t e r v a l o  [ a . b

—  a d m i t e  u n a  d e r iv a d a  d e  o r d e n  n + 1  en el in t e r v a l o  ] a .  b| 

e x iste  C E  ] a . b l  ta l  q u e :

f(b) „  f(a) +  m  ( b _ a )  + n s i  ( b - a ) ’ +  •• • +  ( b - a >" +  ( b - a f  ’ ( 1)

E l  ú l t i m o  t é r m i n o  se l la m a  t é r m in o  c o m p le m e n ta r io  d e  L a g ra n g e .

Si en ( 1 )  h a c e m o s  b  =  a  +  h ,  b - a  =  h ,  c  =  a +  0 h  s ie n d o  0  <  0  <  1 , la  f ó r m u l a  d e  T a y l o r  se 

p u e d e  e scr ib ir  d e  la f o r m a :
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f ( . + h ) = „ a ) + m h + r í g > h ^ - + i ! ^ i h "  +  .f . f a * » h )
1 ! 2 !  n i  ( n  +  1 )  !

( 2 )

S i  e n  ( 1 )  h a c e m o s  b  =  x ,  c  =  a  +  0  ( x  -  a )  s i e n d o  0  <  0  <  1 , o b t e n e m o s  o t r a  f o r m a  d e  la  f ó r 

m u l a  d e  T a y l o r :

< M - f ( a )  +  ! M , x _ a ) + O S >  | x - a l » + - - -  +  í ! l M ( x - a , " + . f  ' a + f l <x , - a ) )  ( x —a , " * 1
2  ! 2  ! n  ! ( n  +  1 )  I

Es ta  ú l t i m a  f o r m a  n o s  p e r m i t e  e x p r e s a r  u n  p o l i n o m i o  e n  f u n c i ó n  d e  p o t e n c ia s  d e  x —  a. 

E x p r e s a r  el p o l i n o m i o  f ( x )  =  x 3  -  6 x 2  +  1 2 x  -  8  c o m o  s u m a  d e  p o t e n c i a s  d e  x - 2 .

(U n iv . d e  Valencia)

f ( x )  =  3 x  —  12x +  12 

f” (x )  =  6 x  -  12  2

f’" ( x )  =  6 

f 4 , ( x )  =  0

1 - 6  12 - 8

8  = >  f( 2 )  =  0  ;  -
i  —  4 4  s :

f ” (2 )  =  6 - 2 -  12 = 0  ;  f ” (2> =  6

3 - 1 2  1 2

6  12

3  1 6  [ o j
f ' ( 2 »  =  0

f(x) =  f (2 )  +  —  (x  - 2 )  +  O I ’  (X _  2 )2  +  Ü Ü Í 2 !  ( x - 2 ) 3 =  0  +  —  <x - 2 )  +  —  (x  - 2 ) 2 +  —  <x -  2 ) 3 =  ( x - 2 ) 3 
1 !  21 31 I I  21 31

F ó r m u l a  d e  M a c - L a u r i n .

Si e n  ( 2 )  h a c e m o s  a  =  0  y  h  =  x :

f ( x )  =  f ( 0 ,  +  m  x  +  m  X2 + . . .  +  i ^ o )  x „  +  i « " i e x )  ,

1 !  2  1 n i  ( n  +  1 )  I
, 0 <  0 <  1

D e s a r r o l l a r  f ( x )  =  x  • e '  p o r  la  f ó r m u l a  d e  M a c - L a u r i n ,  e s c r i b i e n d o  e l  t é r m i n o  c o m p l e m e n t a r i o  c o r r e s p o n d i e n 

t e  a  la  c u a r t a  d e r iv a d a .

(U n iv . de  L a  Laguna, Tenerife)

f  ( x )  = « e *

f * ( x )  =  e *  +  x  e *  =  ( i  - f  x ) e “  

f " C x »  =  e * +  ( 1  + x )  e *  =  ( 2  + x ) c “  

f ” ( x » =  e “ +  ( 2 + x ) e *  =  ( 3 + x ) e *  

f , 4 ( x )  =  x * +  ( 3 + x ) e ‘ =  ( 4  +  x ) e x

f ( 0 )  =  0 

f ( 0 )  =  I  • e ° =  1

f " (0 )  =  2  • e° =  2 

f*"(0 )  =  3 - e °  = 3

f (x )  c  0  +  — x  +  — x 2 +  x 3  +  ( 4 + g x ) e  * x «  = 
t i  21 31 41

2 24
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A P L I C A C I O N E S  D E  L A  F O R M U L A  D E  T A Y L O R :

—  e x p re s a r ( a p ro x im a d a m e n te )  u n a  f u n c ió n  c o m o  s u m a  d e  p o te n c ia s  d e  x  o  d e  x  -  a :

Se c j in  el e j e m p l o  a n t e r i o r :  x - e , l = : x 4 - x 2 4 - y -

—  c a lc u la r  a p ro x im a d a m e n te  e l  v a lo r  d e  u n a  f u n c ió n  e n  u n  p u n t o .  O b t e n i e n d o  u n a  c o t a  d e l t é r m i n o  

c o m p le m e n t a r i o  t e n d r e m o s  u n a  c o t a  d e  la d ife re n c ia  e n t r e  el v a lo r  v e r d a d e r o  y  el h a l la d o .

H a c i e n d o  u s o  d d  e j e m p l o  a n te r io r  p o d e m o s  c o n s i d e r a r  que:

0 , 5  o  =  0 . 5  +  ( 0 . 5 )  + 0 . 5  4 - 0 . 2 5  4 - 0 . 0 6 2  =  0 . 8 1 2

e r r o r  =
(4  4 - 0 . O . 5 ) e

0 - 0 . 5

24
( 0 . 5 ) 4  . y  al ser O < 0 < 1  y  2 < o < 3 :  0 - 0 . 5  <  1 - 0 . 5  =  0 . 5  y

j )  o .b <  0 5  ^  \ j -  <  ^  b <  1 7 4  d ed o nde; efror <  L<L±-PJ>Ji L 74 ( 0 5 ) «  = 0 0 2 1  

—  d e m o s tra r  d e sig u a ld a d e s :

x n
Sea d e m o s t r a r  q u e  pa ra  x  >  0 :  e *  > —  .  V n G N *

( (x )  = e *  = >  f f x )  =  Í " ( x )  =  --•=> f t n (x)  =  f ," * , (x)  = e ‘  = >  f(0) =  f’(0 )  =  - - =  f, n (0> =  1

A p l i c a n d o  la f ó r m u l a  d e  M a c —  L a u n n :

e" =  I  4  - í -  x 4- —  x2
1 I 2 1

pa ra  x >  0 :  I  +  -  x
1 I

1 n - 1
  x

— -------  x n_1 4- —  x "  4- - i  x n*'
( n —  1)  I n i  ( n - f l ) l

e n - l
x  >  0  .

( n 4 - 1 ) 1( n -  1)1

—  e s tu d ia r lo s  m á x im o s  y  m ín im o s -.

L a  f u n c i ó n  f  t iene  u n  m á x i m o  en el p u n t o  a  s i . s ie n d o  h  u n  in f in ité s im o :

f í a  4- h )  -  f ( a )  <  0  ( h * 0 )

y  t iene u n  m í n i m o  si

fía  4- h )  -  f ( a )  >  0

nx

n  I

Si la f u n c ió n  f a d m i t e  d e riv a d a s  c o n t in u a s  hasta el o r d e n  n  4 -1  en u n  e n t o r n o  de a , c o m o  es c o n 

d ic ió n  necesaria para q u e  la f u n c i ó n  tenga m á x i m o  o  m í n i m o  e n  el p u n t o  a q u e  f  * (a )  =  0 ,  p o r  la  f ó r m u 

la de T a y l o r  se tiene:

_  f ( a )  =  h *  +  ! l í £ »  h 3  +  . . .  +  h n  +  t ^ j a  +  O h )f ía  4- h )  -  f ía )
n»  1

2  I 3  I í n - f  1)

Si h  es u n  in f in ité s im o ,  el s ig n o  d e l s e g u n d o  m i e m b r o  es igual al d e l  p r i m e r  t é r m i n o  n o  n u l o .  Sea éste el 
d e  o r d e n  k .  o  sea q u e :

f ( a )  = - -  - =  f, k _ , ( a )  = 0  y  f , k ( a > *  0

se t e n d r á :

si k  es p a r ,  h k >  0 .  y  el s ig n o  de f í a  4 - h )  -  f í a ) ,  es el d e  f l k ( a ) ,  h a b rá  m á x i m o  o  m í n i m o  según sea 

f l k( a ) <  ó >  q u e  0 .  Si  k  es i m p a r ,  h k c a m b ia r á  d e  s ig n o  según sea h  p o s i t iv o  o  n e g a tivo , el s ig n o  de 

f ía  4- h )  —  f ( a )  n o  será c o n s ta n te  en el e n t o r n o  d e  a . n o  h a b rá  ni m á x i m o  ni m í n i m o .

www.FreeLibros.me



T E O R E M A S  D E  R O L L E .  V A L O R  M E D I O  Y  D E  C A ü C H Y .  R E G L A  D E  L ' H Q P I T A L  F O R M U L A  D E  T A Y L O R  3 1 3

E n  re s u m e n ,  o b te n id a  la  r a iz  a d e  f * ( x )  =  0 .  p a ra  s a b e r  si e n  e s te  p u n t o  h a y  m á x im o  o  m í n im o  o  

p u n t o  d e  in f le x ió n  se  p ro c e d e  a s í :

f " ( a )  >  0  m ín im o  

f " ( a )  <  0  m á x im o

f ' ( a )  =  0
f ” '( a )  *  0  p u n t o  d e  in f le x ió n  c o n  ta n g e n te  h o r iz o n ta l

f " ( a )  =  0

f " ' ( a )  =  0

f  ( a )  >  0  m ín im o  

f <4(a )  <  0  m á x im o

f (5 (a )  *  0  p .  in f le x ió n  c o n  tg .  h o r .

f ,5 (a )  =  0

f ,6 (a )  >  m ín im o  

f 1G( a ) <  m á x im o  

f l 6 (a )  =  0 ................

S i la  p r im e r a  d e r iv a d a  q u e  n o  se a n u la  e n  e l p u n to  a .  d e s p u é s  d e  f ' ( a )  = 0 .  es d e  o rd e n  p a r ,  h a y  

m á x im o  o  m í n im o ,  y  si es d e  o rd e n  im p a r ,  h a y  p u n to  d e  in f le x ió n  c o n  ta n g e n te  h o r iz o n ta l .

Sea h a lla r lo s  m áx im os y  m ín im os de la  fu n c ió n  f :  R - »  R  d e fin id a  p o r f ( x ) =  x 4 ( 6 - x 2 ) .  

f l x )  =  6 x 4 - x 6 ;  f ' l x )  = 2 4 x 3 - 6 x 5 = 6 x 3 ( 4 - x 2 )

f ’ lx )  - 0 x 3(4  — x2 ) =  0
x  = 0 .  x c O

4— x2 =  0 .  x  =  2 .  x =  — 2

f " ( x )  =  7 2 x 2 — 3 0 x 4 ; f " * ( x )  =  144 x -  120 x 3 ;  f '4 (x ) a  1 4 4 - 3 6 0 x 2

f ( 0 )  =  0  ; f ( 0 )  = 0  ;  f " ' ( 0 )  = 0  ; f ' 4 ( 0 )  =  1 4 4  > 0  c n « » 0  h o y  u n  m í n i m o

f’ ( 2 )  =  0  ; f " ( 2 )  =  7 2 - 4  -  3 0 - 1 6  =  -  1 9 2  <  0  = >  en x  =  2  hay u n  m á x i m o  

f*|— 2 )  =  0  ;  f — 2 )  =  7 2  • 4  -  3 0 - 1 6  =  -  19 2  <  0  = >  e n  x  = -  2  h a y  u n  m á x i m o

e s tu d ia r  la  c o n v e x id a d , c o n c a v id a d  y  p u n t o s  d e  in f le x ió n :

Sea la  f u n c ió n  f  q u e  a d m ite  d e r iv a d a s  c o n t in u a s  

h a s ta  e l o rd e n  n  +  1 e n  u n  e n t o r n o  a.

La  e c u a c ió n  d e  la  ta n g e n te  a  la  c u rv a  y c =  f  ( x ) 

en  e l p u n to  d e  a b s c is a  a  es:

y - f ( a ) = f ' ( a > . ( x - a )  = >  y t  =  f ( a )  +  f * ( a )  ( x - a )  

h a c ie n d o  x  =  a +  h :

d is t  (M P )  =  y c  — y ,  =  f ( a  +  h )  — f ( a )  — f ' ( a )  - h  

y  c o n s id e ra n d o  la  f ó r m u la  d e  T a y lo r :

y . y t = í ^ h 2  +  í ^ h 3 +  f ^ h 4 + í ! ! ( a ) h s +  . . .  

Vc Yt 2 !  3  1 4 !  5  1

si h  es u n  in f in i t é s im o ,  e l s ig n o  d e l  s e g u n d o  m ie m b r o  

es ig u a l a l d e l  p r im e r  t é r m in o  n o  n u lo :
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f " ( a )  >  0  = >  v c - y ,  >  0 , la  f u n c ió n  es c o n v e x a  en a

f  " ( a )  <  0  = >  y c - V , <  0 ,  la f u n c i ó n  es c ó n c a v a  e n  a

f ' " ( a ) * 0  = >  el s ig n o  de Vc - V ,  d e p e n d e  

d e l s ig n o  d e  h , la f u n c i ó n  t ie 

ne en el p u n t o  a u n  p u n t o  de 

in f le x ió n .
f " ( a )  =  0

f , 4 ( a ) > 0  = >  y c - y ! > 0 ,  la  f u n c i ó n  es c o n v e x a  en a. 

f <4( a ) < 0  ^  y c —  y ,  <. 0  , la  f u n c ió n  es c ó n c a v a  e n  a.

f 16 ( a )  0 .  p u n t o  de i n f l e x ió n  en a

f , 5 l a )  =  0 ..............................

f ( 4 |a) =  0

Sea k >  1 el o r d e n  d e  la p r i m e r a  d e r iv a d a  n o  n u la  e n  el p u n t o  a , si k  es i m p a r ,  la  c u r v a d e  la

f u n c i ó n  f  t iene  en el p u n t o  d e  abscisa a u n  p u n t o  d e  in f l e x ió n ,  si k  es p a r  y  f lk (a )  >  0 . la f u n c i ó n  es

c o n v e x a  e n  a y  si f ,k (a )  <  0 ,  la f u n c i ó n  es c ó n c a v a  e n  a.

Sea hollar la concavidad o convexidad en el punto 0  d é la  función <: R —  R  definida p o r  ffx)  =  x n , siendo n

un número natural.

« ' (x )  = ;  f"<x) o n ( n - 1) x n" 2 ; f‘“ (x )  = n ( n - l )  | n - 2 ) x " ~ 3 ;  • . .  ; t ' " ” 1(x )  =  n ! - x  ; f ,n<x> =  n  I

f’ (0 )  =  r | 0 ) =  • -  • =  f f n _ , (0 )  = 0  ;  f<n(0 )  =  n | >  0

—  si n es par. la función es convexa en 0 .

—  si n es impar, la curva de la función tiene en x =  0  un punto de inflexión (con tangente horizontal, por ser f ' (0 )  =  0 ) .
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PROBLEMAS

1 2 . 1  C o m p r o b a r  q u e  la  f u n c i ó n  f  ( x )  =  x 2 +  2 x  +  5  c u m p l e  las c o n d i c i o n e s  d e l  t e o r e m a  d e  R o l le  

en el i n t e r v a l o  [ - 1 . 3 ]  y  q u e ,  e f e c t i v a m e n t e  v e r i f ic a  d i c h o  te o r e m a .
(U n iv. de Extremadura!

P o r  s e r  u n a  f u n c i ó n  p o l i n ó m i c a . e s  u n a  f u n c i ó n  c o n t i n u a  e n  e l  i n t e r v a l o  | —  1 . 3 ]  y  d e r i v a b l e  e n  el  

n t e r v a l o  j -  1 , 3 [ .  C o m o  a d e m á s  f <—  1 )  =  f  ( 3 )  =  2 ,  s e  c u m p l e n  las c o n d i c i o n e s  d e l  t e o r e m a  d e  R o l l e ,  

p o r  t a n t o  e x i s t e  a €  ) -  1 .  3 [  . ta l  q u e  f ' ( a )  =  0 .

f ’ ( x )  =  —  2 x  +  2  ;  - 2 a  +  2  =  0 a =  1

¿ E s  a p l ic a b le  el t e o r e m a  d e  R o l l e  a  la f u n c i ó n  f :  R  -  R  d e f i n i d a  p o r

f ( x )  =  1 - x 2

e n  el ¡ n t e r v a l o  [  —  1 , 1 ] ?  ¿ Y  e n  el f 0 .  1 J ? E n  c a s o  a f i r m a t i v o  c o m p r o b a r  su v e r i f ic a c ió n .

(U n iv. de Santiago)

La f u n c i ó n  f  e s  c o n t i n u a  e n  e l  i n t e r v a l o  [  -  1.  1 1 , d e r i v a b l e  e n  e l  i n t e r v a l o r  ) -  1 .  1 1 y  f  ( -  1 ) =

=  f  ( 1 ) ,  l u e g o  e s  a p l i c a b l e  el  t e o r e m a  d e  R o l l e  a  la f u n c i ó n  f  e n  e l  i n t e r v a l o  [ -  1 .  1 ] .

f ’ ( x )  =  - 2 x  ;  f ’ ( x )  =  0  = > — 2 x  =  0 , x  =  0  = >  3 x  =  0  e  ] -  1 . 1| / H 0 )  = 0 .

L a  f u n c i ó n  f  e s  c o n t i n u a  e n  el  ¡ n t e r v a l o  | 0 , 1 ) ,  d e r i v a b l e  e n  e l  i n t e r v a l o  ] 0 .  1 1 . p e r o  c o m o  f ( 0>  *

*  f  ( 1 ) .  1 *  0 ,  n o  s e p u e d e  a p l i c a r  e l  t e o r e m a  d e  R o l l e  a la f u n c i ó n  f  e n  e l  i n t e r v a l o  [ 0 .  1 1 .

R a z o n a r  si la  f u n c i ó n  f : R —  R  d e f i n i d a  p o r

f  ( x )  =  1 +  1x1 

e l  t e o r e m a  d e  R o l l e  e n  el ¡ n t e r v a lo  | - 1 , 1 | .

(Univ. de C a stilla -La  Mancha) (Univ. de La L a gu n a -Te n e rife )

C o n s i d e r a n d o  q u e  1x1 =

x  si  x  >  0

- x  si  x  <  0

se t i e n e : f ( x )  =

1 + x  si  x  >  0

1 - x  si  x  <  0
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L a  f u n c i ó n  f  n o  es d e r iv a b le  en x  =  0 .  y a  q u e

n 0 1 -  „  „ m  M ± h M i o i .  I i m  n - ( o - h ) J = i  .  |fIB h  = ,
h . o  h  h - o  h  h - o  h
h > o

no)- = m  |(m M-<0-h)-1| .  , m
h - o  - h  h - o  - h  h - o  _ h
h > o

C o m o  la f u n c i ó n  f  n o  es d e r iv a b le  e n  t o d o s  los p u n t o s  d e  1 —  1 . 1 1  . n o  satisface el te o r e m a  de 

n o l l e  e n  1 —  1 , 1 1 .

12 .4  ¿ S e  p u e d e  a p lica r el te o r e m a  d e  R o l le  a  la  f u n c i ó n  f :  |0. it| -*  R  , d e f i n i d a  p o r

f l x )  =  I c o s x l

Tur)tv. de Granada)

C o n s id e r a n d o  q u e  i F ( x ) l  =

F ( x )  para los va lores d e  x q u e  h a c e n  F ( x ) > 0  

- F l x )  para los va lo r e s  d e  x q u e  h a c e n  F ( x )  < 0

de la va ria c ió n  de eos x en | 0 . jr | resulta  qu e

f l x )  =

eos X para x G ( 0 . -

- e o s  x  p a r a  x G  | ^  ,  ir |

L a  f u n c i ó n  f  es c o n t in u a  en |0, ir|, su c o n t in u i d a d  

se d e d u c e  d e  la  c o n t i n u i d a d  d e  la f u n c i ó n  g d e f in id a  p o r  

g l x )  =  e o s  x.

C o m o  la f u n c i ó n  g es d e r iv a b le  e n  |0. jt 1. só lo  t e n 

d r e m o s  q u e  e s tu d ia r  la  d e r iv a b i l id a d  d e  la f u n c i ó n  f  e n  x  =  |  , p u n t o  d o n d e  c a m b ia  la f o r m a  d e  la f u n 

ción.

f ( í - h ) - ’ ( £ )  c o s ( £  -  h ) - e o s  ^
, ,  ' 2  1 ' 2 '  ' 2  '  2  . .  sen h  -  0  y

I  -  =  I i m   =  l í m    =  J i m   ------------=  -  1
V 2  * h - o  _  h  h - o  -  h  h - o  _  h

h > o  h > o  h > °

f í  x  1 =  I i m
2 '  h - o  

h > o

------------------------------------—  =  I i m
h  h - o

n > o

-  C O S Í  —  +  h

I T
2  * ü i  =  H m  - 1 - t t n M - O  =  |

h - o  h
h > o

la f u n c i ó n  n o  es d e r iv a b le  en ^  G  | 0 .  rr [  , p o r  lo  t a n t o  n o  se p u e d e  a p lica r  el te o r e m a  de R o l le .

Sea la  f u n c ió n  1: |— 1. 1 ]  - »  R  , d e f in id a  p o r

f l x )  =  4 +  V *

si es a p lic a b le  el t e o r e m a  d e  R o l l e  a  la  f u n c i ó n  f  e n  el in te rv a lo  [ — 1, 1 1.

(U n iv . de  L a  La gu n a  -  Te n e rife !
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f ( — 1 )  =  4 +  V ( -  1 ) 8' =  4  +  Í / } a  =  5  ;  f ( l )  =  4  4- v f i ®  =  5 

E s t u d i e m o s  si la  f u n d ó n  es c o n t in u a  e n  e l  in t e r v a l o  ( - 1 .  1 1 :

V a e l - l . 1 1 :  l í m  f ( a  +  h ) = l f m  ( 4  4- J / ( a  4 - h ) a ) =  4  4-
h - o  h - oh>o

l í m  f  (a  —  h )  =  l í m  ( 4  4- > / (a —  h)® ) =  4  4- \/aH 
h — o  h - o

h  > o

c o m o V a e f - l . i l  l í m  f (a  4- h )  =  l í m  f  (a -  h )  =  f  ( a l .  la f u n c i ó n  es c o n t i n u a  e n  | - 1 , 1 | .
h-o h-o
h >o h>o

f í x )  =  4 4 » = 4 4 x 3 = >  f ' ( x ) = | x 3 =  |  X 3

L a  f u n c i ó n  d e r iv a d a  V  está d e f i n i d a  V a  E [  —  1 . 1 1.

S  la  f u n c i ó n  es c o n t i n u a  en [ - 1 ,  1 | . d e r iv a b le  en | —  1. 1 f v  f ( - 1  ) =  f (  1 ) .  se p u e d e  a p l ic a r  el 

te o r e m a  de R o l le  e n  el in t e r v a l o  ( - 1 ,  11:
5

3 a  €  1 - 1 .  1 f  /  f ' ( a )  =  O  = >  |  a 3 =  O  = >  a  =  O 

L a  c u r v a  d e  la f u n c i ó n  t i e n e  en el p u n t o  d e  abscisa O  u n a  t a n g e n te  h o r i z o n t a l .

a )  E s t u d i a r  la  c o n t i n u i d a d  y  d e r iv a b i l id a d  d e  la f u n c i ó n  f ( x )  =
x

x 2 -  1

b )  R a z o n a r  si se p u e d e  a p l ic a r ,  o  n o ,  el t e o r e m a  d e  R o l le  en el in te rv a lo

c )  E n  c a s o  a f i r m a t i v o ,  c a l c u la r  el c* E

1 1

i - i - a

2  * 2  j

a q u e  se refiere  el t e o r e m a  i n d ic a d o .

(U n iv .  d e  L e ó n )

E n  x =  1 y  x  =  -  1 . la f u n c i ó n  n o  está d e f i n i d a  ( n o  se p u e d e  d i v id i r  p o r  01. lu e g o  n o  es c o n ti  

n u a  n i  d e r iv a b le  en e sto s  p u n t o s .

C o m o  1 x 1 =

- x  si  x <  O

x si  x >  O
f ( x l  =

—  x

X —  1

para x <  O ( x  *  -  1) 

"  x  >  O  ( x  *  1 )

P o r  ser la  f u n c i ó n  r a c io n a l  ( e x c e p t o  e n  lo s  p u n t o s  — 1 y  1 q u e  n o  e x is te ) ,  só lo  t e n d r e m o s  p r o b l e m a  

e c o n t i n u i d a d  y  d e r iv a b i l id a d  e n  x =  0 . p u n t o  e n  el q u e  c a m b i a  la  f o r m a  de la  f u n c ió n .

l í m  f ( O - h )  =  l í m  - - - - - - -  =  l í m  — —  =  Oh-o h-o ,n . , 2  i h-o h 2 1h>o h > o  ( U - h )  — 1 h  —  1

l í m  f ( O 4- h ) =  I f m +  - —  =  l í m  — =  Oh-oh>o hh> °  (O  4- h  )2 1

f ( 0 )  =  0

h 2 -  1

h

la f u n c i ó n  es c o n t in u a  e n  x  =  O

- O

f ( O - h )  =  l í m  , I O - h | - | ,Q I  =  l í m  =  l í m  - = 1 -  =  ,
h -o
h >o

f  ( 0 4 -h )  =  límh-oh>o

-  h

f ( 0 4 - h ) - f ( 0 )

h-o —  h
h>o

h-o K2

- O

l í m ^ ih-o h
h>o

h > 0

=  l ím

h  —  1
la f u n c i ó n  n o  e s  d e r i 

v a b le  e n  x  =  O.
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b )  Si la f u n c i ó n  n o  es d e rivab le  en x =  0  e  

en esle intervalo .

1 1 í
2 2 i

, n o  se p u e d e  a p lica r  el te o r e m a  de R o lle

.7 L a  f u n c i ó n  f ( x )  =  1 -  v x 4 se anula  en los e x t r e m o s  d e l in te rv a lo  [ — 1 . 1 1.  D e m o s t r a r  q u e  

d e r iv a d a  d e  esta f u n c i ó n  n o  se a n u la  en n in g ú n  p u n t o  d e  d i c h o  in te rv a lo .  ¿ C o n t r a d ic e  este resultado- 

¿ P o r  qué ?
(U n tv . d e  O v ie d o )

f ( x )  =  1 -  x ' r i x i  -  -  í « 5

N o  h a y  n in g ú n  v a lo r  d e  x q u e  a n u la  a f ’ ( x ) .

D e  la  e x p r e s ió n  o b t e n id a  para f ' ( x )  se d e d u c e  q u e  sólo  en x  =  0  p u e d e  q u e  la  f u n c ió n  n o  sea deriva

ble:

f ' ( 0 ) '  =  l í m  -  ?  -  1

5 ? ' o  +  h o*

f ' ( 0> =  K m
l

ll *0
li> o

la f u n a ó n  n o  es deriva 

b le  en x =  0 ,

5 v O - h  3  ' 0

S i  la f u n c ió n  n o  es d e r iv a b le  en x =  0 ,  n o  se p u e d e  a p lica r R o l le  en el in te rva lo  1 - 1 ,  1 J.

12.8 S e  c o n sid e ra  la  a p lic a c ió n  F :  1 ^  -*  R  d e f in id a  p o r

eos 0  —  sen 0  0

F  ( x )  = sen 0  eos 0  x - 1

sen x 1 - c o s x  1

D e m o s t r a r  q u e .  in d e p e n d ie n te m e n te  del v a lo r  q u e  se asigne a 0 ,  e x iste  s ie m p re  u n  a  €  ]  0 ,  1 1 tal01i
( U n ,V  d e  M u rc ia . 1 9 9 1 )

La f u n c i ó n  F  es c o n t in u a  y  d e r iv a b le  y a  q u e  si d es arro llam o s el d e t e r m in a n t e . F ( x )  es igual al prc 

d u c t o  y  s u m a  d e  expresiones d e  t i p o  p o l in ó m i c o  en x .  sen x  y  eos x .

F Í O )  =

eos 0 - s e n  0  0

sen 0  eos 0  —  1

0  0  1

=  eos2 0 +  sen2 0  =  1

F ( 1 )

eos 0  - s e n  0 

sen 0  eos 0

sen 1 1 - e o s  1

=  eos2 0  +  sen2 =  1

Si la f u n c ió n  F  es c o n t in u a  en el in te rv a lo  | 0 ,  1 | C  0 ,  ^  ,  d e r ivab le  e n  el in te rv a lo  1 0 .  1 1 ,  y  

tal q u e  F ( 0 )  =  F (  1) .  según el te orem a de R o l le ,  existe u n  a  e  ]  0 .  1| tal q u e  F ' ( a )  = 0 .
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12.9 Sean 1, g ,  h  tres fu n c io n e s  c o n t in u a s  en |a, b )  y  d e r iv a b le s e n  Ja,  b j .  

D e m o s t r a r  q u e  existe u n  r e í a ,  b (  tal q u e

f í a )  g (a )  h ( a )  

f ( b )  g ( b )  h í b )  

f ' ( r )  g’ í r )  h ’ (r )

=  0

¿ Q u é  re s u lta d o  se o b t ie n e  al t o m a r  h ( x )  =  1 en [ a ,  b )  y  g í x )  =  x  en |a, b j ?  

( I n d i c a c i ó n :  se p o d r á  e s tu d ia r  l a  f u n c i ó n

f í a )  g ía )  h ( a )

F ( x )  =  '

e n  1 a, b  J al desarro llar  el d e t e r m in a n t e  p o r  I

f ( b )  g ( b )  h ( b )  

f ( x )  g ( x )  h l x )

e la  ú l t i m a  f i la ) .

(U n iv .  d e  M u rc ia , 1991J

P o r  ser f ,  g y  h  fu n c io n e s  c o n t in u a s  e n  ( a ,  b )  y  derivables en | a , b  ( ,  la f u n c ió n  F  d e f in id a  por 

F í x )  =

f í a) g ía) h ía )
gía) h ía ) f í a) h ía ) f í a) gía)

f í b ) g íb ) h í b ) =  f í x )  • -  g í x ) . +  h ( x )  •
f í b ) g íb )g íb ) h íb ) f í b ) h í b )

f í x ) g í x ) h í x )

e s c o n t i n u a e n  l a . b j  y  d e r iv a b le  en Ja ,  b [  , p o r  ser su m a  de fu n cio n e s c o n t in u a s  y  derivables en d i 

chos intervalos.

C o m o  ade m á s F í a )  =  F í b )  =  0 ,  y a  q u e  los d e te r m in a n te s  resultantes t ie n e n  d o s  filas iguales, se 

g ú n  el te orem a de R o l le ,  e x iste  u n  r e j a ,  b| tal q u e  F '  ( r )  =  0 :

F ’ ( x )  =  f í x )
gí a) h ía ) f í a) h ía )

+  h ' ( x ) .
f í a) gía)

- g ' í x ) - —
g íb ) h í b ) f í b ) h í b ) f í b ) gí b)

f ( a )  g ía )  h( a)

f í b )  g í b )  h í b )

f ' í x )  g ' í x )  h ' ( x )

F ' ( r )  =  0

f í a )  g ía )  hí a)

f í b )  g í b )  h ( b )

f ' ( r )  g ' í r )  h*(r)

=  0

Si h ( x )  =  1 y  g í x )  =  x : h ' ( x )  =  0  ; g ' í x )  =  1 = >  F ' ( r )  =  0  r >

f ía ) a 1

b  1 =  0

1 0
a 1 f í a )  1

f ' í r ) . -  1 .
b 1 f í b )  1

=  0  = >  f ' ( r )  (a  —  b )  —  f í a )  +  f í b )  =  0  = >  f*ír) =  f < b * f ( a)
b - a

lúe es el te o r e m a  del v a lo r  m e d io  a p l ic a d o  a la  f u n c ió n  f en ( a .  b | .

1 2 . 1 0  Sea la  f u n c i ó n  f : R  —  R  d e f in id a  p o r

(  a x  —  3  p a r a  x  <  4
f í x )  =

I  —  x 2 +  l O x  — b  para x > 4

a  y  b  p a r a  q u e  la f u n c i ó n  f  c u m p l a  las h ipótesis d e l  te orem a d e  La grange en |2. 6 1.

( U n i v .  d e  C a s tilla  -  L a  M a n c h a , 1 9 9 1 )

L a  f u n c ió n  h a  d e  ser c o n t in u a  en el in te rv a lo  | 2 , 6| y  derivable en el in te rv a lo  |2. 6 | .
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P o r  ser p o l i n ó m i c a s  las d o s  f o r m a s  de la  f u n c i ó n ,  s ó l o  h a y  d u d a  d e  la  c o n t i n u i d a d  y  d e r iv a b i l id a d  

en x  =  4 .  v a lo r  e n  el q u e  c a m b i a  la f o r m a  d e  la  f u n c i ó n .

P ara  q u e  sea c o n t i n u a  e n  x  =  4 .  se t e n d r á  q u e  v e r i f ic a r :

l í m  ( a x  -  3 )  =  I f m  ( -  x 2 +  1 0  x -  b )  =  f  ( 4 )
« * 4  «  * 4 *

4 a - 3  =  2 4  -  b ( 1 )

P ara  q u e  sea d e r iv a b le  e n  x =  4 .  la  d e r iv a d a  a  la  i z q u i e r d a  e n  x  =  4 ,  d e b e  ser igual a  la  d e r iv a d a  

a la  d e r e c h a  e n  x  =  4 :

f ' { 4 ) -  =  l í m  ( a )  =  a ;  f '< 4 ) '  =  I f m  ( - 2 x +  1 0 )  =  2
»  * 4 “  «■* 4  ■

l le v a n d o  este v a lo r  a  ( 1 )  se o b t i e n e b  =  19

.1 1 A p l i c a r  el t e o r e m a  d e l v a lo r  m e d i o  a  l a  f u n c i ó n  f :  [  0 .  1 J —  R ,  d e f i n i d a  p o r

f ( x )  =  x ( x  —  2 )

( U n i v .  d e  G ra n a d a )

L a  f u n c i ó n  f .  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  x 7 -  2  x  es u n a  f u n c i ó n  p o l i n ó m i c a ,  f  es c o n t i n u a  e n  [ 0 .  1) 

y  d e r iv a b le  en |0. 1 1. S e  c u m p l e n  las c o n d i c i o n e s  d e l  t e o r e m a  d e l  v a lo r  m e d i o .

f ( x )  =  x 2 —  2 x  ; f ' í x )  =  2 x  - 2

= f ' l O  +  0 ( 1  - 0 ) )

( 1  - 0 ) - 0  
1

2 ( 0 )  - 2 1 = 2 0

1 2 .1 2  A p l i c a n d o  el t e o r e m a  d e l v a l o r  m e d i o ,  c a l c u l a r  u n  v a l o r  a p r o x i m a d o  d e  v 9 .

(U n i v .  d e  E x t r e m a d u r a )

Sea la  f u n c i ó n  f :  R  -  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x ) = \ x .

f l x )  =  x f ( x l = i x 3
i - i

=  1  x ' *  =  i  - J -  
3  3

D e  estas e x p r e s io n e s  se d e d u c e  q u e  la f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  e n  el in t e r v a l o  ( 8 . 9 )  y  d e n v a o l e  e n  el 

in t e r v a l o  | 8 , 9 1 S e g ú n  el t e o r e m a  d e l v a lo r  m e d i o :  3 c G | 8 , 9 |  tal  q u e :

t e -  t e  i  j _

’  3  V é

1 1  -  . 1

m _9 )  = _ f j8 )_  

9 - 8
=  f ' ( c )

v 9  =  2  +  +

3 ^ 2  +  5 3 ^  =  2  +  5 T  =  2  +  l i = 2 0 8

*

1 3  D e m o s t r a r  q u e  si a  y  b  s o n  n ú m e r o s  rea les tales q u e  0  <  a <  b  <  ^  e n t o n c e s :

eos2

! _  <  t g  b  -  tg  a  <  __1

b  —  a c o s 2 b

(U n iv .  de  M u rc ia . 19 9 1 )
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Si 0 < a < b <  la  f u n c i ó n  f :  ( a .  b ] R  d e f i n i d a  p o r  f  ( x )  =  tg  x  es c o n t i n u a  y  d e r iv a b le .

S e g ú n  el t e o r e m a  d e l v a lo r  m e d i o ,  si la  f u n c i ó n  f  es c o n t i n u a  e n  el in t e r v a l o  ( a ,  b )  y  d e r iv a b le  en 

el in t e r v a l o  J a ,  b [  ,  e x is te  u n  p u n t o  c .  a <  c  <  b ,  tal q u e :

f ( b )  —  f ( a )  _  ^  t g b - t g a  =  _ j

b - a  b - a eos2 c
(1 )

H a l l e m o s  b r e v e m e n t e  la  g rá f ica  de 

g ( x )  =  eos2 x

en el i n t e r v a l o  ¡0 ,  £

g ( 0 ) = 1  ;  g ( j ) s 0  ;  g ' ( x )  =  2  eos x  ( -  sen x )  =  -  sen 2 x  <  0  en  0 , 2 ]  ,  la c u r v a  es d e c re c ie n

te.

S i  0 < a < c < b < ^ :  c o s 2 a  >  c o s 2 c  >  eos2 b
eos* a c o s 2 c  c o s 2 b

lle v a n d o  estas d e s ig u a ld a d e s  a ( 1 ) re s u lta :

_ 1 _  

eos2 a

1_  <  t g b - t g a  <  1

b ~ a c o s 2 b

Si x  >  0 .  d e m o s t a r  q u e :  

1
e* > e "  >  1 +  l o g  ( 1 + x )  ;  e * >  1 +  ( 1  + x ) - l o g  ( 1 + x )

L a  f u n c i ó n  f :  R .  -► R  d e f i n i d a  p o r  f ( x ) = e "  —  

d e  R . .  A p l i c a n d o  el t e o r e m a  d e l v a l o r  m e d i o  e n  ( 0 ,  x ; 

f  ( x )  —  f  ( 0 )

1 + x

( U n i v .  d e  V a !¡a d o !id )

es c o n t i n u a  y  d e r iv a b le  e n  t o d o  in t e r v a l o

x - 0
=  f ' ( 0 x )  .  ( 0 <  0 <  1)

f ( x )  =  e “ —  — 1—  ;  f ' ( x )  =  e* +  1
1  i  X ( 1 + x ) 2

e* —
1 + x

—  e° +  1

x - 0

L ± o _ =  eo . +

(1 +  0  x 2

5* —  — ~—  =  x ( e 0 t  + --------- ----------- )  .  y  c o m o  x >  0 .  e ° * >  0 .  — -------------> 0 :  e "  -  - 1 —  >  0
1 + x  V (1  +  0 X ) 2 '  ( 1  +  0 x ) 2 1 +  x

e "  >
1 +  x

si x  >  0

L a  f u n c i ó n  g :  R  .  R  d e f i n i d a  p o r  g ( x )  =  e* -  1 —  lo g  (1 +  x )  es c o n t i n u a  y  d e r iv a b le  e n  t o d o  

in t e r v a l o  d e  R . .  A p l i c a n d o  el t e o r e m a  d e l  v a l o r  m e d i o  e n  [ 0 ,  x ) .

g ( x )  -  g ( 0 )  

x - 0
=  g ' ( 0 )  x )  ,  ( 0 .  <  0  <  1 )

g ' ( x )  =  e* -
1 +  x

e * - 1 - l o g ( 1 + x ) - [ e ° - l  - l o g  (1 +  0 ) J  

x - 0

www.FreeLibros.me



322 T E O R E M A S  D E  R O L L E .  V A L O R  M E D I O  Y  D E  C A U C H Y .  R E G L A  D E  L ' H O P I T A L .  F O R M U L A  D E  T A Y L O R

=  e*x - 1 e-  —  1 —  l o g (1 + x )  =  x ( e d x -  0 .  y a q u e  x > 0  y  e0 B - y ^ > O ,
1 + 0X

según h e m o s  d e m o s t r a d o  a n te r io rm e n te .  D e  d o n d e :

e x >  1 +  lo g  ( 1  +  x ) si x  >  0

L a  f u n c ió n  h :  R . - * R  d e f in id a  p o r  h ( x )  =  e “ —  1 —  (1  +  x )  lo g  (1  +  x )  es c o n t in u a  y  d e r iv a b le  en 

R . . A p l ic a n d o  el te o r e m a  d e l v a lo r  m e d io  en 10 ,  x |:

h ( x )  -  n ( 0 )
=  h ' ( 0  x )  .  < 0 <  0  <  1)

x  - 0

h ' ( x )  =  ex -  lo g  (1 +  x ) -  1

e x —  1 —  (1 +  x )  lo g  (1 +  x )  —  (e °  — 1 —  (1 +  0 )  lo g  ( 1+ 0 ) ]  

x  - 0

=  e - l o g <1 +  0 x ) - 1  = >

e ' - 1  - ( 1 + x )  l og (1 + x )  =  x ( e t?x- 1  - l o g d  + 0 x ) ) >  0 ,

Q
ya q u e  x > 0  y  e * -  1 -  lo g  (1 +  0 x )  >  0 ,  según la d e m o s t r a c ió n  a n t e r i o r . D e  d o n d e :

si x >  0e‘ >  1 +  (1 +  x )  lo g  (1 +  x )

!. 1 5  ¿ S e  p u e d e  a p l ic a r  la  f ó r m u l a  d e  C a u c h y  a  las fu n c io n e s  f:  R  —  R ,  y  g :  R  —  R  ,  d e fin id a s, ros

tU m é . d e  C ó r d o b a )
f = x 3

El te o r e m a  d e  C a u c h y  d ic e :  Si f  y  g s o n  d o s  fu n c io n e s  c o n t in u a s  en (a .  b j .  d e rivab les  en |a. o [ , ve

rif icándose ade m á s q u e  g ( a )  * g ( b )  y  g ' ( x )  *  0  V x  €  )a .  b [ , existe al m e n o s  u n  p u n t o  c  6  ] a ,  b| tal q u e

f ( b )  —  f  (a )  =  r ( c )  

g ( b )  -  g ( a )  g ' ( c )

C o m o  g’ ( x )  =  3 x ? se a n u la  para x =  0 G ) - 1 , 1 | . n o s e  p u e d e  a p lica r el te o r e m a  d e  C a u c h y  a 

las fu n c io n e s  f  y  g  en el in te rva lo  |— 1,  1) .

1 6  S e a n  f ( x )  =  3 x 4  -  2 x 3 - x 2 +  1 y  g ( x )  =  4 x 3 - 3 x ? -  2 x

C o m p r o b a r  q u e  n o  existe n in g ú n  p u n t o  t  G  | 0 ,  1| e n  el q u e  se c u m p l e :

f ( i ) - n o )  =  n o
g ( 1 ) - g ( 0 )  f l - ( t )  

c o n t r a d ic c ió n  c o n  el te o r e m a  d e  C a u c h y .

(U n iv .  d e  M a d r id )

f ( 1 l  =  1 ;  f ( 0 )  =  1 ; g ( 1 )  =  — 1 ;  g ( 0 )  =  0

f ' ( x )  =  1 2 x 3 —  6 x 2 — 2 x  

g ' ( x )  =  1 2 x 2 —  6 x  - 2

f ( 1 ) - f ( 0 )  1 - 1

g d ) - g ( O )  - 1 - 0  

f ' ( t )  1 2 13 —  6 t 2 — 2 t  2 1 ( 6 t 2 —  3 t  -  1)

=  0

2 ( 6 t 2 —  3 t  —  1

(1

( 2 )
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6 t  —  3 t  —  1 =  0 i  =
12 12

si i  es igual a a lg u n o  de estos valores

f* ( » )
■, ,  . n o  existe (la d iv is ió n  p o r  0  n o  e x iste » ,  p o r  t a n t o  n o  p u e d e  verificarse la ig u a ld a d  d e  las expresio 

g ( t )

nes ( 1 )  y  ( 2 ) .  Para c u a lq u ie r  valor d e  t q u e  n o  a n u le  el d e n o m in a d o r ,  se p u e d e  s im p l i f ic a r  la ex p re sió n  

( 2 )  y  n o s  q u e d a r ía :

f M t )  f ( 1 ) - f ( 0 »  f ' ( t )  o  =

g ’ l t )  '  g ( 1 )  — g ( 0 )  g ' ( t )

y  al n o  p e rte n e c e r  0  al in te rv a lo  JO , 1 1. n o  h a y  n in g ú n  v a lo r  d e  t  €  ] 0 ,  1 ( q u e  v e r if iq u e  la igualdad del 

e n u n c ia d o .

3  + v r 3 5

12
€  l  0 .  1 1 .  h a y  u n  v a lo r  d e  t  €  |0 .1| q u e  a n u la  a g ' ( x ) .  p o r  t a n t o  n o  se c u m p le  u n a  de

as c o n d ic io n e s  d e l te o r e m a  d e  C a u c h y ,  y  la igualdad d e  este te orem a n o  t iene p o r  q u é  c u m p lirs e .

1 2 . 17 C a lc ula r E  =

(U n iv .  d e  S a n tia g o )

Es u n  l im ite  d e l t ip o  A p l i c a n d o  la regla  de L  H o p i i a l :

Es u n  l ím ite  d e l t ip o  —  -

C o n s id e ra n d o  q u e  el l ím it e  d e  u n  p r o d u c t o  es el p r o d u c t o  d e  los límites 

E  =  |,m  . « O í  =  K m  . K m  5 Ü L !
.•o X X ■*o X «-O x

El se g u n d o  l ím it e  es igual a l . y  en el p r i m e r o  a p lic a m o s  la regla de L ' H o p i t a l :

w n  (■« *) wn a

12 .19  C a lc u la r
E  =  S t  l n ( . t x i ~ - ! e n T

Es u n  l ím ite  d e l t i p o  -  . A p l ic a n d o  la regla  d e  L ' H o p i t a l :

E  =  lím
■ *o

l e n  ( o * - )
e • eos (a  +  x )

eos (a +  x )

»"< ■ • ■ ) ¡ w m l
=  l í m  e  =  le

x - o
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, , 20 C a lc u la r  E  =  l í m  - ? X X

{U n iv . de  V a le n cia , 1 9 9 1 ) 

(U n iv .  d e  V a  H ado l id )

E s  u n  l ím ite  del t i p o  2 .  A p l ic a n d o  la regla  d e  L 'H o p it a l :

E =  ,(m  2 5 Í 5 _ l  .  ,lm  .  „ m  n + c o s x l d - c w x l  =  |[m  W c p s  x

1 -  e o s  X  * * °  COS2  X  ( 1  —  e o s  x )  c o s 2 x ( 1 - c o s x )  " * °  c o « * x

=  ^ - 0

12.21 C alc u la r E =  Km
t g x  s a n x  / U n iV  / j/aj B j h a r ^  m u

Es u n  l im ite  d e l t i p o  ^ . A p l ic a n d o  L ' H o p i t a l :

E  =  K m  -  < - « « »  =  „ m  eos2 ,  ( 1 - e o s x )  _  J ^ c o s x .

— !—  - c o s x  ■ * -  1 —  e o s 2 x -  1 - c o s 3 x
eos2 X

el p r im e r  l ím ite  v a le  1 y  el se g u n d o  es d e l t i p o  a p licá n d o le  L ' H o p i t a l :

E - 1 - l l m — x » =  , í m _ i _  = _ L  =  [ I 1

* * ° - 3 c o s 2 x ( - sen x )  “ ’ 0 3 c o s 2 x 3 > 1  L L l  '

12 .22  C alc u la r E =  l ím  - ~ - x — 1

(U n iv .  d e  E x tre m a d u ra )

Es u n  l ím ite  del t ip o  .  A p l ic a n d o  la regla de L ' H o p i t a l  (do s veces):

E =  l í m  4 —  ̂ =  l í m  4 r  »«• o  2 x  **o 2  "

12 .23  C alc u la r E =  lím -----------------------------------------
• •o eos x  -  sen x  +  x  -  1

(U n iv .  d e ís ta s  Ba leares)'

Es un lím ite  d e l t ip o  A p l ic a n d o  la regla d e  L ' H o p i t a l  (do s veces):

E  =  l í m  - k l « , - ’ > + . c '  =  ||m a " - f  1 - a " a - x a -  =  e° +  a ° + Q . e °  _

«•o -  sen x  -  eos x +  1 **° -  eos x  +  sen x - 1 + 0  ---------

www.FreeLibros.me



T E O R E M A S  O E  R O L L E .  V A L O R  M E D I O  Y  D E  C A U C H Y .  R E G L A  D E  L ’H O P I T A L .  F O R M U L A  D E  T A Y L O R  325

« wn '  _  »  _  1
C a lc u la r  E  =  l í m --- ---------------- --------- -

2 x ’ - x 3

(U n iv .  d e  L a s  P a lm a s  d e  G r a n  C a n a ria )

Es u n  l ím ite  del t i p o  ^  . A p l ic a n d o  la regla de L ’ H o p it a l  (d o s  veces):

E  -  l ím  e ” n * '  eos x —  1 _  e lfl"  (eos x ) ? +  ew a * ( - s e n  x )  _  e ° - 1 +  e ° - 0  

« *© 4 x —  3 x 2 >*o 4  —  6  x  4

m i  i  .  X ' l o g d  +  x )
C a lc u l a r .  E  =  l im

Es u n  l ím it e  d e l t i p o  . A p l ic a n d o  la regla d e  L ’ H o p it a l :

E  ,  K m  1 ' l 0 9 l , + X , + X  T Í 7  .  |( m H + x l l o g U  +  x l + x  
* - °  sen x  "*o (1 +  x )  sen x

c o m o  el l ím ite  d e  u n  p r o d u c t o  es el p r o d u c t o  d e  los límites:

E  =  Ifm  — !—  • l i m  l l + > ) l ° «  I ' * » » * »
* - o  1 +  x  • - o  s e n  x

El p r im e r  l ím ite  vale 1 y  el segundo es d e l t i p o  —  . se le aplica L ' H o p i i a

1 - log (1 + x )  +  (1 + x )  - 1 —  +  1
E =  1 • l í m  -------------------------------------------------------L l L * -----------  =  i . £  =  P 2

"*°  eos x 1 I— I

S E G U N D A  S O L U C I O N  : C o n s id e ra n d o  q u e  1 -  eos x  =  2  sen2

E  =  ,í m  x.-.ioa. <I ± x »  .  |ím _ f _ .  tog_(1_ + x )  _  J _ . |ím J o g J M j c )l i m  - í —  ■ ■—  =  l ím  — —  l ím
■ * °  o  2  x  « * °  X  X  X  * * °  X2  sen -  sen -  sen -  sen -  sen -

E l  p r im e r  l ím ite  vale 1 , y  al segundo , q u e  es d e l t ip o  . se le  aplica la  regla d e  L ’ H o p ita l :

1

E  =  1 .  l ím  - 1 +- x-  =  1 • - L -  =  2
«• O - x l  , 1

c o s - . _  1 . -

« i Ca lc ula r  E  =  l í m  0 6
- o  x 3

( U n iv . d e l País V a s c o T  

(U n iv .  d e  L e ó n )

S a can do e “ n * f a c to r  c o m ú n  d e l n u m e r a d o r :
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sen x l x— sen «
E  =  l í m  « -----------12 = U  =  l í m  e " n x  l í m

x - o  v 3  x - o  x - o

-  1

El p r i m e r  l ím it e  es igual a e° =  1 , y  el s e g u n d o  es d e l  t i p o  ^  . a p l ic a n d o  la regla d e  L '  H o p it a l

* - ,en * l i  « * - w °  «
E =  , .  | ,m  2 n j z c o s j o  =  , . m ---e-------------------- |fm 1 ^ c o s _ x

-  - O 3 x ? *  * o > - o

el p r i m e r  l ím it e  vale =  1  y  el se g u n d o  es d e l t i p o  . a p l ic a n d o  d e  n u e v o  la  regla de L ' H o p i t a l :

E  =  1 .  l í m  =  1 . 1 .  l í m  “ n  =  J . 1 =  
3  » » o  2 x  3  2  x*o x 6

12 .27  C a lc u l a r  E  =  l ím
X-O

(U n iv .  ae S a la m a n c a )

Es u n  l ím it e  d e  la f o r m a  -  .
0

E n u n  e n t o r n o  d e  0 :  t g ( j r x ) =  7rx. P o d e m o s  s u s t itu ir  e n  el d e n o m i n a d o r  t g l r r x l p o r  ( r r x )  p o r q u e  

tg  (ir x )  está m u l t i p l i c a n d o ,  p e ro  n o  p o d e m o s  h a c e r  d ic h a  s u s t itu c ió n  e n  el n u m e r a d o r  p o r q u e  tg ( i r x )  es

tá c o m o  s u m a n d o .

A p l ic a n d o  la regla  d e  L ’ H o p i t a l ,  después d e  h a c e r  la s u stitu ció n :

E  =  l í m  ■ » * r x ) - » x  =  i fm  } J  +  1 9*1»  « I I * - »  =  | (m  t g j í j r x )

2 r r ^  **° 6  jt x 2 6 x 2

(«j y \ 2 - 2 * 2
s u s t i t u y e n d o  t g ( j r x )  p o r  ( r r x ) :  E  =  l í m    =  l í m --- :----------

x - o
6  x ‘ 6 x -

2.28 C a lc u la r E  =  l í m
« * • «

(U n iv. de M adrid. 1991)

E s  u n  l ím it e  del t i p o  ^  .  A p l ic a n d o  la  regla  d e  L ’ H o p ita l :

( L 'H o p l i a l )

E  =  l í m  ----------------------    =  l í m      =  l í m

“ **“  3 l l o g K l J  1  + 2  3 l l o g x ) J  +  2 x  —

=  l ím

( L ' H o p i t a l )

=  lím
1

, . .o o  6 l o g x + 2 x  *— <* 6 -  +2 
x

0 + 2

6 i l o g  x )  -  +  2 
x

=  1I I 2
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- C a lc u la r  los siguientes l ím ite s :  E  =  Ifm  x  • lo g  x  ;  F  =  l l m  1 ~  c”  .i i .
»*0*

x ) -

(U n iv . d e  V a le n cia )

|Q 9 xE =  l í m  — •*—  , es u n  l ím ite  del t ip o  ¿  . A p l ic a n d o  la  regla de L ’ H o p ita l :
> -o*

.

E  =  l ím  — —  =  l ím  ( —  x ) =  [  0 1 
■ • o — l  » *o L— 1

El se g u n d o  l ím it e  es del t i p o  -  . A p l ic a n d o  la regla de L ’ H o p ita l .

I L ' H o o i u i » !  2 *  l i m i t e )

e  = lim <«- '> ,  „ m i . I(m U  = i . ,(rn ~ s  u  -
2  (log x í  1  2  ' ° 9 *  2  ■ "

X

<x - 11 _  1  1  _ f T ]  

1  "  2 ’ 1 - [ 2 ]

.30  Calcular E  =  l í m  (x  —  1) - l o g  ( x -  1 )
X*1* (U n iv .  d>

Es un l ím ite  d e l t ip o  O I - ® ) .  N o s  q u e d a rá  d e l t ip o  ^  escr ib ién dolo  d e  la fo rm a

E =  l ím
log ( x  -  I

>i* 1

x —  1

A p l ic a n d o  la regla de L ’ H o p u a l :  E  =  l ím
x -  1 I x - l l

=  l í m
r  - 1  i *i * — ( x —  1)  x -1

( x  -  1 >2

=  l í m  —  ( x —  1| =  0

.31 Calcular E =  l ím  ( t g x l o g x )  .  x >  0
• - o

Es un l ím ite  de t ip o  0  • ® , pero c o m o  tg x • log x =  , nos que da un lím ite  d e l tipo —  co

tg x

IL H oou al»  

E  =  l í m  =  l ím
* * 0  l

=  , í m    =  ,i m  t g x  , , . m  _ t g x _

"*° - ( 1  +  tg 2 x )  **° —  x (1  +  tg 2 x )  -* °  x - u  - | 1  4- tg 2 x )  

*9 x .  2
l 9 x

=  1 - 0  =  ¡O

Calcular E  =  l ím  (  —  l )
«• o  \ sen x  * 7
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E s  u n  l im it e  d e  la f o rm a  (eo -  ® ) .  E =  l lm  - — . q u e  es u n  l ím ite  de la f o r m a  §•
■*o x  sen x  0

(L'Hopital) (L'HoplUlI

E  =  l l m  =  « m  1 - c o s x  =  l l m  ------------------ “ 2 J !  ( — 5 — 1 =  [ o l
« * o  x s e n x  *•© sen x + x  c o s x  « - o  c o s x  +  c o s x  - x  sen x  ' 1  +  1 - 0 '  I— >

, , 3 3 C a lc u la r  E  =  l í m  ( c t g  x  -  1 )

(U n iv .  d e !  País V a s c o )

Es u n  l ím ite  d e l t ip o  ® -  ®  . E s c r i to  de la f o r m a :

E  =  l im  =  lím
eos x 1 » . .  x eos x  —  sen x

sen x x  / « -o  x sen x

nos resulta u n  l im ite  d e l t ip o  A p l ic a n d o  la regla de L ' H o p i t a l  (d o s  veces):

E =  l í m  1 cos x -  x sen x  -  eos x  ^  -  x sen x  ^  —  1 sen x  -  x  eos x
1 sen x +  x cos x  ■ -o  sen x  +  x  cos x  <c-o c o s  x  +  1-cos x  —  x  sen x

(U n iv .  d e  S a n tia g o )

Es u n  l im ite  del t i p o  co -  ® .  R e d u c ie n d o  a c o m ú n  d e n o m in a d o r :  E  =  l í m  — — — -------— ---------—
- i  ( e * -  e )  ( x  —  1 )

que es u n  l im ite  d e l t i p o  —  .  A p l ic a n d o  la regla  d e  L ' H o p i t a l :

,  ' L ' H O p i U t l

c  n m  e - l - e  „  e - e  , ,  —  e  - eE  =  lin>   =  |ím ----------------  =  l í m    = -------------
» * 1 e ' f x —  1 )  +  ( e ' - e ) - l  « - i x e ' - e  — « l - e ' + x e *  e +  e

12.35 Hallar
K3.(to»íi'+x ) - e» ) i  i  Ü H H B  3

(U n iv .  d e  M u rc ia )

E s  u n  l ím it e  d e l t i p o  { » — ® ) .  R e d u c ie n d o  a c o m ú n  d e n o m in a d o r :  E  =  l í m  - — -° ^
« *o x - l o g  (1 +  x)

q u e  es u n  l ím ite  del t ip o  A p l ic a n d o  la regla de L ' H o p i t a l :

1 -  —  (L'Hopital i

E  =  l í m  ------------------------— ---------—  =  Ifm  ------------ + ~ ~ '  .-----------=  l í m  1
« » o 1 - l o g  1 1  +  x )  +  x -  — L -  " "  l 1 + x ) . l o g ( l + x ) + K  " ♦ «  ,  . l o f l ( , + x )  +  ( ] + x ,  J _ + ,

1 * X  1 “4“ x
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, , 3 0 C a lc u la r  E  =  I im  ( — -  ? * )  '
K - 0  V 2  /

(U n iv .  d e  C a s tilla  -  L a  M a n c h a . 1 9 9 1 )

Es u n  l ím it e  d e l t i p o  1°°. E =  e \  s iendo \  =  l í m  (  ^ -------- ^---------1 V  —  =  I im  — --------- —
«* o  V 2 / x  . - o  2 x

q u e  e s « n  l ím it e  del t i p o  ^  • A p l i c a n d o  la regla  d e  L H o p i t a l :

x =  |i m  3 '  log 3 * 2 *  log 2  =  3° l og 3 - 2 °  log 2  =  log 3  -  log 2  =  l og ( 3 - 2 )  =  |og 

« *o 2  2  2  2

i

E  =  e¡°B e 2 _  6 ? = r 7 =

, , 3 3
3

C a lc u la r  E  =  I im  ( c o s 2 x ) * ‘

t U m v . d e  C a s t i l l a d a  M a n c h a , 1 9 9 1 )' 

(U n iv .  d e  L e ó n I

Es u n  l ím it e  d e l t i p o  1 * :  E  =  e \  s ie n d o  X =  l í m  (eos  2 x  —  I ) • —  =  3 * I im  \L- ------ -
• * o  ^2  «  ’ O

qu e  es u n  l ím it e  d e l t i p o  .  A p l ic a n d o  la regla d e  L  H o p ita l

X =  3 - l l m  =  - 6 . l í m  =  - 6 - 1  = - 6  = >  E =  e 6
. - O  2  x « ” o (2 x )

12.38 C a lc u l a r  E  =  l ím  x
t o n  •

(U n iv .  d e  S e v illa }

Es u n  l ím ite  del t i p o  0 " .

L a  e x p re s ió n  x ‘ " ’ ‘ s o la m e n te  esta d e f in id a  para x >  0 .  luego en el c á lc u lo  d e l l ím ite  considerare 

m o s  q u e  x  —  0  s ie n d o  x > 0 .

□  8 - l o a  A  I f m  I w n  .  ■ l o g  « )  x

D e  la igualdad A  =  e  :  E = í e ) * ’ ° =  e

s iendo X =  l í m  I s e n x - l o g x )  =  l ím  ^  X .  q u e  es u n  l ím ite  del t i p o  ^  •
«•o « . o  1 ®

sen x

A p l ic a n d o  la regla  de L ’ H o p it a l :  

l

\  =  K m  _ í  K m  . =  K m  S L Í . ||m  - 5 £ L Í _  = 1 - 0  =  0  = >  E  =  e° - 0
**° -  eos X « - o  —  X - eos X « * o  X . . O  -  eos X

sen2 x
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(U n iv .  d e  L a  L a g u n a -T e n e r if e )
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E s  u n  l ím ite  d e l t i p o  0 o .

C o n s id e r a n d o  la  igualdad A 8 =  e B '°', A :  E =  l í m  e 'l - ,09’í n * =  eX .  X  =  l í m  x - l o g s e n x
■ - O  X*0

Este ú lt im o  l ím ite ,  e s cr ib ié n d o lo  d e  la f o rm a  X =  l í m  lo g  ” n  x  es del t i p o  ^  A p l ic a n d o  la
X - O  1 50

regla  d e  L ' H o p i t a l :
eos x

X =  l í m  — *  =  l í m  ( -  eos x )  • - 5 —  • x 
x - o  _  i  x —o sen x

y  c o m o  el l ím ite  de un p r o d u c t o  es el p r o d u c t o  d e  los lím ites :

X =  l í m  < -  eos x M í m  — - —  - l í m  x =  ( - 1 )  - 1 0  = 0 .  d e  d o n d e :  E  =  e° =  ¡ T i
x * 0  x - o  sen x  x - o

12..40  C a lc u la r  E  = k c*r
( U n iv . d e  S a la m a n c a )

Es un l ím ite  d e l t ip o  co° .
i

B  B  • l o o  A  t O . - W g - y

A  =  e = >  E  =  l í m  e * =  e
x - o

siendo X =  l í m  tg x  • log =  l í m  tg  x  • (log 1 -  2  log x )  -  l í m  tg x ( — 2  log x )  -  l í m  log x
x - o  x  x - o  x - o  x - o

q u e  es u n  l ím it e  d e l t i p o  22 _ A p l ic a n d o  la regla  d e  L ' H o p i t a l :  X

- 2
2  tg  x  2  tg X

X =  l í m   x =  l í m  —  --------- • . tg x  =  l í m  — -------------  l í m  . l í m  tg x =
- ( 1  +  t g 2 x )  - 0 1 + t g 2 x  x  x *° 1 +  tg 2 x *“ ° x

t g 2 x

í + 0  •1 0  =  0  = >  E  = - m

12.41 D a d a  a f u n c i ó n  f ( x )  = ’  r - L  »  x * iK - i  l o g  x

1 $j x  =  1

x =  1.
(U n iv .  d e  C ó r d o b a )

L a  f u n c ió n  será c o n t in u a  e n  el p u n t o  x  =  1 si se verif ican  las igualdades:

l í m  f (1 - h )  =  l ím  f (1  +  h| =  f { 1 )
h » o  h - o

h > o  h > o
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l i m  f (1
n - o
ri>o

- h )  =  l i m  I   ---------------------------1-----------\  =  l í m  I  — —  -  ---------------------- )  -
n - o  \ ( j _ h ) - 1  l o g ( l - h ) '  " - o  \ - h  l o g ( l - h ) '
n > o  -

.  1¡m l o g ( 1 - h |  +  h  , 0

h - o  —  h  l o g (1 —  h)

h > o  

IL'HoDltél» 

—  h  1 0  '  n * o

1
+  1

^  n > o  -  1 - l o g  (1 — h j - h -  1

=  l í m - h
<L ‘MoptUl I

l im

1 - h  

-  1
n . 0 —  (1 —  h )  lo g  (1 —  h )  + h  n - o  . . . .  M  . .  , ,  . .  -  1 . . 
h > o  h > o  ~  1-  '  l lo g  (1 -  h )  -  (1 - h )  - — -  + 1

1 —  h

0 + 1 + 1  2
la f u n c ió n  n o  es c o n t in u a  en x =  1 .

D a d a  la  f u n c i ó n  f ( x )  =

- e ' - x
5Í X  »  0  

si X  =  0

C a l c u l a r  los valores d e  X y  A  p a r a  q u e  f { x )  sea c o n t in u a  en x  =  0 .

(U n iv .  d e  C ó r d o b a !

L a  f u n c i ó n  será c o n t in u a  en x  =  0  si e x iste  l í m  f ( x )  y  este l ím ite  es igual a f ( 0 l  =  A .

E l  l í m  f ( x )  es d e l t i p o  A p l i c a n d o  L ' H o p i t a l :
«•O 0

„ n ,  f ( x )  =  K m  =  „ m  X e ^ - e * -  1
X-O 2 x

-  si \  *  2  : el n u m e r a d o r  t ie n d e  a u n  n ú m e r o  f in ito  y  el d e n o m i n a d o r  t ie n d e  a 0 .  el l ím it e  será

in f in ito .
' L ' M o p i l M I

- s i  X =  2 :  l í m  f ( x )  =  l í m  2 e ? , - e x - 1  =  |fm 4 e 2 ' - e ‘  =  4 - J  =  3
« - o  x - o  2  x x - o  2  2  2

L a  f u n c i ó n  es c o n t in u a  si X =  2

1 2 4 3

O b t e n e r  los tres p r i m e r o s  t é r m in o s  d e l d e s a rro l lo  d e  T a y l o r .  p a r a  x  =  j .  de

L a  f o r m a  d e  la f ó r m u l a  d e  T a y l o r  q u e  se ha d e  a p l ic a r  es:

f ' í £ )  r t * )  f " ' í £ + 0 < x - £ > )
f l x )  = f , | , + _ J - ( x _ | )  +  _ 2 - ( x _ I . | 2  + --------------2 _ _ --------------- ? — ( X  -  | , 3  .  0 < f l < 1

f ( x )  =  x c o s x  f  { — )  =  - - 0 = 0

f ' ( x )  =  1 • eos x  +  x  ( —  sen x )  =  eos x —  x  sen x n  „  n

f ” ( x )  =  -  sen x  —  1 • sen x —  x eos x =  -  2  sen x  -  x eos x =  ® ”  ñ ** =  —  ?

f ' ” ( x )  =  —  2  eos x —  eos x +  x s e n x  =  - 3  eos x +  x sen x
2  2 

f " ( | ) =  - 2 - 1  -  | . 0  -  - 2
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n

x - c o s x  =  0  +  — ? - ( x - £ ) +  ^ < x - | )  +

- 3 c o s [ |  +  » ( x - | ) |  +  [ | + a ( x - |

s

s e n [ £  +  0 ( x - 5 ) )  ,

— S  2 _ . x - f » 3

C a lc u la r  lo s  c u a tr o  p r im e ro s  té rm in o s  d e l d e s a rro llo  e n  p o te n c ia s  d e  x  d e

( U n i v .  d e  M a d r i d )

f  f X ) = (1 +  x ) °
1 — n

f ' ( x )  = 2 ( 1 + x )  "
n

1— 2n

f " ( x )  = 2
• I ^ U + k I

n

n n

f " ' ( x )  = 2 1 - n  1 - 2 n
(1 + x )

n n  n

f , 4 <x )  = 2 1 - n  1 - 2 n 1 —  3 n

n n  n n

K 3 "
n

1 - 4 n

f  ( 0 )  =  1

f ' ( 0 )  =
n

f " ( 0 )  =    -

f " * ( 0 )  =  (1 - n )  ( 1  -  2  n)

t — 4n
O

1 - 4 .
f ( x ) =  1 +  1 x + 1 - x 2 +  ( i z i l l l l z 2 n , x 3 +  (1. - _n ) ( 1 - 2 n ) j 1 - 3 _n ) ( i  +  Q x — x 4  | 0 < f l < 1 )

n  2 ! n 2 3 l n * 4 !  n

2 .4 5  H a lla r  e l p r im e r  té r m in o  n o  n u lo  d e l d e s a rro llo  d e  T a y lo r  en e l o rig e n  d e  la fu n c ió n  f

f ( x )  =  tg  x  — sen x

U t i l iz a n d o  los c á lcu lo s  re a liz a d o s , d e te rm in a r  e l c o m p o r ta m ie n to  d e  la fu n c ió n  f  e n  u n  e n to rn o  del

( U n i v .  d e  C a n ta b r ia )

f ( x )  = t g x —  sen x f ( 0 )  = □

f ' ( x )  = (1 +  t g2 x )  -  e o s  x f ' ( 0 )  = 0

f ” ( x )  = 2  tg  x  (1  +  tg2 x )  +  sen x  =  2 t g  x  +  2  tg 3 x  4 - sen x f * ' (0 )  = 0

f - ( x )  = 2 ( 1  + t g 2 x )  +  6  tg 2 x  (1 + t g 2 x )  +  eos x f ' (  0 )  = 3

f ( x ,  =  f ( 0 )  +  m  x  +  o o >  X 2 +  O 0 I  X 3 + . . .  B  1 X 3 + . . .  = 1  X 3 +  -
2

El c o m p o r t a m i e n t o  d e  la  f u n c i ó n  f  en u n  e n t o r n o  d e  0  es e l m i s m o  q u e  el d e  la f u n c i ó n  g  d e f i n i d a  

p o r  9 ( x )  =  j x 3 : g ( 0 )  =  0  .  g ' ( x )  = | x 2 >  0  . g " ( x )  =  3 x  . g ' " ( x )  =  3  = >  l a  f u n c i ó n  es c r e c ie n t e  en el 

o r ig e n  y  t ie n e  en este p u n t o  u n  p u n t o  d e  i n f l e x i ó n  c o n  t a n g e n te  h o r i z o n t a l .
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M e d i a n t e  u n  d e s a r r o l lo  d e  T a y l o r  d e  te r c e r  g r a d o  p a r a  la  f u n c i ó n

( U h t f  de Murcia)

T E O R E M A S  D E  R O L L E .  V A L O R  M E D I O  Y  D E  C A U C H Y .  R E G L A  D E  L ’ H O P I T A L .  F O R M U L A  D E  T A Y L O R  3 3 3

E m p l e a r e m o s  la  f ó r m u l a :

f ( x )  „  f ( O I + m  x  +  +  g ° i  x * +  « * .  s ¡e n d 0  „  <  • <  i .

f ( x )  =  a re  tg  tg x

1f í x )  = =  (1 +  x 2 )
- 1

, - 2

1 + X

f l x )  =  ( - 1 )  (1 +  x 2 ) ~ ' - 2 x

f ' " { x )  =  (— 1 ) < — 2 )  (1 + x 2 ) - 3 * ( 2 x » 2 +  ( - 1 )  (1 +  x 2 f 2 - 2 

f “* ( x )  =  ( _ ! ) < — 2 ) < — 3 X 1  +  x 2 ) ~ 4 ( 2 x ) 3 +  ( - 1 K - 2 K 1  + x ? r 3 - 2 ( 2 x ) - 2  +  ( - 1 )  (— 2 )  (1 +  x ? r 3- 2 x - 2  =

f 10)  =  0  

f ' ( 0 )  =  1

f * ' (0  =  o  

f * ( 0 ) =  - 2

- 4 8 x 3 +  2 4  x —  2 4 x 3 +  2 4 x

( 1 + x 2 )4 ( 1 + x 2) 3 d + x 2 , «
f , 4 ( 0 x )  =

- 2 4 ( 0 x r + 2 4 ( 0 x )  

f 1 +  { 0 x ) 2 |4

de d o n d e :
=  0 +  l? xl-  x -  =K x l  =  a r e  tg  x  =  0 +  —  x 3

—  i *
( 0 x |  4  ( 0 x 1  

f 1 +  < 0 x ) 2 ]4

4  I | 1 + ( 0 x ) 2 |4 

x 4 . ( 0  <  0  <  1 )

h a c ie n d o  a r e  tg  x  =  x -  1  x 3 . se t iene  q u e  a re  tg  0 ' 1  =  0  1 —  1  ( 0  1 ) 3 =  0  1 -  ^

=  0 1  -  O '  0 0 0 3 3 3  =  0 0 9 9 6 6 7

- ( 0 - O ' 1 ) 3 +  ( 0  0 ’ 1
c o n  u n  e r r o r  e igual a e = ( O ' l ) 4  -  Q ' í  g - ° , 0 0 1 f  . 0  0 0 0 1  

n  +  ( 0 o i ) 2 i  d + o ' 0 1 - 0 2 )

y  c o n s id e r a n d o  q u e  u n a  f r a c c ió n  a u m e n t a  su v a lo r  si se s u s t i t u y e  el n u m e r a d o r  p o r  u n a  c a n t id a d  m a y o r ,  

o  b ie n  se s u t i t u y e  e l  d e n o m i n a d o r  p o r  u n a  c a n t id a d  m e n o r :

£ <
O ' l  -0

(1 + 0'01 0 2 \ 4
00001 < 0 ’ 1

M + 0 ' 0 1 - 0 2 ) 4

0  0 0 0 1  <
0 ' 1

(1 + 0 0 1 - o 2 )4

0 0 0 0 1  <  —  0  0 0 0 1  =  

I 4

= 000001

E l  e r r o r  c o m e t i d o  al h a c e r  a r e  tg 0 '1  =  0  0 9 9 6 6 7  es m e n o r  q u e  0  0 0 0 0 1 .

Se ha s u s t i t u id o  el n u m e r a d o r  d e  la e x p r e s ió n  q u e  n o s  d a  el e r r o r  p o r  0 1  0  >  0 '1  0  -  0  0 0 1  O 3 .

2 \*
d e s p u é s  0*1- 0 p o r  O ' l  • 1.  p u e s  al ser O < 0 <  1 : 0 * 1 - 0  <  O ' M  = 0 ' 1 .  y  el d e n o m i n a d o r  ( 1 + 0 0 1 - 0  ) 

p o r  ( 1 + 0 * 0 1 - O2 ) 4 p u e s  O < 0 < 1  i m p l ic a  q u e  (1 +  0 0 1  - 0 2 ) 4 >  (1 + 0 ' 0 1  - O 2 » 4 =  1
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D a d a  la  fu n c ió n f ( x )
V I  4-

1
se p i d e :  1 ? )  S u  p o l i n o m i o  d e  M a c - L a u r i n  de g r a d o  3.

2?) U s a r  el a n te r io r  p o l i n o m i o  para c a lcu la r  d e  m o d o  a p r o x i m a d o  el v a lo r  d e  — f r z r
v  r i

3 ? )  ¿ Q u é  se p u e d e  decir  so b re  el e rror  c o m e t i d o  e n  la  ú l t i m a  a p r o x im a c ió n ?

(U n iv .  d e  Isla s Ba leares/

IV) E m p l e a r e m o s  la f ó r m u la  de M a c - L a u r i n .  de g ra d o  3  y  c o n  el t é r m i n o  c o m p le m e n t a r io :

'm  =  f ( 0 ) +  m  x +  m  x > +  q o ,  x 3 +  i ^ x »  x 4  < s ie n d o  0 <  0  < ,

f <x) =  (1 +  x )

- I

f ( x )  =  _ 2 . ( 1 + x )  2 =  -  1  {1 + x )

- 3 - i

f l x i  =  ( - i ) ( - | ) n + * >  2

f ( 0 )  =  (1 4 - 0 )  =  1

f ’ IO )  =  - 1 ( 1 + 0 )  7 =  - \

_  5

f ” ( 0 )  =  | ( 1 + 0 )  2 =  |

f "  ( 0 )  =  (1 +  0 )  2 =  - ~
o  8

f « ( 0 x ) = M n + í ) x J

1 + d x ) '

1 15

f ( x )  = — 1-----------  =  1 4  — x  4-  —  x 2 +

n/1 +  x  1 !  2 !  3
x 3 +  1 —  — ----------¡: x . s ie n d o  0  <  0  <  1 .

4 !  16 ®
(1 4- 0 x ) 2

Su p o l in o m i o  de g ra d o  3  es:

2 o ) H a c ie n d o  en la ú l t im a  e x p re s ió n  x =  0 . 1 :

_ ^ =  =  1 ' o . 1 +  | i o . i ) 2 _  ^ i o d 3 =  , _ M  + 2 . 0 . 0 1 - ^  0 .0 0 1  =
v i  + 0 , 1  2  8  1 6  2  8  16

=  1 - 0 . 0 5  4 - 0 .0 0 3 7 5  -  0 . 0 0 0 3 1 2 5  =  0 . 9 5 3 4 3 7 5

3 ? )  El e rror  c o m e t i d o  en la an te r io r  a p r o x im a c ió n  es:

e = _ L  A05
4 !  16

1
-g- (0 ,  !  >4 =  0  0 0 0 1

1 2 8  ¡  
( 14-  0 - 0 . 1 )  (1 4 - 0 .  1 -O )7

0 <  0  <  1.

O < 0 < 1  = >  1 + 0 , 1 0  >  1 4-0,1 0  = 1 . al sustitu ir  en el d e n o m in a d o r  de la ex p re sió n  de e , 

1 4 - 0 ,1  0  p o r  1. h a re m o s  el d o n o m in a d o r  más p e q u e ñ o  y  el q u e b r a d o  a u m e n t a ,  o  sea q u e :

.  3 5  0 .0 0 0 1  35
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1 2 .4 8 J u s t i f i c a r  la  r e l a c i ó n :  V i  +  x  1 +  ^
2 8

p a r a  x  G  | —  1 ,  1 [ .  (> *  s ig n if ica  a p r o x i m a d a m e n t e  ig u a l )

C a l c u l a r  v f l 7 5  c o n  a y u d a  d e  esta a p r o x i m a c i ó n  y  e s t im a r  el e r r o r  c o m e t i d o .

( U n iv .  d e  M u r c ia ,  1 9 9 1 )

A p l i q u e m o s  la f ó r m u l a  d e  M a c - L a u r i n  a la f u n c i ó n  f : | —  1. 1 1 —  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  s / T + x  =

(1  +  x ) 2 :

f ( x )  =  f ( 0 ) +  f ' ( 0 ) -  x  +  x 2 +  r ' ( f  x )  x 3 . s ie n d o  O < 0 <  1
Z  : O !

1 - 1 _  l

<x) =  1  d  + X ) 2 =  ^  n  +  x )  2

- i - i

( X )  =  i  ( - i )  ( 1 + x )  2 =  —  “ ( 1 + x )
2  2  4

_ 3 _ ,  _  5

,(x)  = - l ( - | ) ( i  +  x )  2 =  |  n  +  x)  2 =  |  — ^ — 5

( 1 + X ) 2

f ( 0 )  =  1 

f ' ( 0 )  =  I

f " ( 0 >  =  - j  
4

f ( x )  =  V T + x  =  1 +  1  x  -  ¿  x 2 +  1  
2  o  6

I 1 + 0 x )  

2
e s c i n d ie n d o  d e l t é r m i n o  c o m p l e m e n t a r i o :  \ / l  +  x  =: 1 +  —

2  8

(0  <  0  <  1)

Si h a c e m o s  x  =  0 .  5 :  > / í  + 0 , 5  =  \ ^ 5  *  1 +  ^  =  1 +  0 - 2 5  -  ^  =
2  8 8

=  1 +  0 , 2 5  —  0 , 0 3 1 2 5  = 1 , 2 1 8 7 5

El e r r o r  c o m e t i d o  e s  igual al t é r m i n o  c o m p l e m e n t a r i o ,  d e l  q u e  h e m o s  p r e s c i n d i d o  al h a l la r  la  e q u i  

v a le n c ia ,  h a c i e n d o  x  =  0 . 5 :

o  <  o  <  1

Si h a c e m o s  0  =  0  e n  esta e x p r e s ió n :

£ <  ± ! 0 ¡1 L 3  =  o j ^  =  0  0 0 7 8  <  0 0 0 8  

1 6  1 16

E n c o n t r a r  los m á x i m o s  y  m í n i m o s  re la t iv o s  (si es q u e  t ie n e )  de

f  ( x )  =  x +  í -  
x

(U n iv . d e  B a rce lo na í
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L a  f u n c ió n  n o  está d e f in id a  para x  =  0 .

f * ( x )  =  1 + =  1 -  2 -  ;  f ' ( x )  =  0  = >  1 -  —  =  0 .  =  x 3 — 2  = 0 , x = v T

f ” <x) = ----------    =  —  ; f "  (  v 3 V  =  — 2 _ _  >  0  = >  la fu n c ió n  t iene  un m í n i m o  re lativo

x 6 x 4 ( 3/2 l 4

3  3  1
en x  =  \ Í 2  igual a J 2  +  j —

\ 4

’ 2

5 0  H a l la r  los m á x i m o s  y  m í n i m o s  d e  la  f u n c i ó n  f :  R  —  R  d e f in id a  p o r

f  ( x )  =  x4 — 2 x 7

(U n iv .  d e  V a le n cia , 1 9 9 1 )
(U n iv .  de  C a s tilla  - L a  M a n c h a )

f ' í x )  =  4 x 3 —  4 x ; f " l x l  =  1 2 x ? -  4

f’ ( x )  = 0  = >  4 x 3 -  4 x  =  0  ; 4 x ( x 2 -  1)  =  0
x = 0

x 2 -  1 =  0  ;  x  =  1 .  x  =

f "  <01 =  —  4  <  0  = >  e n  x =  0  la fu n c ió n  tiene u n  m á x i m o  igual a f ( 0 )  =  0

C ( 1 1  =  12 —  4  =  8  >  0  = >  e n  x =  I  la  fu n c ió n  tiene u n  m í n i m o  igual a f  < 1) =

f " ( - l ) =  12 -  4  =  8  >  0  = >  e n  x =  -  1 la f u n c ió n  tiene u n  m í n i m o  igual a f < —  1)

-  1

-  1

=  - 1

■
H a lla r  los m á x i m o s  y  m ín im o s  relativo s d e  la  f u n c ió n  f:  R  —  R  d e f in id a  p o r

3 . k 2.|

(U n iv .  d e  S a n tia g o )

*3 . * 2.  i
f* ( x )  =  e* ”  ’  ( 3 x 2 +  2 x )  ; f ' ( x )  =  0  = >  3 x 2 + 2 x  =  0

x ,  =  0

* 2 =  ~ 3

f ' í x )  =  e * 3,1,2 ’ 1 ( 3 x 2 +  2 x ) 2 +  e "  J  1 < 6 x + 2 )  =  e ' J ' * 2 ' 1 ( < 3 x 2 +  2 x ) 2 +  ( 6 x  +  2 ) )  

f "  (0 )  =  e • 2  >  0  = >  para x =  0  h a y  u n  m í n i m o  f  ( 0 )  =  e

31 3}

f " ( -  | ) =  e 2 ? ( - 2 K  0  = >  para x  =  - |  h a y  un m á x i m o :  f  ( -  |  )  =  ’

3  2 3 . . 2 .

. 5 2  D e c ir  si la  gráfica d e  la  f u n c ió n  f ( x )  =  x 4 e‘  pre senta  m á x i m o ,  m í n i m o  o  p u n t o  de

f < x )  =  x V  = >  f ' ( x> =  4 x V  +  x V  =  ( 4 x 3 +  x 4 ) e “ ;  f ’ (0 | =  0
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f " ( x )  =  ( 1 2 x 2 +  4 x 3 ) e *  +  ( 4 x 3 + x 4 ) e *  =  ( 1 2 x 2 +  8 x 3 + x 4 ) e *  ;  f " ( 0 )  =  0

f " ' ( x )  =  ( 2 4 x -f  2 4 x 2 +  4 x 3 ) e *  +  ( 1 2 x 2 +  8 x 3 +  x 4 ) e* =  ( 2 4  x  +  3 6 x 2 +  1 2 x 3 + x 4 ) e K ; f ' " ( 0 ) = 0

f , 4 ( x ) =  ( 2 4  +  7 2 x  +  3 6 x 2 +  4 x 3 ) e * +  ( 2 4 x  +  3 6 x 2 +  1 2 x 3 + x 4 ) e* ;  f , 4 { 0 ) = 2 4 > 0

la p r i m e r a  d e r iv a d a  n o  n u la  p a r a  x =  0  e s  d e  o r d e n  p a r  y  p o s it iv a ,  la f u n c i ó n  t iene u n  m í n i m o  para 

x =  0 .

1 2 5 3

E s t u d i a r  los m á x i m o s  y  m í n i m o s  d e  la  f u n c i ó n  f : R  -  R  d e f i n i d a  p o r

f ( x )  =  ( x 3 - 4 x 2 +  7 x  — 6 ) e *
( U n i v .  d e  M a d r id )

f ' ( x )  «  ( 3 x 2 — 8 x  +  7 ) e *  +  ( x 3 - 4 x 2 +  7 x - 6 ) e *  =  ( x 3- x 2 - x  +  1 ) e *

x3  -  x 2 -  x  + 1 = 0
f ' ( x )  =  0  = >  ( x 3- x 2- x  +  1 ) e *  =  0

e ‘  =  0

L a  s u m a  d e  los c o e f ic ie n t e s  d e  la e c u a c ió n  x 3 —  x 2 —  x  +  1 =  0  es igual a 0 ,  lu e g o  x , =  1 es 

ra íz .  R e b a j a n d o  d e  g r a d o  p o r  R u f i n i :

1

1 - 1 - 1 1

1 0 - 1 = >  x 2 —  1 = 0  = >  x 2 =  1, x 3  =  —  1

1 0 - 1 LO

f ( 1 )  =  (1 - 4  +  7 - 6 ) e ’  =  —  2e f ( - 1 )  =  ( —  1 — 4  —  7  —  6 ) e  =
-  18

L a  e c u a c ió n  e * =  0  n o  t ie n e  raices. p u e s  u n a  f u n c i ó n  e x p o n e n c ia l  s ie m p r e  es m a y o r  q u e  c e r o .  

f " ( x )  =  ( 3 x 2 —  2 x  —  1 ) e *  +  ( x 3—  x 2—  x  +  D e -  =  ( x 3 +  2 x 2 -  3 x ) e *  

f " ( -  1 )  =  ( -  1 +  2  +  3 ) e - ’  = - | -  >  0  = >  f  t ie n e  u n  m í n i m o  e n  x  =  - 1 .

f " ( 1 )  =  (1 +  2 -  3 ) e  =  0  ; h a y  q u e  h a l la r  f " ' ( 1 )  

f ' " ( x )  =  ( 3 x 2 +  4 x  —  3 ) e x +  ( x 3 +  2 x 2 —  3 x ) e x =  ( x 3 +  5 x 2 +  x  -  3 ) 6 "

V "  ( 1 )  =  4 e  >  0  = >  f  t ie n e  u n  p u n t o  d e  in f le x ió n , c o n  ta n g e n te  h o r iz o n t a l  e n  x  =  1.

a )  C o m p r o b a r  q u e  la  f u n c i ó n  f  d e f i n i d a  p o r

x 2 -  x  -  6
f ( x )  =

si x <  2

2 x  +  3 x  —  2 6  si  x  >  2

. . .c o n t i n u a  e n  el in t e r v a l o  [ — 3 ,  3 ]  y  e n c o n t r a r  los va lo r e s  m á x i m o  y  m í n i m o  e n  d i c h o  in t e r v a l o  

b) P r o b a r  q u e  la e c u a c ió n  f ( x )  =  0  t ie n e  e x a c t a m e n t e  u n a  s o l u c ió n  e n  el in t e r v a l o  a b i e r t o

(U n iv .  d e  S a la m a n c a )
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L a s fu n c io n e s  p o l in ó m ic a s  son c o n t in u a s  y  d e r iva b le s . C o m o  las d o s  f o rm a s  de la f u n c i ó n  d a d a  son 

p o l in ó m ic a s .  s ó lo  existe d u d a  d e  su c o n t in u i d a d  e n  x  =  2 .  p u n t o  d o n d e  c a m b ia  d e  f o r m a .

l ím  f ( 2  — h )  =  l í m  f ( 2 — h ) 2 —  (2 —  h> —  6 ]  =  — 4
i»*o h»o
K>0 h > 0

I i m f <2 +• h )  =  l í m  [ 2  ( 2  +  h } 3 +  3 ( 2  +  h )  -  2 6 1 =  -  4 
n -o  h ' o

n >  o  « < > 0

f <2> =  2 2 -  2  —  6  =  - 4

la f u n c i ó n  es c o n t in u a  en x =  2.

E n  f —  3, 2  f : f ( x )  =  2 x  -  1 . y e n | 2 . 3 | :  f ' ( x )  =  6 x 2 +  3 .

I im  f ' ( 2  —  h )  =  l í m  12  ( 2  —  h )  —  1 1 =  3
h » o  h * o

h >o n>o

lím f ' ( 2  +  h )  =  l í m  [ 6 ( 2  +  h ) 2 +  3 ]  =  2 7
I»«o *o

h > o  f! > 0

n o  e x iste  f ' ( 2)

de d o n d e :

2 x  -  1 si —  3  <  x <  2 2 si -  3  < x  <  2

f’ ( x )  = 6 x 2 +  3 si 2 <  x  < 3 = >  f " ( x )  = 1 2 x si 2 <  x  < 3

n o  existe si x =  2 n o  existe si x  =  2

Só lo el valor x =  ^  a n u la  a  f ' ( x » .  y  c o m o  f " ( ^ )  =  2  >  0 .  existe u n  m í n i m o  en x  =  ^  igual a

E n  el in te rva lo
l - M

la f u n c ió n  es d e c re c ie n te ,  y a  q u e  f ( x )  <  0  en d i c h o  in te rva lo .P a ra  x =  - 3 .

la f u n c i ó n  t iene  u n  m á x i m o  igual a f ( -  3 )  -  3 2 —  ( -  3 )  -  6  =  6 .

T a n t o  en el in te rva lo  ^  . 2 Í  c o m o  en el | 2 ,  3  ( . f ' ( x )  es p o s it iv a ,  la  f u n c i ó n  es creciente, lo q u e

n o s  d ice  q u e  en x =  3 . la  f u n c i ó n  t iene  u n  m á x i m o  igual a f ( 3 )  =  2 - 3 3 +  3 - 3  -  2 6  =  37.

R e s u m e n :  E n  e l  p u n t o  (  ^ .  -  2 5  )  ¡a  f u n c ió n  tie n e  u n  m í n i m o  a b s o lu to , e n  (3 .  3 7 )  u n  m á x im o  a b s o lu 

t o , y  e n  f — 3 , 6 )  u n  m á x im o  re la tivo .

b )  f ( — 3 )  =  6 . f ( 0 )  =  — 6 ,  y  c o m o  e n  [ - 3 ,  0 |  la f u n c i ó n  es c o n t in u a ,  según el te o r e m a  d e  B o lz a n o ,  

la e c u a c ió n  f ( x )  =  0  t ie n e  al m e n o s  u n a  ra íz  en el in te rv a lo  ] - 3 .  0 ( .  Pero  c o m o  e n  d i c h o  in te rva lo  f ' ( x )  

es negativa, la f u n c i ó n  es d e c re c ie n te ,  lo  q u e  im p l ic a  q u e  la e c u a c ió n  f ( x ) =  0  sólo  t iene  u n a  r a í z  e n  el 

in te rv a lo  |— 3 ,  0 | .

! . 5 5  S e  desa c o n s t r u i r  u n a  la ta  d e  con servas  en f o r m a  d e  c i l i n d r o  c i rc u la r  r e c t o  d e  área to ta l  1 5 0

: y  su ra d io .
(U n iv .  d e  S a la m a n c a )

Sea x  el r a d io  d e  la  b a s e , e y  la a ltu ra  d e l c i l in d ro .

El área total es igual al área lateral ( 2  7 r x y )  más e l área d e  las d o s  bases ( 2 - f f x 2 ) :

2 j t x  y  +  2  ?rx2 =  1 5 0  (1 )
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E l  v o lu m e n  d e l c i l in d r o  es igual al área de la base, 

* x 2 ,  p o r  la altua, y :

D e  (1

V  =  ir x y  

75 -  ir x 2

(2 )

V  =
ir x

l levando este v a lo r  a { 2 ) :

=  7 5  x  -  t r x ' V ’ =  75 —  3 »  x2 ;  V ’ =  0  = >  7 5 - 3 r r x 2 =  0 ;
jr x

x =  =s ! 2 . 8 2  c rrs .  
V *

5 . 6 5  cms.

V ”  =  — 6  ir x V ”  — 1 <  0

=  7 5  —  ir ( 2 ’8 2  )‘  _

i r - 2 ’82

los valores hallados c o rre sp o n d e n  a u n  m á x im o .

12.56 D em o stra r q u e  la ecuación
x  =  x  san x  +  cos x

dos raices.
(U n iv .  d e  V a l la d o  lid  I

Co n s id e re m o s la f u n c ió n  f  d e f in id a  p o r  f (x )  =  x 2 -  x  sen x -  eos x

C o m o  las fu n c io n e s :  p o l in ó m ic a .  x — sen x  y  x—  cos x son c o n t in ua s  y  d e r iva b le s e n  R . l a

u n c ió n  f  será co n tin u a  y  derivable en t o d o  intervalo d e  R

f  *(x)  =  2 x -  1 sen x — x eos x - l - s e n x »  =  x < 2 - c o s x )  ; f ’ <x) = 0  = >  x ! 2 - c o s  x )  =  0  = >

x =  0

2  -  eos x =  0 ,  n o  tiene s o lu c ió n ,  pues al ser -  1 <  eos x <  1 . 2  -  eos x  >  0

f ( x )  =  1 * (2  —  eos x )  +  x  ■ sen x =  2  —  eos x +  x  sen x r >  f  " ( 0 )  = 2 - 1  =  1 >  0  = >

la f u n c ió n  f  tiene un m ín im o  para x  =  0 .  igual a f ( 0 )  =  -  1 .

C o m o  2  -  cos x >  0  para t o d o  valor real d e  x , f ’ ( x )  =  x ( 2  -  cos x l  tiene el m is m o  signo de x.

El c u a d ro  d e  variación de la f u n c ió n  f  se rá :

Este c u a d ro  nos indica q u e  la ecu a c ió n  f <x) =  0  

tiene u n a  sola raíz  en el intervalo  | -  ®  0 1  y  otra  

en el intervalo  [ 0 .  +  ®  | . lo  q u e  equivale  a d e  • 

cir q u e  la ecu a c ió n  d e l e n u n c ia d o  t iene  exacta - 

m e n te  d o s  raices.

X — co 0 + CO

f '  ( X ) - 0  +

f  ( x ) — en \ - 1  /» +  ®

C alcu lar la  ecuación  d e  la tan g en te  a la  curva

y  =  2X3 -  6 x 2 +  4  
d e  in fle x ió n .

f U n h .  de  Sant  
f  U n iv . de  S e villa )
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El valor d e  la ab scisadel p u n t o  de in f le x ió n  es el q u e  anula  la segunda d e r iv a d a  (y  n o  anula  la t e r 

cera d e r iva d a ) :

y* =  6 x 2 —  12  x ; y ”  =  12 x  —  12  ;  y " '  =  12 

y "  =  0  = >  1 2 x  -  1 2  =  0  = >  x =  1, c o m o  para x =  1, y  va le : 2 - 13 —  6 - 1 2 4- 4  = 0 ,  

el p u n t o  de in f le x ió n  es el ( 1 . 0 ) .

Para x =  1 , y ' v a l e :  6 - 1 2 - 1 2  • 1 = - 6 .  d e  d o n d e  la ecu a c ió n  d e  la tangente es

f ( x )  =  4 x 3- 2 x 2 - 1 0  = >  f ‘ ( x )  =  1 2 x 2 - 4 x  ; f " ( x ) = 2 4 x - 4 ;  f ‘ " { x ) = 2 4  

f ’ ( x )  =  0  = >  1 2 x 2 —  4 x  =  0  = >  x ,  =  0 .  x 2 =  l

f " ( 0 )  =  -  4  <  0  . la cu rva  tiene e n  el p u n t o  de abscisa 0  u n  m á x i m o  igual a f ( 0 )  =  -  10.

y  -  0  =  - 6 ( x  -  1 ) = >  y  =  - 6 x  +  6

C a lc u la r  las ecuaciones d e  las tangentes a la cu rva

y  =  4 x 3 -  2 x 2 -  10

d e  in f le x ió n  y  d e  m á x i m o  o  m í n i m o  relativo .
(U n iv .  d e  C ó r d o b a )

f “ ( x )  -  0  r >  2 4 x - 4  =  0  ; x  =  ^ ;  =  2 4  *  0 .  = >  la c u r v a  tiene u n  p u n to

6

Si existe f ’ (a ) ,  la  e c u a c ió n  d e  la tangente a  la cu rva  y  =  f ( x )  en el p u n t o  (a. f ( a ) ) es:

y  —  f  ( a )  =  f ' ( a ) - ( x  —  a)
de d o n d e :

tangente en el p u n t o  ( 0 , - 1 0 ) :  y  -  ( - 1 0 )  =  0 - ( x - 0 )  ;  y  +  10  =  0

1 271

6 '  27

I ¿ . D i J  Hallar el v a lo r  de b  y  m  p a r a  q u e  la  cu rva

y  =  x 3 +  b x 2 +  m x  +  1 

ta n g a  e n  el p u n t o  ( 0 . 1 )  u n a  in f le x ió n  y  la p e n d ie n te  d e  la  recta  ta n g e n te  valga 1 .

12.59

(U n iv . de  A lic a n te , 1991)
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y '  =  3 x 2 +  2  b x  +  m  ;  y " = 6 x  +  2 b  ;  y " ' =  6

-  la  cu rva  tiene en el p u n t o  ( 0 . 1)  u n a  in f le x ió n :  f " ( 0 )  =  0  = > 6 0  +  2 b = 0  = >  |b =  0

-  la p e n d ie n te  d e  la tangente en ( 0 . 1)  vale 1 : f ' ( 0 )  =  1 = >  1 = 3  0 2 +  2 b - 0  +  m  = >  [ m  = T I

12.60 Seo f ( x )  =  x 3 + o x 2 +  b x + 7

H a l la r  a  y  b  de m anera q u e  la  cu rva  y  =  f  ( x )  tenga para x =  1 u n a  in f le x ió n  con

(U n iv .  d e  M a d rid , 1 9 9 1 )

V  ( x )  =  3 x ? +  2 a x  +  b  ;  f” ( x )  =  6 x  +  2a ;  f " * (x )  =  6

Si la cu rva  y  =  f ( x ) tiene para x =  1 u n  p u n t o  de inflex ión , f ' d )  =  0 ;  y  si para x =  1 tiene 

u n  p u n t o  de tangente h o r iz o n t a l ,  f ' d )  =  0 .  o s e a :

6 1  + 2 a  =  0  

3 - 12 +  2 a •1 +  b  =  0

-  3

3  2 ( -  3 )  +  b  =  0  ; b  =  3

12.61 D a d a  la  curva y  =  |  4 -  lo g  ( x 2 )

a) B uscar el p u n to  M  d e  la  cu rva  en el q u e  la  tangente es paralela al eje de aoscisas.

b )  B uscar el p u n t o  de in f le x ió n  I.
c )  C a lc ula r  el área del t r iá n g u lo  q u e  tiene p o r  vórtices lo s  p u n to s  M .  I y  la  intersección

(U n iv . d e  Barcelona)

a) Si a es la abscisa del p u n t o  M .  se verificará qu e  f ( a )  =  0 .

f ' ( x )  = . = £ + - ! -  - 2 x  =  (— 2- t l ü l  ; f ’ (a )  =  0  = >  ~ 2 + 2 ?  =  0 ;  - 2 + 2 a = 0  ; a =  1 ;
x 2 x 2 x 2 a 2

f ( 1 ) =  2  +  lo g  1 2 =  2  +  0  = 2  M  es el p u n t o  ( 1 .  2 ) .

b )  f " ( x )  =  2  x2 —  ( — 2  4- 2 x )  2 x  =  4  —  2 x . f. „ ( x )  - 2  x 3 -  (4 - 2 x ) - 3 x 2 =  4 x  -  12

x4 x 3 ‘ x 6 x4

f " ( x )  =  0  = >  =  0 ;  4  —  2 x  =  0  ;  x  =  2 ;  f ( 2 )  =  |  4- lo g 2 2 =  1 + 2 l o g 2
K

f " ' ( 2 )  =  4 2 ~  12 *  0  = >  el p u n t o  I es el (2 ,  1 4 -  2  log 2 )
24

c )  -  ecuación de la tangente a la curva en el p u n to  M  I I ,  2 ) :

y - 2 =  f ' (1  ) - ( x  —  1 )  = >  y  — 2  =  0  ( x  -  1 )  ;  y - 2  =  0  ( 1 )

—  ecuación de la tangente a la curva en el p u n t o  I ( 2 . 1 4-2 log 2 ) :

y  —  (1 + 2  lo g  2 )  =  f ’ ( 2 ) • ( x  —  2 )  = >  y  -  1 -  2  log 2  =  i  (x  -  2 ) ( 2 )
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R e s o lv ie n d o  el s iste m a  f o r m a d o  p o r  las e c u a c io n e s  ( 1 )  y  ( 2 )  o b t e n d r e m o s  las c o o rd e n a d a s  del 

p u n t o  J :

y  -  2  =  0

y  —  1 —  2  lo g  2  =  j  ( x  -  2 )

y  =  2

2 - 1  - 2  lo g  2  = l ( x - 2 )  ;  x  =  4 - 4 l o g 2

el p u n t o  J  es el ( 4 - 4  lo g  2 ,  2 ) .

C o m o  el área d e l t r ia n g u lo  A B C  tal q u e  A Í X j . y , ) ,  8 ( x 2 , y 2 ),  C ( x 3 , y 3 )  es igual a :

v a lo r  a b s o lu t o  de -  
2

x ,  y ,  1

x 2 y 2 i

x 3 y 3 1

el área d e l t r iá n g u lo  M I J e s :

va lo r  a b s o lu t o  d e  —

1 2  1

2  1 + 2  lo g  2  1

4 - 4  l o g  2  2  1

x  v a lo r  a b s o lu t o  d e  ^ ( ( 1  +  2 l o g 2 + 4  +  8 - 8  l og 2 ) -  ( 4 - 4  l og 2 )  (1 +  2  l og 2 )  -  4 - 2 )  =

=  v a lo r  a b s o lu t o  d e  2 . - J 0  l o g 2 ^  8  ( . 0 , 2 !

■ Sea f :  | a , b  | R  u n a  f u n c i ó n  n  veces d e r iv a b le  tal q u e  f ,n  sea c o n t i n u a .  P r o b a r  q u e  

€  |a. b| . e n to n c e s :

E  =  l ím
( n  —  1 ) ! n  !

T
( x -

( U n iv . d e  M u r c ia )

P o r  ser la  f u n c i ó n  f n  veces d e r iv a b le ,  p o r  la f ó r m u l a  d e  T a y l o r :

f ' ( x )  f , n _ 1 ( x  J  n_ .  f ‘ " l x + 0 ( x - x  J J
f « x > - « x 0 )  +  - r f  ( x - x 0 )  +  - + — f - C x - x . f  ’  + ---------------------- —  < x - x o )  .  O < 0 < 1

de d o n d e :

f ' " l x o +  0 ( x - x o ) l  f l n ( x 0 ¡

E  =  l í m
n !

p o r  ser f <n c o n t in u a  e n  x o :

( x — x  ) r
— —  ( x - x  ) "  =  l í m  ( f ' " | x  +  0 ( x - x

X * K  '  0  °

=  f ‘"  <x0 ) -  f ,n ( x 0 ) =  O
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C A P ITU LO  13

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES 
DADAS EN FORMA EXPLICITA

R E P R E S E N T A C I O N  G R A F I C A  D E  U N A  F U N C I O N  D A D A  E N  F O R M A  E X P L I C I T A .

Para d i b u j a r  la  c u r v a  ( C )  d e  la  f u n c i ó n  f : x  - *  y  =  f ( x )  e s t u d ia r e m o s  s u c e s iv a m e n te  los s ig u ie n 

tes p u n t o s :

1?) C A M P O  D E  E X I S T E N C I A  O  C O N J U N T O  D E  D E F I N I C I O N .

E s  el s u b c o n j u n t o  D  C  R ,  f o r m a d o  p o r  los va lo r e s  reales de x p a r a  los q u e  y  es real.

cr y  =  - S i í i -  n o  está d e f i n i d a  p a r a  los va lo r e s  d e  x q u e  a n u l a n  el d e n o m i n a d o r .  
h ( x )

Sea f  la función definida por y  =  í - — -
x - 4

x2 -  4 = 0  x =  ;  2 ;  D  =  R  -  ( - 2 .  2 } ;  y  = --------’— l . ---------  -  — —  = >  la curva de f es la curva de la
| x + 2 ) ( x - 2 )  x + 2

función: R  -  { -  2 . 2  }  -*  R  definida por y  =  _ 1 —
x + 2

y  =  V g ( x )  está d e f i n i d a  s ó l a m e n t e  p a r a  los va lo r e s  d e  x  q u e  h a c e n  g ( x ) > 0 .

Sea y  = Z - x 7 - x + 2  ; - x 2 - x + 2  = 0 .  x 2 + x -  2 ;  x = ~ 1 +~ - 2  * V = V - ( x -  1) ( x + 2 )

D = í - 2 ' 1» - { x -  1) (x+2 ) ' — +

Si y  =  1 ;  D  =  J -  2 ,  1 1 X ! - 2

Z - x 7 -  x + 2

í r  y  =  lo g a g ( x )  está d e f i n i d a  s ó l a m e n t e  p a r a  los va lores d e  x q u e  h a c e n  g ( x )  >  0 .

Sea y  =  log Z - x 7 - x  +  2 ;  D  =  J - 2 ,  1 [ 

i r  y  =  ar e  sen g ( x )

*  y  =  a r e  e o s  g ( x )
está d e f i n i d a  s ó l a m e n t e  p a r a  los va lo r e s  d e  x  q u e  h a c e n  —  1 <  g ( x )  <  1.

Sea y  =  are sen ( x +  2 )  ; -  1 <  x +  2 <  1 = >  | x  +  2 <  ,  . x < _ ,  = > D  =  [ - 3 . - 1 ]

2 ° )  S I M E T R I A S  Y  P E R I O D I C I D A D

f ( — x )  =  —  f ( x )  = >  la c u r v a  es s im é t r ic a  r e s p e c to  d e l o r ig e n  d e  c o o r d e n a d a s .
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Si D  es el c o n j u n t o  de d e f i n i c i ó n ,  p a r a  e s tu d ia r  f  es s u f ic ie n te  h a c e r lo  e n  el c o n j u n t o  

E  =  D  n  [ 0 .  +  ® l . D i b u j a d a  la  c u r v a  c o r r e s p o n d i e n t e  a  E .  se d i b u j a  su s im é tr ic a  r e s p e c to  d e l  o r ig e n  de 

c o o r d e n a d a s  y  t e n d r e m o s  to d a  la  c u r v a .

Sea y  =  3 *  :  f ( - x )  =  3 * X>— -  — —   ----------------------- =  -  f ( x )  = >  la  c u r v a  es s im é t r ic a  r e s p e c t o  d e l  orí*

x 2 + 1 < - x )  +  1 x 2 + 1 x 2  +  l

ge n  d e  c o o r d e n a d a s .  S ó l o  h a y  q u e  e s t u d ia r la  e n  R  .  .

f ( - x )  =  f ( x )  = >  la  c u r v a  es s im é tr ic a  r e s p e c to  d e l e je  O Y .

3i D  es el c o n j u n t o  d e  d e f i n i c i ó n ,  basta h a c e r  el e s t u d io  en el c o n j u n t o  E  =  D n ( 0 ,  +  ® ( .

X2 —  1 ( —  x ) 2 —  1 x 2  1
S ea y  =  =— :  :  f ( — x )  =  — ----------- 1 =  i - U .  =  f (x >  = >  la  c u r v a  es s im é t r ic a  r e s p e c t o  d e l  e je  O  Y .  S ó l o  h a y

x + 1  ( - * ) 4 + 1  x 4 + 1

q u e  e s t u d ia r la  e n  R ’ .

Para  c o m p r o b a r  q u e  u n a  c u r v a  n o  t iene  s im e tr ía s  r e s p e c to  d e l  o r ig e n  n i  re s p e cto  d e l  eje O Y  (la 

f u n c i ó n  n o  es i m p a r  ni p a r ) ,  basta ver  q u e ,  s ie n d o  a  u n  p u n t o  c u a lq u ie r a  d e  D ,  se t ie n e  q u e  f ( — a )  *  f ía )  

y  f ( — a )  *  —  f í a ) .

S ea y = x 2 + 3 x :  l ( 1 ) = 4 .  f ( - l )  =  - 2  ^  la  c u r v a  n o  t ie ne s im etr ía s  r e s p e c t o  del p u n t o  ( 0 . 0 ) ,  n i  res pec to  

d e l  eje O Y .

Si la f u n c i ó n  es p e r ió d ic a ,  es d e c i r ,  si V x  €  D  e x iste  u n  n ú m e r o  real T  n o  n u l o  tal q u e :  f  ( x  +  T )  =  

=  f  ( x )  . basta e s tu d ia r  la  c u r v a  en el c o n j u n t o  E  =  D O | a .  a +  T j ,  d o n d e  a e  D ,  y  t r a s la d a n d o  la  c u r 

v a  o b t e n id a  a  los in te r v a lo s  ( a  +  k T . a  +  ( k + 1 ) T ) ,  k e Z \  t e n d r e m o s  la  c u r v a  p e d id a .

Las fu n c io n e s  x  —  sen ( a x  +  b )  y  x  —  e o s  (a  x  +  b ) .  a *  0 .  t ie n e n  p o r  p e r i o d o  T  =  , y  la

f u n c ió n  x —  tg ( a x  +  b ) . a *  0 .  t iene  p o r  p e r i o d o  T  =

S i  h  y  g  s o n  d o s  fu n c io n e s  p e r ió d ic a s  d e  p e r io d o s  re s p e c t ivo s  T ,  y  T 2 ,  la f u n c i ó n  f  =  h + g  

es u n a  f u n c i ó n  p e r ió d ic a ,  c u y o  p e r i o d o  se o b t i e n e  del s ig u ie n te  m o d o :

Se escr ibe  — I  c o m o  u n a  f r a c c ió n  i r r e d u c ib le  — :  —  =  — . T  =  a  T 2 =  b  T ,  es el p e r i o d o  d e  1.
' 2  b  T 2 ^

E l  m i s m o  m é t o d o  se s ig u e  si f =  g -  h .  E l  p e r i o d o  será T  =  a  T 2 =  b T ,  o  u n  d i v is o r  d e  T .

L a  f u n c i ó n  x  —  sen 2 x  t ie ne p o r  p e r i o d o  T j  ■  ~  =  n  y  la  f u n c i ó n  x ~  e o s  3 x  t ie ne p o r  p e r i o d o  T 2  =

L a  f u n c i ó n  x  - •  sen 2 x  +  e o s  3 x  e s  p e r ió d i c a ,  su p e r i o d o  se o b t i e n e  asi:

T i  ir 3
—  =  T ñ =  ~  = >  T  =  2 T ,  = 3 T ,  =  2 

3

A - r  • -  k u i •)
T 2 Z *  2 1 2

3 ? )  C O R T E  C O N  L O S  E J E S ,  

x  =  0  = >  y  =  f ( 0 )

y  =  0  = >  f ( x )  =  0 . las abscisas d e  los p u n t o s  d e  c o r t e  s o n  las ra ic e s  d e  esta e c u a c ió n ,  

y  =  v /g ( x ]  ; y  =  0  = >  g ( x )  =  0  I y  =  t g  g ( x ) ;  y  =  0  = >  g ( x ) = k t r

y  =  l o g g ( x ) ;  y  =  0  = >  g ( x )  =  1

y  =  s e n g ( x ) ;  y  =  0  = >  g ( x )  =  k ; r

y  =  c o s g ( x ) ;  y  =  0  = >  g ( x )  =  2 k  n t ?

y  =  a re  sen g ( x ) ;  y  =  0  z >  g ( x )  =  0

y  =  á r c e o s g ( x ) ,  y  =  0  = >  g ( x )  =  1

y  =  are  t g g ( x ) ,  y  =  0  = >  g ( x )  =  0
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4 ? )  A S I N T O T A S .

Se d ic e  q u e  u n a  c u r v a  t iene  ra m a s  in f in it a s  si e x is te n  p u n t o s  d e  la c u r v a  c u y a  d is ta n c ia a l  o r ig e n  de 

c o o rd e n a d a s  es m a y o r  q u e  c u a lq u ie r  n ú m e r o  p re f i ja d o .  Si u n a  c u r v a  t iene ra m a s  in f in ita s ,  la re c ta  (si 

e x is te )  a la  cu a l se a p r o x i m a  la c u r v a  ca d a  ve z  m á s  sin llegar a to c a rla ,  se lla m a  a s ín to ta .  ( I n c o r r e c t a m e n 

te se d i c e  q u e  la a s ín to ta  es la t a n g e n te  a la  c u r v a  en su p u n t o  d e l i n f in i t o ) .  S i  la  cu rva  n o  t iene  a s ín to ta s ,  

se d i c e  q u e  la  c u r v a  t ie n e  u n a  ra m a  p a ra b ó lic a .

A s í n t o t a s  h o r iz o n t a l e s  o  paralelas al eje O X .  S o n  d e  la  f o r m a :

y  =  h  .s i e n d o  h  =  l í m  f ( x ) .  ( h
------------ 1 x . a o

3 x  3x
La curva y  =  --------  tiene una asíntota horizontal. la recta de ecuación y  =  3  . ya que lím ----------  = 3 .

x -  1 x -  1

E s  m u y  c o n v e n ie n t e  e s tu d ia r  la  p o s ic ió n  d e  la c u r v a  r e s p e c to  d e  la  a s ín to ta  h o r i z o n t a l  y  =  h .  bas 

tará h a lla r  el s ig n o  d e  f ( x )  — h  p a r a  x - *  +  « y x - * - ®  , si  f ( x ) - h > 0  la  cu rva  estará p o r  e n c im a  de 

la  a s ín to ta  y  si f ( x )  —  h  <  0  la c u r v a  estará p o r  d e b a jo  d e  la a sín to ta .

h  —

0

f ( x )  —  h  >  0 f ( x )  - h  <  0 f ( x )  - h >  0
■  » - o o

f ( x )  -  h  <  0
x * -oo

Veamos la posición do la curva y  ■  ■ respecto de la asíntota v  = 3:
x -  1

X - 1  x - 1  x - 1

>  0  para x -* +  cc

<  0  "  x  -  -  <c

3

0

E n  c iertas  f u n c io n e s ,  p o r  e j e m p lo  e n  las e x p o n e n c ia le s ,  h a y  q u e  h a lla r  p o r  s e p a ra d o  el l ím it e  d e  f ( x )  

para x - * + c o  y  x - *  —  eo . y a  q u e  a m b o s  l ím ite s  p u e d e n  ser d is t in to s :

Sea y  =  x ■ e * : lím x e  * =  lím ■  lím —
«»* oo « e x••oo c

i L H o p it a U

—  =  0  = >  y  =  0  es asíntota horizontal por la dorec' 
x

lím x e  B ( _ c o - e  = - e o )  ^  no hay asíntota horizontal por la izquierda.

A s í n t o t a s  vert ica les o  paralelas al eje O Y : S o n  d e  la f o r m a  ; x = k ; s ie n d o  k los valores f in ito s  

x  q u e  hacen y  i n f in t i t o .

h ( x )
k s o n  las raices d e  h ( x )  =  0 .

Si y  =  l o g  , k  s o n  las raices d e  g ( x )  =  0  ,  y  las raices d e  h ( x )  =  0 .  
h ( x )

E s  m u y  c o n v e n ie n t e  e s tu d ia r  la  p o s ic ió n  d e  la  c u r v a  re s p e cto  d e  la a s ín to ta  vertical y  =  k .  v ie n d o  el 

s ig n o  d e  f ( k  —  e )  y  f ( k  +  e ) .  c u a n d o  e t ie n d e  a 0 .
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Y  |

k X

Y i :t

k X O k  X

f ( k - e )  >  0 f l k - í K O f ( k  + e ) >  0

V I

o k X

f ( k + c ) <  0

S ea la  c u r v a  y  =  ^  . x - 1 = 0  = >  x  ~ I  es a s í n t o t a  v e r t ic a l ,
x  —  1

f ( 1 -  í> =  -  -3- (.1-~ eL  = _3 { \  - .£)  <  o  = >  l a  c u r v a  se a c e r c a  a  la 
{1 —  c) —  1 - e

a s í n t o t a  p o r  d e b a j o  a la  i z q u i e r d a  d e  x  = 1.

f < l + c )  =  7m ± l L s m ± e ) > 0  |a c u r v a  s e  a c e r c a  a la
(1  + e )  -  1 e

asíntota p o r  arriba a la  derecha de x =  1.

O 1 X

A s í n t o t a s  g e n erales  y  r a m a s  p a r a b ó l ic a s .  S e  e s t u d ia n  s o l a m e n t e  si l í m  f ( x )  =  w  ó  l í m  f ( x )  =
* • • 00  * « - < »

—  si l í m  « 5 »
K«oo X

, la  c u r v a  t i e n e  u n a  r a m a  p a r a b ó lic a  e n  la  d ir e c c ió n  d e l e je  O  Y .

J

l í m  —  =  +  <0

O

A (
l ím

f í x )

S e a  y  =
f í x )

X - 1 « • * .0 0  X ‘ **°° X2 - X
■lili

l - i

Ifm ™  
K- . -W X

— I(m  __í __  - lím

X
X

— « x 2 - x
II 1 1 V

« - Í

l í m  Í Ü > =  +
x —  00 X

=  +CO

si l í m = 0
K *00 X

X

l í m
* • - 00  x

f í x )  _

( J

, la  c u r v a  t ie n e  u n a  ra m a  p a r a b ó lic a  e n  la  d ir e c c ió n  d e l e je  O X .
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(L 'H o p ita l )  2 x

S «  y .  l o g  ( * * + » :  l í «  itL *  =  Ifm  ! 2 Ü í i ü !  =  K m  =
X * .o o  X  X «* o o  x  X— «  1

2 x 

x 2 +  1

I  L ' H o p i t a l )

„  f ( x )  l o g  ( x ^ + l )
l í m  -----------=  l í m ------------------------------   l í m

O

X . - t w  X -oo X

—  SI l í m  =  m  #  0  y  l í m  [  f ( x )  -  m  x  )  =  b
X » »  X  X . O O

. la c u r v a  t ie n e  la  asíntota y  =  m  x +  b

L a  p o s i c i ó n  d e  la c u r v a  r e s p e c to  d e  la a s ín to ta  se e s tu d ia  h a l la n d o  el s ig n o ,  p a r a  x - . + c o  y  x - * - c o  . 

de f ( x )  -  m  x  -  b:

f ( x )  —  m x  —  b >  0
X  . ♦ < * >

/  0

f ( x ) - m x  —  b <  0
K

/ o

f ( x> —  m x - b >  0 f ( x ) - m x - b <  0  
x *-oo

2 x Mx ) 2 x 4

x - 1  X.OO X * * »  x 2 _ x 

2 x

2 *
=  2  ;  l í m  | M x )  - 2 x  ) =  l í m  I  2 x 1 =  l í m

2  x 2 — 2  x 2  +  2:

=  l í m  ---------- =  2  r > y  =  2 x  +  2 e s  a s ín t o t a  o b l i c u a .
X . o o  x -  1

P o s ic ió n  d e  la  c u r v a  r e s p e c t o  d e  la  as íntota :

2x*
M x )  —  m x - b  =  — ------------ 2  x  —  2  =

x —  1

2 x — 2 x ‘ + 2 x — 2 x + 2

x -  1

2
x - 1

>  0  si x - + c o  

< 0  si x - - m

x . o o  x  —  1

//

/ O

a

L o s  p u n t o  d e  c o r t e  de la  c u r v a  y  d e  la  a s ín to ta  se o b t i e n e n  re s o lv ie n d o  el sistema:

y  =  f ( x )  

y  =  m x  +  b

E n  el e i e m p l o  a n te r io r :

.2
y - 2 £ -

x - 1  

y  =  2 x + 2

2 x _

x - 1
2 x + 2 :  2 x 2  =  2 x 2 - 2 x + 2 x  —  2  = >  0 = - 2  (a b s u r d o )

la c u r v a  n o  c o r t a  a  la  a s ín t o t a .
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—  51 l í m —  =  m  •* 0  y  lím  I f ( x ) —  m x  | =  co 
**oo x  «.oo

,  la  c u r v a  t iene  u n a  ra m a  p a ra b ó lic a  en la  d ire c 

c ió n  d e  la  re c ta  y  =  m x .

E l  s igno d e  f " ( x )  para x —  +  ®  y  p a r a  x —  - a >  n o s  dará la  c o n v e x id a d  o  c o n c a v id a d  de la curva 

en la  r a m a  p a ra b ó lic a , lo  q u e  n o s  facilitará  su d i b u j o .

Y ✓✓

/

Y
r ,//s

Y

V

Y

V/
0 X

Y/

0 X ✓
/f

/ J

0 X s
s /s/

0 X

f"(x)> 0 HxXO f"(x)> 0 HxXO«..<

\* Y
\%s\

o K  ♦ ♦ OO

y\ ❖
\\

«♦-c

Y
\

\\

o «♦—e

'•■Y\
V \

0\  X 0 N X
'\X\\\

0 \ X

\X

0

\
f " ( x ) >  0 f " ( x K O■ ..oo f " ( x ) >  0«•-oo f " ( x ) <  0«. — oo

S e a  v - . +  2 _ l 0 9 « * :  ,fm  ™  ( ,  +  ±  ^  )  =  .  -  I i m  Ü ü f
x x ic.—  '  2  x / «•

I L 'H o pita l )  2 x

=  1 -  K m  —  « 1 - 0  =  1 
x 1

l l m  | l (x >  —  m  x  | =  l í m  | x  +  —  —  l o g x 2 - x  ) =  l í m ( ^  -  l o g x 2 ) = 0 - c o  = -  eo 
* . -  « -oo x  « .oo X

f’ f c )  -  1 -  - 1  -  =  ,  -  . 1  -  i  ;  f ( x ,  =  -  ^

x2  X 2  X 2  *  ~ 4  - 2  - 3X  X *

f " ( x > =  >  o  p a r a  x  -  y  p a r a  x  -  as

las r a m a s  pa r a b ó l ic a s  s o n  convexas.

Y

/

/
/

J

O X

M A X I M O S  Y  M I N I M O S .  I N T E R V A L O S  D E  C R E C I M I E N T O  Y  D E C R E C I M I E N T O .

Para h a lla r  los m á x i m o s  y  m ín im o s  se o b t ie n e n  las raices d e  la e c u a c ió n  f ' ( x )  =  0 ,  y  los p u n t o s  en 

los q u e  n o  existe f ' ( x ) .  T e n d r e m o s  a s i lo s  p osib les p u n t o s  d o n d e  la f u n c i ó n  p u e d e  tener m á x i m o s  y  m í 

n im o s. D i c h o s  p u n t o s  son ta m b ié n  los p osib les e x t r e m o s  d e  los intervalos e n  los q u e  la f u n c i ó n  es cre

c ie n te  o  d e c reciente .

S i  a  es u n a  ra iz  d e  f ' ( x )  =  0 ,  e n  el p u n t o  ( a ,  f í a ) )  la  c u r v a  te n d rá  u n  m á x i m o  o  m í n i m o , o  u n  p u n 

to  d e  in f le x ió n  c o n  tangente h o r iz o n t a l  según sea p a r  o  im p a r  la  p r im e ra  d e r iv a d a  n o  n u la  de o r d e n  >  2 ,  

es dec ir :
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f ' ( a )  =  0

f " ( a )  <  0  m á x i m o  

f " ( a ) >  0  m í n i m o

f ' " ( a )  *  0  p u n t o  d e  i n f l e x ió n  c o n  t a n g e n te  h o r i z o n t a l

f <4(a )  <  0  m á x i m o  

f 14 ( a )  >  0  m í n i m o

f , 5 ( a ) ^  0  p u n t o  i n f l e x i ó n  c o n  t g .  h o r .

f " ( a )  =  0

f " ' ( a )  =  0

f , 4 ( a )  =  0

f l 5 ( a )  =  0  . . .

S i  f ' ' ( a )  n o  e x is te ,  o  su c á l c u l o  es c o m p l i c a d o ,  se e s tu d ia n  los m á x i m o s  y  m í n i m o s  c o n  la  p r i m e 

ra d e r iv a d a ,  c o n s i d e r a n d o  la  p r o p ie d a d  d e  q u e  si f ' ( x )  es p o s i t iv a  en u n  p u n t o  la  f u n c i ó n  es c r e c ie n te  

en ese o u n t o ,  y  si es n e g a t iv a  es d e c r e c ie n t e :

f ' ( a )  =  0

f ' ( a  -  h )  >  0  

f ' ( a  +  h )  <  0  

f ' ( a  -  h )  <  0  

f ' ( a  +  h )  >  0  

f ' ( a  -  h )  >  0  

f ' ( a  +  h )  >  0

f ' ( a  -  h )  <  0  

f ' ( a  +  h )  <  0

m á x i m o

m í n i m o

p u n t o  d e  i n f l e x ió n  c o n  t a n g e n t e  h o r i z o n t a l  

p u n t o  d e  i n f l e x i ó n  c o n  t a n g e n t e  h o r i z o n t a l

0

f (a ) f í a)

f ' ( a +  h )  <  0 f ' ( a  + h )  >  0

f ' ( a  — h )  >  0 

f ' ( a  +  h )  >  0

f ' ( a - h )  <  0  

f ' (a  + h )  <  o

P ara  el e s t u d io  d e  lo s  in t e r v a l o s  d e  c r e c i m i e n t o  y  d e c r e c i m i e n t o  véase el p r i n c i p i o  d e  la  p a r te  t e ó r i 

ca d e l c a p í t u l o  11.

P U N T O S  D E  I N F L E X I O N .  C O N C A V I D A D  Y  C O N V E X I D A D .  

(V é a s e  la p a r te  t e ó r ic a  d e  los c a p í t u l o s  11 y  12) .
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13.1 R e p re s e n ta r  la  f u n c ió n V =
x  4- 1

( U n i v .  d e  S a n tia g o )

C a m p o  d e  d e f in ic ió n :  L a  f u n c i ó n  n o  está d e f i n i d a  p a r a  x  =  - 1  ( n o  se p u e d e  d i v i d i r  p o r  0 ) .  E l 

c a m p o  de d e f in ic ió n  es R  - { — ! } .

S im e tr ía s :  f ( —  x ) =
< - x ) :

- x  + 1  -  X  4- 1

m é tr ic a  ni r e s p e c to  d e l eje O V  n i  r e s p e c to  al o r ig e n  d e  c o o rd e n a d a s .

f ( - x ) * f ( x )  y  f { - x ) * - f ( x ) .  L a  c u r v a  n o  es s i -

C o r te  c o n  tos e/e s:  x  =  0  = >  y  =  0 .

A s ín t o t a s  h o r iz o n t a le s :  N o  h a y .  p u e s t o  q u e  l í m  y  =  co.

y  =  0  = >  - 2 —  =  0  ; x =  0 .
X  4-  1

A s ín t o t a s  v e rtic a le s : L a  a s ín to ta  ve rt ic a l  es la  re c ta  de e c u a c ió n  x =  -  1. 

E s t u d io  de la p o s ic ió n  d e  la c u r v a  r e s p e c to  d e  la asíntota  x  =  -  1 :

I h n  y  ,  l í m  1 1 - h > ..  =  l í m  ü j l i ü f  =

»B>°„ d - h l - l  S>% - h

l l m  v  =  l i m  M L .  i ¡ m  ü ± M !  =  + <o
«,l* h - o  < 1 4- h ) —  1 " - o  h

h > o  n > 0

A s ín t o t a s  g enera les u  o b lic u a s :

-1,

*

y  =  r n  X 4-  b

m  =  l í m  ^  =  K m  — —  =  1 
»  X  « ~ o o  X  4 -  1

b  =  l í m  ( y - m x )  =  l í m  ( — — - - x )  =
« * » ' x 4 l

=  , l m  í L l í L l J í  =  l ( m  ,
, x 4- 1 X 4 -  1

La a s ín to ta  general e s  la recta  de e c u a c ió n  y  =  x  -  1. 

E s t u d i o  d e  la  p o s ic ió n  de la c u r v a  r e s p e c to  d e  la a s ín to ta :
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y  - y  =  _ * L  -  ( x - 1)  =  * 2 - x 2 +  1 1F  Y  . « f n t n t a  «  '  *curv .  « I m o t a  x  +  ,  x  +  ,  x  +  1

para x  -*  +  ra ; >  0  = >  la cu rva  q u e d a  p o r  e n c im a  d e  la asíntota.

x  —  -  «  : — - —  < 0  = >  la cu rva  q u e d a  p o r  d e b a jo  d e  la  asíntota, 
x  +  1

2 x  (x  +  1) —  x 2 ■ 1 x 2 +  2 x
M á x im o s  y  m ín im o s :  f ' l x )  =  

f " ( x )  =

( x + 1 ) 2 ( x  +  1 ) 2

( 2 x  +  2 )  ( x  +  1>2 -  ( x 2 +  2 x ) - 2 ( x  +  1)  _  ( 2 x  +  2 ) ( x  +  1 ) - 2 ( x 2 + 2 x )  _

( x + 1 ) 4 ( x + 1 ) 3 ( x  +  1

f ' ( x )  =  0  = >  X + 2 x  =  0  ; x 2 +  2 x  = 0  ; x ( x  F 2 )  =  0  ;  x ,  =  0  .  x 2 =  - 2  ;
( x + 1 ) 2

f ( 0 ) =  0 .  f  ( —  2 )  =  ■—  =  - 4 .

f "  ( 0 )  -  £  > 0  = >  la f u n c ió n  presenta u n  m í n i m o  para x =  0 .

O o
f " ( — 2 )  =      =  <  0  la fu n c ió n  presenta u n  m á x i m o  para x =  -  2 .

( —  2  +  1 )*»3 ” 1

P u n to s  d e  in f le x ió n :  f ' *( C)  =  0  = >   -   =  0  , n o  h a y  n ig ú n  valor de x q u e  a n u le  la se
(x  +  1 ) 3

g u nda d e riva d a . N o  h a y  p u n t o  de in f le x ió n .

C o n  los d a to s  o b t e n id o s  p o d e m o s  d i b u j a r  la  c u r v a :
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13.2 R e p r e s e n t a r  l a  f u n c i ó n  f ( x )  =  ---------------

d e t e r m i n a n d o  sus s i m e t r í a s ,  a s í n t o t a s ,  i n t e r v a l o s  d e  c r e c i m i e n t o  y  d e c r e c i m i e n t o ,  m á x i m o s  y  m í n i m o s .

( U n i v .  d e  S a la m a n c a )

C a m p o  d e  e x is t e n c ia :  L a  f u n c i ó n  n o  e s tá  d e f i n i c a  p a r a  x  =  1 y  x = —  1 . v a lo r e s  d e  x  p a r a  lo s  q u e  

se a n u l a  e l  d e n o m i n a d o r .  E l  c a m p o  d e  e x is t e n c ia  e s :  R  —  {  —  1 . 1 } -

S i m e  t r ia s :  f ( — x )  =
l - x ) '

1 -  X-

=  - f ( X ¡ la  c u r v a  es s i m é t r i c a  r e s p e c t o  d e l o r i 

g e n  d e  c o o r d e n a d a s .

C o r t e  c o n  lo s  e /e s :  x =  0  ^  y  =  0  ; y  =  0

..3

3  _=  0  . x =  0

A s ín t o t a s  h o r iz o n t a le s :  I i m  y  =  l í m =  a) = >  n o  h a y  a s ín to ta s  h o r i z o n t a l e s .
•  y _  x 2

A s ín t o t a s  v e r t ic a le s :  S o n  d e  la  f o r m a  x =  k .  s i e n d o  k  lo s  v a lo r e s  f i n i t o s  d e  x  q u e  h a c e n  la  y  

i n f in i t a .  E n  las f u n c i o n e s  r a c io n a l e s  se o b t i e n e n  h a c i e n d o  c e r o  el d e n o m i n a d o r :

1 —  x ‘

E s t u d i e m o s  la  p o s i c i ó n  d e  l a  c u r v a  y  =

x  —  1 ¡ x  =  1 . x  =  -  1

I 1 - x ) ( l + x )
r e s p e c t o  d e  estas a s í n t o t a s :

=  i imI i m  f (  1 - h )  =  I i m  —  . in
h • o h - o  (1  —  1 + h ) ( 1  +  1 —  h )  i*-o h ( 2 - h )<\> o II >o h>o

t : I f

I i m  f< 1 + h )  =  I i m
( 1 + h r =  I i m - ( 1 + h ) '

n - o  
h ^>o

n - o  d _ i _ h j n - F 1 + h »  X * o - h ( 2 + h )
> o  i i > o

- r
D e  la  s i m e t r í a  d e  l a  c u r v a  r e s p e c t o  d e l o r ig e n  se 

d e d u c e  la  p o s i c i ó n  d e  la  c u r v a  r e s p e c t o  d e  la  a s ín to ta  

x  =  -  1 .

A s ín t o t a s  o b lic u a s : I

i

I

y  =  m x + b

m  =  l í m  -  =  l í m  -------------
x  , . o o  y  _ x 2

=  -  1

b =  W m  l y - m x ) =  l í m  ( - ^ +  * ) - J i m  -  l í m  - S _  -  o

y  =  —  x  e s  a s ín to ta .

E s t u d i e m o s  la  p o s i c i ó n  d e  la c u r v a  r e s p e c t o  d e  e s ta  a s ín t o t a :

‘ V,c u ' v a )  =
1 — X'

+  X
X

1 —  x ‘

<  O  p a r a  x  -*• • + «
\

la c u r v a  e s tá  p o r  d e b a j o  d e  la  a s í n t o t a  p a r a  x  +  ®  .

P o r  la  s i m e t r í a  d e  l a  c u r v a ,  p a r a  x - *  -  <x> la  c u r v a  q u e d a  p o r  

e n c im a  d e  la  a s ín t o t a . V
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M á x im o s  y  m ín im o s :

n x )  .  3x?n  = x iL S -x i )  . r M m Q
n - x 2) 2 n - x 2) 2

X  =  0

3 - x ’ = o  ;

Para  x « ! l : f ' l x )  = x 2 ( v  3  -  x )  ( \  3  x ) 

11 - x ) 2 I 1  +  x ) 2

X —  co -  v  3  - 1 1 y / 3 -‘ -CO

f ' l x ) —

• ■ •
i | 

0  +  , + - —

f l x )

------------ ---------------------------- 1—

m í n i m o  x x  m á x i m o

L a  f u n c i ó n  es d e c re c ie n te  e n  lo s  in te rv a lo s  | - ®  , - v 3 |  v  | \ 3 , + » | .  y  c r e c ie n te  e n  los inter

va lo s  | - V 3 , - l f ;  1 -  1 , 1  [ y  n . v ' S f .

C o n  los d a to s  o b t e n id o s  p o d e m o s  d i b u j a r  la  curva .

R e p re s é n te s e  g r á f ic a m e n te  la  f u n c i ó n  f l x )

y  d e r iv a b i l id a d .

x +  4  

<2 +  16

(U n iv . de  C á d iz )
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L a s  f u n c i o n e s  g :  R - »  R  d e f i n i d a  p o r  g ( x )  =  x 2 +  4 ,  y  j ;  R  - *  R  d e f i n i d a  p o r  j í x )  =  x 2 +  1 6 .  

p o r  ser f u n c i o n e s  p  o l i n ó m i c a s ,  s o n  c o n t i n u a s  y  d e r iv a b le s  e n  t o d o s  sus p u n t o s ,  y  c o n o  j ( x )  n o  se a n u la

p a r a  n i n g ú n  v a lo r  real d e  x  , la  f u n c i ó n  f  d e f i n i d a  p o r  f í x )  =  es c o n t i n u a  y  d e r iv a b le  p a r a  t o d o  

va lo r  real d e  x .

S im e t r ía s :  f ( —  x )
I— x ) 2 +  4  _  x  + 4  _

l - x ) 2 + 1 6  x2 +  16 
E l  e s t u d io  cjueda r e d u c i d o  a  lo s  va lo r e s  d e  x  >  0 .

=  f í x )  = >  la  c u r v a  es s im é tr ic a  r e s p e c to  d e l e je  O V

C o r te  c o n  to s  e je s :  x  =  0
v i s - ? ;  v  =  o

real.

A s ín t o t a s  h o r iz o n t a le s : l í m  * ! ± 1  =  1 

- 00 x 2 +  16

£  

x 2 +  16

y - y  =  *1±±  _  ,  =  <  0
' c m v a

.  X2 + 4 =  0  . x 2 =  -  4, s in  s o lu c ió n  

y =  1 e s  a s ín to ta  h o r i z o n t a l  

= >  la  c u r v a  q u e d a  p o r  d e b a j o  de la  a s ín to ta .

x  * 16

A s ín t o t a s  v e r t ic a le s :  C o m o  x 2 +  16 =  0  n o  t iene  raices reales, n o  h a y  n i n g ú n  v a l o r  f i n i t o  d e  x 

q u e  h a g a  la  y  in f in i t a .  N o  h a y  a sín to ta s  verticales.

A s ín t o t a s  g e n e ra le s : C o m o  h a y  a s ín to ta s  h o r i z o n t a l e s ,  n o  h a y  a s ín to ta s  o b l icu a s .

M á x im o s  y  m ín im o s :

f ‘ l x )  =
2 x ( x 2 +  1 6 )  —  2 x  ( x 2 +  4 )  _  2 4  x

l x 2 +  16 ) 2 + 1 6 ) *
f í x )  =  0  = >  x =  0

X —  co 0 +  03

f í x ) - 0 +

f í x ) m í n i m o

P u n to s  d e  in f le x ió n :

f ” ( x )  =  

f " < x )  =  0

2 4 ( x 2 -f 1 6 ) 2 —  2 ( x 2 +  1 6 ) - 2 x - 2 4 x  _  - 2 4 ( 3 x 2 -  16)  

( x 2 +  1 6 )4 ( x 2 +  1 6 ) 3

3 x  —  1 6  =  0 ;  x  =  ±
v / 3

X
-  co

4
~ \ / 3

4
v / 3

+  ®

f ' ( x ) — +
i

i —

f ( x  ) c ó n c a v a p. in f . c o n v e x a p . i n f . c ó n c a v a

C o n  lo s  d a t o s  o b t e n id o s  p o d e m o s  d i b u j a r  la  c u r v a :

Y
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+  4

(U n iv .  d e  S a n t ia g o )

C a m p o  d e  e x is te n c ia : 

x 2 -  5 x  +  4  =  0  = > x  =
5 :  y/25-  16 _ 5± 3 ^ x 4 . ..2 

2  "  2  1
x2 —  5 x  +  4  =  ( x - 1 )  ( x  —  4 )

la f u n c i ó n  n o  está d e f in id a  para x  =  1 y  x  =  4 ,  va lo r e s  d e  x  q u e  a n u l a n  el d e n o m in a d o r .  

C o r te  c o n  t o s e je s :  x  =  0 .  y  =  0  : y  =  0 ,  x = 0 .

x
A s ín t o t a s  h o r iz o n t a le s :  l í m

■*‘°  x 2 —  5 x - F 4

P o s ic ió n  d e  la cu rva  re s p e cto  d e  la a s ín to ta :

=  0 . L a  recta y  =  0  es a s ín to ta  h o r i z o n t a l .

x  - *  —  as : y  =

x 2 -  5 x  4- 4

x 2 —  5 x  +  4

>  0 ,  la  c u r v a  q u e d a  p o r  e n c im a  d e  la asíntota

<  0 ,  la c u r v a  q u e d a  p o r  d e b a jo  d e  la asíntota.

A s ín t o t a s  v e rtic a le s :  S o n  d e  la f o r m a  x  =  k .  s ie n d o  x los va lores f in ito s  d e  x  q u e  h a c e n  y  in f im  

to .  E n  las fu n c io n e s  ra c io n a le s , k  son los valores de x  q u e  a n u la n  el d e n o m in a d o r .

La s  rectas x  =  1 y  x =  4  s o n  a s ín to ta s  verticales.

P o sic ió n  de la c u r v a  r e s p e c to  de las asíntotas v e r t ic a l e s :

« a  " ' - h > =  l í a  I |,h„ - h ) _ 4 i =  . " 5
h > o  » » > 0  h > o

l í m  f ( l 4 - h )  -  W m  | (1  _j_h ) j ^ ( 1 + h ) _ 4 |  h ( - 3 4 - h |
h >  o  * > o  ^ > 0

I f m  í ( 4 — h )  =  I f m  =  I f m  .

h > o  *>«> ^ > 0

t

I f m  f ( 4 + h )  I f m  | | 4 + h ) _ , | | ( 4 + h ) _ 4 | » : i h | 3  +  h t= l/m - 1Ü L -  = + «
h > o  h > o  •»><>

C o m o  h a y  a sín to ta s  h o r iz o n t a l e s  para x —  4  co y  x —  -  co .  n o  h a y  asíntotas o b

M á x im o s  y  m ín im o s :

4

cuas.

f <x)  = f ' í x )  =
x 2 — 5 x  +  4

1 • ( x 2 —  5 x 4 - 4 ) - x ( 2 x — 5 )  =  4  — x 2 =  (2 4 - x )  ( 2 - x )

( x 2 — 5 x  4 -4 | 2 ( x 2 - 5 x 4 - 4 ) 2 ( x —  1 ) 2 ( x  —  4 ) 2

f ' í x )  =  0  = >  ( 2 4 - x )  ( 2  —  x )  =  0  ; x ,  =  - 2 .  X j  =  2  ;  f < - 2 )  =
- 2  - 1

4 4 - 1 0 4 - 4  9
=  —  : f ( 2 )  =  -  1

X —  to -  2 2 4 4-®

f ' í x ) — 0 + + 0 — —

f í x ) n -  1 .
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L a  f u n c i ó n  t ie n e  u n  m í n i m o  « r e l a t iv o )  p a r a  x  =  -  2 .  y  u n  m á x i m o  ( r e l a t i v o )  p a r a  x =  2 .  

C o n  los d a t o s  o b t e n i d o s  p o d e m o s  d i b u j a r  la  c u r v a .

1 3 . 5  D a d a  la  f u n c i ó n  f ( x )  =  2 x 3 — 8 x  +  1

e s t u d i a r  su c r e c i m i e n t o ,  d e c r e c i m i e n t o ,  m á x i m o s ,  m í n i m o s ,  p u n t o s  d e  i n f l e x i ó n  y  c o n c a v id a d .  

H a c e r  u n a  r e p r e s e n t a c ió n  a p r o x i m a d a  d e  y  => f ( x ) .
(U n iv .  d e  M w n a ,  1 9 9 1 )

f ( x )  =  2 x 3 —  t í x  +  1 = >  r < x )  =  6 x 2 —  8  ;  f ‘ ( x )  = 0  = >  6 x 2 - 8  =  0  ;  x 2 =  -  ;  x =  t  ~ ^ =

2  2  3  v  3
f ' ( x )  =  6 ( x  -  % ) { x  +  - ? - )  

v  3  v  3

X 2
—  -o ------ --- 2

v-3
+  3 5

f ( x ) + 0 — +

f ( x )  

*( x )  *

c r e c ie n t e  m á x i m o  

12 x  ; f " ( x )  =  0  => 1 2  x =

d e c re c ie n te  

0  ; x = 0

m í n i m o  c r e c ie n te

X —  03 0 +  CD

f " ( x ) ___ 0 +

» ( x ) c ó n c a v a P u n t o
in f le x ió n

c o n v e x a

f ( 0 ) = 1 ;  f ( 1 )  =  —  5  ;  f  f—  1 )  =  7  ;  f ( 2 )  =  1 ;  f<— 2 )  =  1 ;  f ( _ J L > = 7 . 1 5  ;  f  í - | r  ) = : - 5 . 1 5
v  3  y /3
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13.6 R e p re s e n ta r  g r á f ic a m e n t e  la  f u n c i ó n

x l x <  -  1)

f l x )  = 1 - x 2 ( - 1 <  x < 2 )

- 3 < 2 < x )

In d íq u e s e  a d e m á s  l í m  f ( x )  y  c la s if iques e la  d i s c o n t in u id a d  en el p u n t o  x ---------1 .

(U n iv .  d e  L a  L a g u n a  -  T e n e rif e )

E n  el in t e r v a l o  | - «  . —  1 1 la  g rá f ica  d e  la f u n 

c ió n  e s  la  de la re c ta  y  =  x .

E n  e l  in t e r v a l o  | —  1 . 21 la  g rá f ica  d e  la f u n c ió n  

es la de la  p a r á b o la  y  =  1 —  x 2 :

x = 0 = > y = 1 ; y = 0 = > 1  - x 2 =  0  = >

x  =  i  1 ;  f ( - r ) - * 0  ;  f ( 2 )  =  -  3

y '  =  - 2  x  ; y ’ =  0  = >  x =  0

y "  =  — 2  <  0  h a y  u n  m á x i m o  e n  x  =  0

E n  el in t e r v a l o  | 2 , + « [  la  g rá f ica  de la f u n 

c ió n  es la  d e  la  recta x  =  - 3 .

l í m  f ( 2  —  h )  =  l í m  | 1 -  12 -  h ) 2 | =  1 -  4  =  -  3
h - o  h  * o

h > o

l í m  f ( 2  +  h )  =  l í m  ( -  3 )  =  -  3
h - o  

h > o

l í m  fí- 1  -  h )  =  l í m  ( - 1  - h )  =  - 1
h - o  h  - o
h > o

l i m  f ( - l + h )  =  l í m  ( 1 - 1- 1 + h ) 2 | = 0
h » o  h  * o

h > o

c o m o  estos l í m i t e s  son d i s t i n t o s ,  la  c o n t i n u i d a d  es d e  p r im e r a  especie.

o -  l í m  f l x )  =  -  3 
■  - 2
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3.7 S e a : f l x )

- 1 SI

x  +  2 si

8
x

si

-  8  «5 x

2  <  x

- 4

Se p id e :

a )  R e p re s e n ta r  g rá f ic a m e n te  f ( x )

b )  E s tu d ia r  la  c o n t in u id a d  y  c r e c im ie n t o  de f ( x )

c )  D e t e r m i n a r  f ' ( 1 )

(U n iv .  d e  C a stilla  -  L a  M a n c h a . 1 9 9 1 )

E n  el in te rva lo  ( -  8 .  -  4  ( la  gráfica es la  re c ta  y  =  -  1 

E n  el in te rva lo  ( -  4 . ?  [  es la  re c ta  y  =  x  +  2  

E s tu d ie m o s  la  f u n c i ó n  en el in te rv a lo  12 .  +  ®  | :

o  — 8
f ( 2 )  =  -  =  4  ; f l x )  =  —  <  o ,  la  f u n c ió n  es decreciente

O
lim  -  =  0  = >  la  recta  y  =  0  es a s ín to ta  h o r iz o n ta l

k  X

b )  L a  f u n c i ó n  es d is c o n tin u a  e n  x =  —  4 , en e fe c to

|j m  f ( —  4  —  h )  =  l í m  ( - 1 )  =  -  1
»> *o h - o
h > o

l í m  f I —  4  F h )  =  l i m  | ( - 4  +  h )  +  2  | =  - 2
h  •  o  h * o

h'-’ O H

p o r  n o  ser estos l ím ite s  iguales, la f u n c ió n  

n o  es c o n t in u a  en x =  - 4 .

T a m b i é n  se p o d ía  h a b e r  v isto  la d is c o n t in u id a d  d e  la f u n c ió n  al con sid erar q u e :

l í m  f <—  4  —  h ) =  - 1  >  f < —  4 )  =  — 4 + 2  =  - 2
n - o
í i> o

L a  f u n c i ó n  es c o n s ta n te  e n  el in te rv a lo  ( - 8 ,  — 4 1, es cre c ie n te  en el in te rv a lo  | - 4 ,  2  ( y  decreciente 

en el in te rva lo  |2. +  ®  |.

c )  D e  la  gráfica se d e s p re n d e  q u e  f  *(1)  co n s ta  de d o s  e le m e n to s ,  u n o  p e rte n e c ie n te  al in t e r v a l o  

I — 4 , 2 1 y  o t r o  al in te rv a lo  ( 2 , +  ®  (  :

-  e n  el in te rv a lo  | - 4 . 2 | :  x + 2  =  1 ;  x =  - l  i

o
-  e n  el in te rv a lo  ( 2 . + » ( :  ^  =  1 ; x =  8

r ’ í l )  =  { -  1 . 8 }
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I f ( x )  p a r a  lo s  va lo r e s  de x  q u e  h a c e n  f ( x )  >  0
d )  C o n s id e r a n d o  q u e  I f ( x ) I  =  {  _  . ____________.  n

I — f ( x )  p a r a  los va lo r e s  d e  x  q u e  h a c e n  f ( x )  <  0

re s u lta  la g rá f ic a  d e  I f ( x ) I

13.8 H a l l a r  la  g rá f ic a  d e
(U n iv . d e  M a d rid )

C a m p o  d e  e x is te n c ia :  L a  f u n c i ó n  n o  está d e f i n i d a  p a r a  x =  0 ,  v a lo r  de x  q u e  a n u la  el d e n o m i n a 

d o r .  El c a m p o  d e  e x is t e n c ia  es: R  -  {  0  } .

C o r t e  c o n  lo s  e je s :  y  =  0  = >  e '  =  0 .  n o  e x iste  n in g ú n  v a lo r  d e  x q u e  haga e ‘ =  0 .  L a  g r á f i 

ca n o  c o r ta  a los ejes.

A s ín t o t a s  h o r iz o n t a le s :  S o n  d e  la f o r m a  y  =  k .  s ie n d o  k  =  l í m  y .  p e ro  p o r  in te rv e n ir  u n a  e x 

p re s ió n  e x p o n e n c ia l  <e* ) ,  h a y  q u e  c o n s id e r a r ,  p o r  s e p a r a d o ,  los casos e n  q u e  x  -  +  ®  y  x  -  -  ®  :

I L ' H o D ' U l I

I fm  y  -  l í m  J L  =  l í m  ——  —  +  cc = >  n o  h a y  a s ín to ta  h o r i z o n t a l  p a r a  x -  +  *  .
K..OC K*>00 X K..CO 1

Para X -  -  co . h a c ie n d o  el c a m b i o  x  =  - 1 , c u a n d o  x ----------®  . t -  +  »  :

l í m  y  =  l í m  —  =  l í m  —  =  l í m  — -—  = 0  = >  y  =  0  es a s ín to ta  h o r iz o n ta l
■ ♦  -  oo » • - < »  X  | . . o o  — t  « . . *  __  J  .  e T

C o m o  para x —  -  co . ~  <  0 .  la  c u r v a  está p o r  d e b a jo  d e  la a s ín to ta .
X

A s ín to ta s  v e r t ic a le s :  S ó n  d e  la f o r m a  x  =  k  . s ie n d o  k  los va lo r e s  f in ito s  d e  x q u e  h a c e n  la y  m  

f in i t o .  E n  este caso e s :  x =  0 .

C o m o  para x >  0 .  x  -  0 .  —  -  +  ®  .  |a c u r v a  se acerca a la a s ín to ta  x =  0 ,  p o r  la  d e r e c h a ,  s e 

g ú n  valores p o s it iv o s  d e  y.

Para x < 0 .  x - 0 . — — - ® .  la cu rva  se acerca a la a s ín to ta  x =  0 .  p o r  la iz q u ie r d a ,  según
x

valores n e g a tiv o s  d e  y .
y

A s ín t o t a s  g e n e ra le s : S o n d e  la f o r m a  y  =  m x  +  b ,  s ie n d o  m  =  l i m  —  . y  b  =  l i m  ( y  — m x } .

C o m o  para x -co h a y  a s ín to ta  h o r i z o n t a l ,  s ó lo  t e n d r e m o s  q u e  e s tu d ia r  las a sín to ta s  generales

para x  —  +  ®  .
I L ' H o p i t a i )  ( L - H o p . t a O  x  

m  =  l í m  -  =  l í m  —  =  l í m  —  =  l í m  —  =  +  ®  = >  n o  h a y  a s ín to ta  g e n e r a l . la
■ * . e o  X  * . . o o  x 2  *+•<*> 2  X  2

c u r v a  t e r m i n a  e n  u n a  r a m a  p a r a b ó l ic a  d e  d i r e c c ió n  vert ical .
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M á x im o s  y  m í n i m o s :  

e " x - e e* ( x  —  1)  .
; v *  =  o

X X

E s t u d i e m o s  la v a r ia c ió n  d e  la c u r v a  :

e “ =  0  

x  — 1 =  0

n o  t ie n e  s o l u c ió n  

>• x  =  1

X 8 O
 

>—
* +  W

V* -  : -  o +

V X  : \  i

C o n  los c á lc u lo s  h e c h o s  p o d e m o s  d i b u j a r  la c u r v a  :

1 3 . 9  D a d a  l a  ( u n c i ó n  f ( x )  =  x e

a )  E s t u d i a r  su d o n i n i o ;  las a s ín t o t a s ;  l o s  m á x i m o s  y  m í n i m o s  l o c a le s ;  p u n t o s  d e  i n f l e x i ó n  y  

in te rv a lo s  d e c r e c i m i e n t o  y  d e c r e c i m ie n t o .

U n i v .  d e  l is  Isla s 8  a le a  res)

D o m i n i o :  L a  f u n c i ó n  está d e f i n i d a  p a r a  t o d o  v a l o r  real d e  x .

x  =  0
C o r te  c o n  to s  e je s :  x =  0  = >  y  =  0  ;  y  =  0  = >  x e  ‘  =  0  = >

e = 0  ( n o  t iene  s o l u c ió n )

A s ín t o t a s  h o r iz o n t a le s :  P o r  ser u n a  f u n c i ó n  p o t e n c ia l  e x p o n e n c i a l  h a y  q u e  e s t u d i a r  las a sín to ta s  

h o r iz o n t a l e s  p a r a  x  -*  —  ®  y  p a r a  x  - *  + a > .

I L ' H o p u n l )

I im  y  =  l í m  x e ~ " =  l í m  —  -  l í m  —  =  0  = >  y  =  0  es a s í n t o t a  h o r i z o n t a l  (p a r a  x  +  o>).
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C o m o  x e ” ‘  > 0  p a r a  x  >  0 ,  la c u r v a  q u e d a  p o r  e n c im a  d e  la  a s ín t o t a .

l í m  x e ~ x =  ( - c o ) e * 00 = - »  = >  n o  h a y  a s ín to ta  h o r i z o n t a l  p a r a  x  - - a > •
u » . o o

A s ín t o t a s  v e r t ic a le s :  N o  h a y ;  p u e s t o  q u e  n o  h a y  n i n g ú n  v a lo r  f i n i t o  d e  x  q u e  h a g a  la y  i n f in i t o .

A s ín t o t a s  o b lic u a s :  S ó l o  h a y  q u e  e s tu d ia r la  p a r a  x  -+  - w  ; y a  q u e  p a r a  x  -*  +  «  h a y  a s í n t o t a

h o r i z o n t a l .

m  =  l í m  =  l í m  e - * =  e*°° =  »  = >  n o  h a y  a s í n t o t a  o b l i c u a ;  la  c u r v a
U -. -0 0  X  .

y  =  m x  +  b  t e r m i n a  e n  u n a  r a m a  p a r a b ó l i c a  de

3 6 2  R E P R E S E N T A C I O N  G R A F I C A  D E  U N A  F U N C I O N  D A D A  E N  F O R M A  E X P L I C I T A

b  =  l í m  ( y  -  m x )
<♦-00

de d i r e c c i ó n  v e rt ic a l .

M á x im o s  y  m í n i m o s :  f ' ( x )  =  1 - e  ‘  +  x e  x í —  1 )  =  e  x (1 -  x )

e ~ x =  O  n o  t ie n e  s o lu c ió n

f*<x) =  O  = >  e  11 —  x )  =  O
1 _ x  =  0 ;  x  =  1 ; f ( 1 )  =  l  e  1 =  i

f " ( x )  =  e ~ x ( -  1 ) (1 -  x )  +  e ~ x ( -  1)  =  e_ x  ( x  - 2 )  ; f ” ( 1 )  =  e 1 ( 1 - 2 ) = - e ~ ' <  0  

v a  t ie n e  u n  m á x i m o  e n  el p u n t o  0 ; ^ ) .

la c ur

X —  co 1 +  03

f ' ( x ) + 0 -----

f ( x ) cre c ie n te m á x i m o d e c r e c ie n t e

P u n t o s  d e  i n f l e x i ó n :  f "  ( x ) =  0 e ~ *  (x  -  2 )  =  0  = >  x  -  2  =  0  ; x  =  2  ; f ( 2 )  =

r * ( x )  =  e - " 1 1 - 1 »  ( x  -  2 )  +  e _ x - 1  =  e ~ x 13 - x )  ;  f M ( 2 )  =  e  2 - 1  *  0  = >  el p u n t o  1 2 ;  \
e

es d e  in f l e x ió n .

C o n  lo s  d a t o s  o b t e n i d o s  p o d e m o s  d i b u j a r  la  c u r v a
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3.10 R e p re se n ta  g rá f ic a m e n te  la f u n c i ó n  y  =  x - l o g  x .  In d i c a n d o  el d o m i n i o  d e  d e f in ic ió n ,  p u n to s  

c o r t e  c o n  los ejes, in te rv a lo s  d e  c r e c i m i e n t o  y  d e c r e c i m ie n t o ,  e x t r e m o s  re la tivo s , in te rv a lo s  d e  c o n - 

I y  c o n v e x id a d ,  p u n t o s  de i n f l e x i b n y  asíntotas. ^  ^  f g g f )

D o m in io  de d e fin ic ió n . C o m o  lo g  x s ó lo  e x iste  p a r a  x  >  0 ,  el d o m i n i o  d e  d e f in ic ió n  d e  la f u n 

c ió n  es R *  ( 0  <  x  <  +  eo  ).

i x  =  0 ,  ( n o  sirve p o r  n o  p e r te n e c e r  al d o m i n i o  

C o r t e  c o n  ¡o s  e je s : y  =  0 = > x l o g x  =  0 = >  d e  d e f in ic ió n ) .

I l og x =  0  r > x = l

Es c o n v e n ie n t e  v e r  c o m o  se acerca la c u r v a  al eje O Y  c u a n d o  x - * 0 :

(L 'H o p ita l) 1

l im  x •lo g  x -  l im
lo g  x

■  * o

* > o

=  l i m  — - —

1 « *o —  1
=  l i m  ( —  x )  =  0

> - o

A s ín t o t a s  h o r iz o n ta le s :  l i m  x • lo g  x =  + «  = >  n o  h a y  asíntotas h o r iz o n ta le s .
«  - . o o

V e rtic a le s : S o n  de la  f o r m a  x  =  k ,  s ie n d o  k  los va lores f in ito s  de x  q u e  h a c e n  y  i n f in i t o .  En 

este caso, c o m o  p a r a  x -  0 .  lo g  x  —  -  eo ,  la recta  x  =  0  p o d r í a  ser a s ín to ta  v e rt ic a l ,  p e r o  h e m o s  v isto  

q u e  p a r a  x  —  0 , x • lo g  x  —  0 . luego n o  h a y  asíntotas verticales.

A s ín t o t a s  g e n e ra le s  u  o b lic u a s :

Vy  =  m  x  +  b : m  =  l ím  -  =  l i m  log x =  +  co
«  X  * * -M

n o  h a y  asíntotas generales, la c u r v a  tiene 
u n a  ram a pa ra b ó lica  d e  d i r e c c ió n  vertical.

M á x im o s  y  m ín im o s , c re c im ie n to  y  d e c re c im ie n to :

f ' l x )  =  M o g x  +  x - ^ s  l og x  +  1 ;  f ’ ( x )  = 0  = >  lo g  x +  1 =  0  ; log x =  -  1 ;  x =  e  '

f ( e  1 ) =  e  • lo g  e  =  e • ( - ! )  = - 1

X 0 e ' 1 +  03

f ‘ (x> - 3 +

f l x ) decreciente - 1 creciente

L a  f u n c i ó n  t iene  u n  m í n i m o  a b s o lu t o  en x  =  —  igual a — -  .
e  e

Es c o n v e n ie n t e  e s tu d ia r  c o n  q u é  in c l in a c ió n  se acerca la c u r v a  al p u n t o  ( 0 , 0 ) :

l ím  f* (x )  =  l í m  ( l o g  x + 1)  =  _ «
**0 H *0

C o n c a v id a d  y  c o n v e x id a d , p u n to s  d e  in f le x ió n :  f " ( x )  =  -  ; f " ( x )  =  0  = >  -  =  0
X X

(e cu a c ió n  q u e  n o  t iene  s o l u c ió n ) ,  n o  h a y  p u n t o s  de in f le x ió n .

f " ( x )

+  i

co n ve x a
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C o n  los d a t o s  o b t e n id o s  p o d e m o s  d i b u j a r  la c u r v a :

l a  c u r v a v 3 ‘  — 9
(U n iv .  d e  V a l/a d o lid . 1 9 9 1 )

C a m p o  d e  e x is te n c ia :  3*  -  9  >  0  = >  3 ' > 9 ,  x  >  2  ; y  >  0 

C o r r e  c o n  e l  e je  O X :  y  =  0  = >  3 '  - 9  =  0 ;  x = 2

A s ín t o t a s  h o r iz o n t a le s :  I im  y  =  I im  v / 3 ' - 9  =  = >  n o  h a y  asíntotas h o rizo n ta le s .

A s ín t o t a s  v e rt ic a le s :  N o  h a y  n in g ú n  v a lo r  f i n i t o  d e  x  q u e  haga la y  in f in i t o .  N o  h a y  a s ín to ta s  v e r 

ticales.

«L Hoohflii 3 '  lo g  3

A s ín t o t a s  generales:
v 3 "  -  9  . .  2 v ' 3 ‘ -  9  v / ? - l o g  3
— ----------------  -  I i m      ~    =

.••oo '  •°° 2  / T í
V  3 '

 5 —  )  =  eo = >  la cu rva  t iene u n a  r a m a  p a r a b ó lic a  d e  d i r e c c ió n  vertical.

2  \ / T ^ Ó

M á x im o s  y  m ín im o s :  y* =  3  ‘ 3  -  >  0  = >  la c u r v a  es cre c ie n te  para x >  2  . y  c o m o  para

2 s / y - 9

x - >  2 ’  .  y* +  co en el p u n t o  ( 2 .  0 )  t iene  u n a  t a n g e n te  vertical.

_  i

P u n to s  de in f le x ió n :  y '  =  • 3 "  ( 3 "  -  9 )  2 = >

1 _ 3

y -  =  (  < 3 -  lo g  3 )  (3* -  9 )  2 - l < 3 ' - 9 )  2 13" l o g 3 ) - 3 ' )  =

=  ‘̂ 3  ( 3 . . | o g 3 ) ^ _ l  1 3 '

_  ( l o g  3)*
• 3 '

v / 3 " -  9  2  ( 3 " - 9 ) ^ 3 i - 9

3* -  18

( l o g  3 ) 2 3> 2 (3 *  -  9 )  -  3 '

2  2 ( 3 , - 9 ) v / 3 , - 9

( 3 ' -  9 )  n/ 3 " -  9

y ”  =  0  = >  3 ' -  18  =  0  ; 3* =  1 8  ; x  l o g  3  =  lo g  18 ; x =  -  2 . 6 3  ; f ( 2 . 6 3 )  =: 3lOQ O
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log 

lo g  3 ■feo

f 'M x ) —  0 +

f ( x ) cóncava c o n v e x a

’

3.12 R e p re s e n ta r  g r á f ic a m e n te  la  f u n c i ó n  f :  R - *  R  d e f i n i d a  p o r :

(U n i v .  d e  M u rc ia )

S im e tría s  y  p e r io c id a d :

f { -  x )  =  2  eos ( -  x )  -  e o s  2 ( — x )  =  2 c o s  x -  eos 2 x  =  f ( x ) la f u n c i ó n  es piar.

L a  f u n c i ó n  h :  R  -*  R  d e f i n i d a  p o r  h ( x )  =  2  eos x es p e r ió d ic a  d e  p e r io d o  T ,  =  2  n .

L a  f u n c i ó n  g :  R  -*  R  d e f in id a  p o r  g ( x )  =  c o s 2 x  es p e r ió d ic a  d e  p e r i o d o  T 2 =  ^  =  ir .

zp2 =  - y  =  y  = >  T  =  1 T ,  =  2  T 2 =  2 n  es el p e r i o d o  de la f u n c i ó n  f =  h  -  g.

P o r  ser la f u n c i ó n  p e r ió d ic a ,  de p e r i o d o  2 j i . s ó lo  t e n d r e m o s  q u e  e s tu d ia r la  e n  el i n t e r v a l o  I - r r , j r |

y  p o r  ser f u n c i ó n  p a r  sólo  la  t e n d r e m o s  q u e  e s tu d ia r  en el in te rv a lo  [ 0 .  tr J

C o r te  c o n  lo s  ejes: x  =  0  = >  f ( 0 )  =  2  • eos 0  -  e o s  0  =  2  -  1 =  1

V =  0  = >  2  eos x -  eos 2  x =  0  ; 2  eos x  -  (2  eos2 x  -  1) =  0  ;  2  eos2 x - 2  eos x - 1  =  0  = >

eos x =
_ 2  ± > f A + 8  _  2  ± 2 > / 3  _  1 ± y ^ 3 c o s x =  1 ^ 3 * 1 ^ 7 3 2  = _ 0 6 6

(la s o lu c ió n  >  ]  n o  s irve ).

A l  c o r t a r  la  gráfica de y  =  eos x , e n  el in t e r 

v a lo  [ 0 ,  7r) . p o r  la re c ta  y  = - 0 , 3 6 6 ,  resulta 

q u e  h a y  u n  p u n t o  d e  c o r t e ,  en el in t e r v a l o  |0,?r|.
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Máximos y  mínimos:

f ' ( x )  = - 2 s e n  x  +  2  sen 2 x  ;  f ' ( x )  =  0  -  sen x  4 - sen 2 x  =  0  ; - s e n  x  +  2 sen x  c o s x  = 0  ;

s e n x  =  0  = >  x , = 0 ;  x 2 =  ir

sen x  ( -  1 + 2  eos x )  = 0

1 -  2  e o s  x =  0  = >  e o s  x  =  j  = >  x 3 =  |

f ( 0 )  =  1 ;  f ( » r )  =  2 ( — 1 }  —  1 =  -  3  ;  f ( ^ )  =  - 2 eos2 ^  +  2  e o s  |  +  I =  - 2 ■  I  +  2 ■  1 +  1 =

f " ( x )  =  — 2  e o s  x  +  4  e o s  2  x  

f " ( 0 )  =  —2  -1 +  4 - 1  =  2  >  0

f " < § )  =  — 2  - i  +  4 < -  T ) < Q

m í n i m o  e n  x  =  0

m á x i m o  en x  =  —
M2  2

f ' ( i r )  =  — 2 ( — 1 )  +  4  ( 1 )  >  0  = >  m í n i m o  en x  =  ir

C o n  los c á l c u lo s  h e c h o s  p o d e m o s  d i o u j a r  la c u r v a .

X

N
)|

CO
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C A P IT U L O  1 4

INTEGRALES INDEFINIDAS

P R I M I T I V A S  D E  L A S  F U N C I O N E S  R E A L E S  D E  U N A  V A R I A B L E  R E A L

S e a n  f  y  F  d o s  fu n c io n e s  tales q u e  sus c o n j u n t o s  d e  d e f in ic ió n  c o n t ie n e n  u n  m i s m o  in te rv a lo  I 

de R .  S e  d ice  q u e  F  es u n a  p r i m i t i v a  d e  f  en I si y  s o lo  si F  es d e r iv a b le  e n  I y  t ie n e  p o r  f u n c i ó n  d e 

r ivada e n  I la f u n c i ó n  f .  es d e c i r ,  F ' ( x )  =  f ( x )  para t o d o  x € l .

Si la f u n c i ó n  f  a d m i t e  u n a  p r i m i t iv a  F  en I ,  el c o n j u n t o  d e  to d a s  las p r i m i t iv a s  d e  f  en I está f o r 

m a d o  p o r  las fu n c io n e s  F  +  C ,  s ie n d o  C  u n a  c o n s ta n te  real c u a lq u ie ra .  A  este c o n j u n t o  se le  l la m a  i n 

tegral i n d e f i n i d a  de f  y  se s im b o l iz a  p o r  la n o t a c ió n .

J  f ( x ) d x  =  F ( x )  +  C

le yé n d o s e  el p r i m e r  m i e m b r o : in te g ra ! d e  f f x )  o  d e  f f x )  d x .  A  la f u n c i ó n  f  se le l la m a  fu n c ió n  a  in te  

g ra r  o  fu n c ió n  s u b in te g ra l. y  al p r o d u c t o  f  ( x ) d x  e x p re s ió n  s u b in te g ra !

Si la f u n c i ó n  F  es u n a  p r i m i t iv a  de f  en el in t e r v a l o  I .  t a m b i é n  F  es u n a  p r i m i t i v a  d e  f e n  c u a l 

q u i e r  in t e r v a l o  J  C  I.

Si F y  G  son d o s  p r im i t iv a s  d e  u n a  m is m a  f u n c i ó n  f  en el in te rv a lo  I ,  las d o s  f u n c i o n e s  t ie n e n  la 

m is m a  d e r iv a d a  en I, y  s u  d i f e r e n c ia  será u n a  f u n c i ó n  c o n s ta n te  en I ,  es d e c i r ,  e x iste  u n  n ú m e r o  real C  

tal q u e  F ( x )  -  G ( x )  =  C  para t o d o  x  €  I.

Si F  es u n a  p r i m i t iv a  d e  f  e n  el in te rv a lo s  I ,  y  G  es u n a  p r i m i t iv a  d e  f  e n  el in t e r v a l o  l 2 ,  s ie n d o  I ,  

d i s t i n t o  d e  l 2 , la p r o p ie d a d  a n t e r io r  p u e d e  n o  c u m p li r s e .

N o  t o d a s  las fu n c io n e s  t ie n e n  p r im i t iv a ,  p e ro  s í  to d a s  las fu n c io n e s  c o n t in u a s  e n  el in te rv a lo  I p o 

seen u n a  p r i m i t iv a  e n  I ,  y  p o r  lo  t a n t o  u n a  in te g ra l in d e f in id a  .

P R O P I E D A D E S  D E  L A  I N T E G R A L  I N D E F I N I D A .

Si F  es u n a  p r i m i t iv a  d e  f  en I :

2 ? ) f ( x )  d x
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3 6 8  I N T E G R A L E S  I N D E F I N I D A S

3 ? )  / l L f-( * ü d x  =  f ( x )  +  C
./ d x

4°) J  d  | f ( x )  ) = f ( x )  + C

E sta s  p r o p i e d a d e s  n o s  d i c e  q u e  los s ig n o s  d e  d e r i v a c i ó n  (o  d i f e r e n c i a c i ó n )  y  d e  i n t e g r a c i ó n  se 

d e s t r u y e n ,  p e r o  c u a n d o  el d e  i n t e g r a c i ó n  v a  d e l a n t e  h a y  q u e  s u m a r  u n a  c o n s t a n t e

5 9 )  S i  X e s  u n a  c o n s t a n t e :  J \ - i { x )  d x  =  X  j f ( x )  d x

6 9 )  Si  X , , X 2 .  X n s o n  c o n s t a n t e s :

J  (  X ,  • f ,  ( x )  + X 2 - f 2 ( x )  +  ••• + X n - f n l x ) ) d x  =  X ,  I  f , ( x ) d x  + \ 2 J  f 2 ( x ) d x

+  + X nJ f n ( x ) d x  

7 9 )  f l M d x  =  F  ( x )  +  C  O  J " f l a x ) d x  =  1 - F ( a x )  +  C

8 9 )  | f ( x ) d x  =  F  ( x )  +  C  O  | " f ( x + b ) d x  =  F ( x + b )  +  C

J f ( x ) d x  =  F ( x )  +  C  O  j  f ( a x  +  b ) d x  =  1 - F ( a x + b )  + C

+  ••• +

99)

C A L C U L O  D E  P R I M I T I V A S .

N o  e x is te  u n  m é t o d o  g e n e r a l  p a r a  c a l c u l a r  las p r i m i t iv a s  d e  las f u n c i o n e s  e le m e n ta le s .

P ara  h a l l a r  t o d a s  las p r i m i t iv a s  d e  u n a  f u n c i ó n ,  b a s ta  o b t e n e r  s ó lo  u n a  p r i m i t i v a .  T o d a s  las res tantes 

p r i m i t iv a s  s o n  igu a le s  a  la  h a l la d a  m á s  u n a  c o n s t a n t e .

E l  c á l c u l o  d e l  c o n j u n t o  d e  las p r i m i t iv a s  d e  u n a  f u n c i ó n  se l l a m a  in te g r a c ió n  d e  esta  f u n c i ó n .

L a  d e r iv a d a  d e  u n a  f u n c ió n  e le m e n ta l es o t r a  f u n c ió n  e le m e n ta l,  p e r o  la p r i m i t iv a  d e  u n a  f u n c ió n  e le m e n ta l p u e d e  

q u e  n o  se p u e d a  e x p re s a r  c o n  la  a y u d a  d o  u n  n ú m e r o  f i n i t o  d e  f u n c io n e s  e le m e n ta le s , asi o c u r r e ,  e n tr e  o tr a s , c o n  la s  p r i 

m it iv a s  d e  las f u n c io n e s  f ta le s q u e  f ( x )  e s  ig u a l a

1 e o s  x s e n  x  / T  ¿
e . -------------------------  .    .   .  V  1 — a  sen x

lo g  x  x  x

D e  la  d e f i n i c i ó n  d e  f u n d ó n  p r i m i t i v a  y  d e l  c u a d r o  d e  d e r iv a d a s  d e  f u n d o n e s  e l e m e n t a le s  y  d e  f u n 

c i o n e s  c o m p u e s t a s  s e  d e d u c e  el c u a d r o  d e  in te g ra le s  in m e d i a t a s .

E l  s ig u ie n t e  c u a d r o  se s u p o n e  v á l i d o  p a r a  t o d o  in t e r v a l o  I c R  e n  el q u e  la f u n c i ó n  f  e s  c o n t i n u a  y  

d e r i v a b l e .  c o n  las o b s e r v a c i o n e s  in d i c a d a s  a  la d e r e c h a  d e  ca d a  f ó r m u l a .

O m i t i r e m o s  e n  t o d a s  las p r i m i t i v a s  la  c o n s t a n t e  d e  i n t e g r a c i ó n .
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I N T E G R A L E S  I N M E D I A T A S E J E M P L O S

í  [  f  ( x )  r  f ' l x l d x  =  I f * x , l " "  ( „ *  „
. /  n  +  1 =  T

i -

f  ' / T d x  .  ’  , 2 

2  1

« *  ,  i  r  3  i  l a x  +  b )4 
I  l a x  +  b )  d x  n  -  1  < a x  +  b )  - a d x  =  -  ------- - ----------

f .  d X  =  1  / * | a x  +  b )- 3  a  d x  a  1 <a*  +  b>~2
J  l a x  +  b )3  *  J  3 - 2

i  r 1
1  V s e n  x  e o s  x  d x  =  /  l i e n  x )2  c o i  x  d x  =  -------  =

^ + 1

=  |  l i e n  x )2

- i  ~  

r _ ^ L d x = _  r , _ x )  2 1- i , d X  - -  — —  =

;  - i + i

=  -  2  < -  x )2  =  -  2  v /-~ > r

I  T T T  d *  =  ' ° 9  > f < x ) 1 f ( x ) *  0  
. /  f ( x )

r  d x  i  f  a 1  . i U l
f  -------------- =  -  1 ------------- d x  a  -  l o g l a x + b l
/  a x  +  b  «  J  j x  +  b  a

2

f  a  /* ~  d x  =  l o g  1 l o g  x  1 
J  x I o q  x  J  l o g  x

f  f  ~  s e n  x  ^l t g x d x  =  —  1  ---------------  d x  =  — l o g  1 c o i  x  1
J  J  c o i  X

f  « .  1  r c o s  ( a x  +  b )  a
|  c t a  l a x  +  b ) d x  =  -  1  ------------------------------- d x  =

J  a  J  t e n  < a x  +  b |

=  1  l o g  l i e n  l a x  +  b  1

í  t M  4*1 , U »I  e • f  ( x ) d x  =  e f  e* d x  =  e"

f  •**b  1 /* « * « b  1 a«*b
l e  d x  =  -  l e  • a d x  x  =» —  e
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1

J  e "  * x d x  =  ^  J"  e *  * ( 2 x ) d x  =  ^  e "

f e * *  . |‘  1 „  '9*I  — —  d x  =  1  e  • ----------——  d x  =  e

J  e o s .  c o i  X

r  ¿  i  / r  

J  v ¿ d*  2 / e 2 v ^ r  2 *

I  a , U  - f ' ( x ) d x  =  i ----------- ( a  >  0 ,  a  *  1 )
J  l o g a

f  a ‘ d x = - J * l  
j  l o g a

r  5 « * 3  j  f  5 * * 3  i  , 5 * * 3
/ a  d x  a  -  |  a • 5  d x  »  -  i --------------

J  5  J  5  l o g  a

.  » C  M«r «  .  «  X "  > 

d x ,  |  «  d x a  -

J  v ^ i - x 2

j  s e n  f ( x )  • f ' ( x )  =  -  e o s  f < x ) |  s e n  x  d  x  =  -  e o s  x

|* s e n  ( a x  +  b )  d x  ~ J  J  * e n ( a x + b ) - a d x  =

=  -  — e o s  ( a x  +  b )  
a

í  ier" ‘/'*  d x  a  2  f  s e n  v ' x  • — —  d x  =  - 2  e o s \ Z ) T

J  Vx J 2Vx

j e o s  f ( x )  • f " ( x )  d x  =  s e n  f ( x ) 1 e o s  ( a x  +  b ) d x  a  ^  j"eos ( a x  + b ) - a  d x  =  ^  s e n  ( a x  +  b )

r  2* 2 *  i  /* 2 »  2 »  i  2 .  
/ e  c o s e  d x  =  -  1 e o s  e  • ( e  - 2 ) d x  =  - s e n e

J  2.1 2

f c o ‘ ( - e « 9 x ) d x ,  f cos(arctgx). »  d X l B  

J  1 + x 2  J  1 + x 2

=  s e n  ( a r e  t g  x )

/ - f 7 X ) -  d X =  /  i 1 + t g 2 f ( x ) ) . f ' ( x ) d x  =
J  coVU x)  J

=  t g f ( x )

í  d *

-• c o s 2 x  9 X

f  d x a i  f  3 X 2  d x =  » 3  

J  e o s 2  x 3  3  J  c o s 2 x 3  3
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/ — ^ i d x =  /  I 1  +  Ctg2 f < x ) ] f ' ( x ) d x  =  
J  sen2 f ( x ) J

=  -  c t g f ( x )

/

/

d x

sen2 (5  +  x 2 )
dx

1  f _ í  
a J ^ 2 U

■U.

s e n 2 (a x  +  b» a ^  sen2  í* x  +  b) 

2x

d x  a  -  c tg  (ax +  b)

d x  a  -  -1 c tg ( 5 + x 2) 

sen2 (5  +  x 2 ) 2

/
f '(x>

> / l - C  f ( x )  I2

d x  =

are sen f ( x )  

- a r e  eos f ( x ) t e

j  . .

are  sen x

- a r e  co»  x

l í  L
a J  n/T7¡;n /  1 -  (ax +  b )2 a '  v ^ - ( a x  +  b l2

d x  =

7  are  sen (ax+ b)

-  - á r c e o s  (ax+b)

t e - / 7 ¡ 3 - /

d x

- ( ! ■ )

1 2
-  are  sen -  x 
2  3

1 2
-  -  are  e o s  -  x

2  3

I  H x )

'  1 + f f ( x ) | -

d x  =

are tg f ( x )

- a r e  c t g  f ( x) /
d x

1 +x *

are  tg x 

-  are c ig  x

f -  d »  - j f — i
■* 1 +  (a x  + b l2 * • ' l+ ( a x

■dx
(a x  + b )2 l+ ( a x  +  b )2

/ ■ - £ - * . - I  “ c '9 ' '
'  1 +  e2* '  -  are « g e *

J  1 + x  2  J  1 +  ( x  ,

f  ^ d x = ü  f  1

• ' 4 + ( 8 x  +  6 )2  4  J  1 + (4>

-  are  tg (a x  +  b) O

-  -  are  c tg  (ax + b)

^ are  tg x 2

-  1  are c tg  x 2 
2

d x  =
( 4 x  + 3)‘

5 i  r  i

4 4  j  1 +  M K
d x  =

1 +  (4 x +  3)

—  are tg ( 4 x  +  3 )  
16

a re  c tg  ( 4 x  + 3 )
16
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M E T O D O  D E  S U S T I T U C I O N  O  C A M B I O  D E  V A R I A B L E

Si f  es u n a  f u n d ó n  real c o n t in u a  e n  el in te rv a lo  [ a . b | y  g u n a  f u n c i ó n  b i y e c t iv a  d e l in te rva lo  

| a , 0 )  so b re  [ a .  b ) , d e r iv a b le  y  c o n  d e r iv a d a  c o n t i n u a ,  d e f in id a  p o r

x  =  g  ( t )

se t ie n e ,  al ser d x = g ' ( t ) d t :

f  f( x )  d x  =  J  f | g ( t ) l  g ' ( t )  d t  (1

estando la ú l t im a  integral d e f i n i d a  e n  el in t e r v a l o  [ o  ./31-

P rá c t ic a m e n te  se s u s t i t u y e  x  p o r  g ( t )  y  d x  p o r  g’ ( t )  d t .

El m é t o d o  d e  s u s t i tu c ió n  se aplica  c u a n d o  la integral d e l  s e g u n d o  m i e m b r o  d e  <1) es más sencil la  

de c a lc u la r  q u e  la  d e l  p r i m e r  m ie m b r o .

A  m e n u d o ,  la  s u s t i tu c ió n  se ex presa d e  la f o r m a  t  =  h ( x ) .  o  b ie n  d e  la f o r m a  i ( x )  =  M t ) .

D e s p u é s  d e  c a lcu la r  la  integral del s e g u n d o  m ie m b r o  d e  ( 1 ) ,  se ha d e  s u s t itu ir  la variable  t  p o r  su

e x p re s ió n  en f u n c i ó n  d e  x.

Sea calcular 1 =  j  ' / - x  d x

H a c ie n d o  el c a m b io  - x  a  t 2 :  (—  1 )d x  =  2 t d l .  d e  d o n d e :  I a  J t ( — 2 1) d t  =  — 2  j A n . - í f  \ J T -

Sea calcular I =  /  — - ---------dx

J

Haciendo el cambio e*—  5 =  t2 : eKdx a  2 t  d t , de donde: I a  J  a  2 J " d t  =  2 t  = 2 V e * -  5

*>3

I N T E G R A C I O N  D E  F U N C I O N E S  R A C I O N A L E S .

Para el c á l c u lo  d e  la integral /  5 ^ d x

d o n d e  P ( x )  y  Q ( x )  s o n  p o l in o m i o s  e n te ro s  en x  c o n  co e fic ie n te s  reales, se e fe ctú a  la d iv is ió n  d e  P ( x )  poi  

Q ( x )  (só lo  en el caso d e  q u e  el g ra d o  d e l n u m e r a d o r  sea igual o  m a y o r  q u e  el d e l  d e n o m i n a d o r ) :

P ( x )

R ( x )

° < x )  _  P (x »  C ( x )  +  R ( x ,

C ( x )  Q ( x )  Q ( x )

f e d x =  f  C ( x )  d x  +  t e  d xJ QM J  J  Q ( x )

J C ( x )  d x  es in m e d ia ta  ya q u e  C ( x )  es u n  p o l i n o m i o ,  q u e d a n d o  el p r o b l e m a  r e d u c i d o  ai c á l c u lo  d e  la

- /

in tegral ,

Í i í ’ d x
Q ( x )
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en d o n d e  el g ra d o  d e l n u m e r a d o r  es m e n o r  q u e  el d e l  d e n o m in a d o r .

Si a, b , •• • son las raices reales d e  la ecu a c ió n  Q ( x )  =  0 ,  de órd e n e s de m u lt ip l ic id a d  a ,  /?,•••, 

y  p  • q i ,  r  i  s i . - . • las raices im aginarias  c on jugadas c o n  órd e n e s d e  m u lt ip l ic id a d  X , p ,  . es decir

Q l x )  =  < x - a ) a <x — b ) 0 . . . - I  ( x - p ) ? + q 2 )x [ { x  —  r ) 2 +  s2 !"••••

R  (x )
se d e s c o m p o n e  ---------- e n  fracciones sim ples:

Q l x )

" | 2 l .  +  -  +  +

O ' * 1 ( x - a ) “  ( x - a ) “ - '  * - a

b ,  b m  b ,
+  — E—  +  — — —  +  • •.  + ------------- +

( x - b ) 0 I x - b ) ^ 1 x - b

M X x  +  N* M ^ x  +  i y ,  t . M i * + N ,

[ |x— p>2 +  q 2 | | < x - p ) 2 + q 2 1X “ 1 <x — p ) 2 +  q 2

, V i ^ V .  , , S >* +  T > ,

| ( x - r ) 2 + s Y  ( ( x — r)2 + s 2 l #i_1 (x - r ) 2 +  s2

Para calcular los coefic ientes A q (  A q  J .  . A , .  B0 . B¿J_ , , ------- , B , .  M x , N x .  , S 1 # T |# se

red uce la ex p re sió n  a n te r io r  a la f o r m a  entera m u lt i p l i c a n d o  a m b o s  m ie m b r o s  p o r  Q l x ) .  E n  la fo rm a  

entera se sustituye, e n  a m b o s  m ie m b r o s ,  la x  p o r  los valores de las raices reales, lo  q u e  nos d a r á  d ire c ta 

m e n te  A q , B ^ , ------- ;  después se igualan los coeficientes de los t é r m in o s  d e  igual g rado  hasta o b te n e r

tantas ecuaciones c o m o  coefic ientes fa lte n  p o r  d e te rm in a r.

H allada la d e s co m p o sic ió n  e n  fracciones sim ples, n o s  q u e d a rá n  integrales d e  los siguientes t ipos:

1?l A - =  A - l o g  I x - a l

2 ? )  d x  =  A  f l x - a ) ~ n d x  =  A  -  =  z ñ - . - J ------------  < n * 1 )
J  l x - a > "  J  - n + 1  n  — 1 ( x - a ) 0" ’

3  o)  ¡  d x

d 2

/ M x  4- N  

I x  —  p ) 2  +  q ‘

í  M x  +  N

J  [ f x - p ) 2 + c

4 ? )  /  — T  "  d x  ( n e N . ,
• V ] "

/ M x  +  N

< x - p ) 2 +  t
Las integrales d e l t i p o  I =  / -------------- =----------  d x  se ca lcu la n  e x p re s a n d o  el n u m e r a d o r  en fo rm a

O2
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d e l p r o d u c t o  d e  u n a  co n s ta n te  (q u e  se saca fuera del s igno integral)  p o r  u n a  s u m a  de d o s  s u m a n d o s ,  el 

p r im e r o  de ellos q u e  sea 2 x  -  2 p ,  derivada d e l d e n o m in a d o r ,  y  el se g u n d o  u n a  c o n sta n te . L a  integral

• ' ( x )
se d e s c o m p o n e  en d o s , u n a  de ellas d e l t i p o  lo g a r ítm ic o  | d x  =  log l f ( x ) l  y  la o t r a  d e l t i p o  ar>Í -J

f  f ' l x

J  1 + | f ( :

' ( x)
c o t a n g e n t e  f  1----------------  d x  =  a re  tg  f ( x ) .

( x ) | 2

Los pasos a seguir son los siguientes:

a ) .  Para o b t e n e r  2 x  en el n u m e r a d o r ,  se m u lt ip l ic a  éste p o r  ^  . y  fuera  d e l s igno integral p o r  —  :
M  2

.  =  M
S \

2  M - x  +  —  -N
V d x  =

x p)"

/ 2 x *

---------

( x - p )

2 +  q 2
dx

b ) .  Para o b t e n e r  el s u m a n d o  2 x  —  2  p  en el n u m e ra d o r ,  se suma a éste — 2 p  *- 2 p  ( -  0 ) :

2 x  -  2 p  *- 2 p  +  —  f  I 2 x - 2 p ) + ( 2 p  +  2 £ l )„  r 2 , - 2 P . 2 p ^  _  „  r a * - w  +  « p  >

2 J  ( x - p ) 2 +  q 2 2  J  ( x - p ) 2 + q *

M
-------d x

c) .  Se d e s c o m p o n e  la integral e n  d o s , la p r im e ra  d e  ellas es in m e d ia ta  p o r  ser el n u m e r a d o r  la de 

rivada d e l d e n o m in a d o r :

2 N

! =  ~  / ■■•‘ — / e - :  d x  +  2  I   - | í - j d x  =  j l o g | ( x - p l J + q J | +

r  r  2 p  +  :
—  I  . . 2 - 2 P . . -  d x  +  M  /  -------------
2 J  < x - p ) 2 +  q 2 2  J  ( x - p )

' f — 1-----------J  Q2 +  (x  —  p ) 2+ f ,2p+ I T 1 1  - dx tol

d ) .  Esta ú lt im a  integral es d e l t i p o  a r c o  t a n g e n t e :

Í    d x  =  —  f   -------------------d x  =  — ■ • q  f ---------------- - -------------- d x  =  -  a re  t g (  -  -  P
J  q7 + (x—p)2 q ^ . / 1 + ( í _ B , 2 Q2 J  í + ( — — H| q ' C'

' q q ' q q

l levando este v a lo r  a  (a )  o b t e n e m o s :

i = ^ i o g | ( x —p, ’  +  q’ H -  M | U l . a r c t 9 ^

_ í  M x + N

J  ( x - p ) 2 +  q
L a  integral I -  / ----------------------------d x  se p u e d e  resolver ta m b ié n  h a cie n d o  el c a m b i o :  x - p  =  q  • u  ;

q 2

x  =  q - u  +  p .  d x  =  q d u :
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,  =  [m( q u  +  p l  +  N  =  o .  / '.M q u  +  M p + N  d u  _  1_ f  M q u _  d u  +  ¿ f  M p + N

J  q2u2+ q 2 q2-/ u2+ 1  Q J  u2 +  1 Q J  u2 +  l
d u  =

M q  r ^ d u +  M £ + N  r _ L _ d u =  «  | o g i u » +  , »  +  “ % ^ . r e « a u  
2q J  u2 + 1 Q J  i + u2 2 q

d e s h a c ie n d o  el c a m b i o :  I =  y  lo g  [ ( ^ r " ^ ) 2 +  i ]  +  M Pq * - -  a r c  l 9

Sea c a lc u la r -  / V —9 * + , S  dx
^  (x  —  1) 2 ( x  +  2 )

El g ra d o  del n u m e ra d o r  es m e n o r  q u e  el g ra d o  d e l d e n o m in a d o r . L a s  raices d e l d e n o m in a d o r  s o n  1 (d o b le )  y  - 2 ,  

d e s c o m p o n ie n d o  en fra c c io n e s  sim ples:

A  .  B  .  C  A ( x  +  2 )  +  B ( x  —  1 ) ( x  +  2 )  +  C ( x —  1  )23 x  —  9 x  +  15 A  ,  B-----------------------------  a     +   -T------------
(x — 1 ) 2 (x + 2 ) ( x - 1 ) 2 x + 2 ( x - 1) 2 (x  +  2 )

3 x 2 —  9 x  +  15 a  A ( x  +  2 )  +  B ( x -  1 ) ( x  +  2 )  +  C ( x - 1 ) 2

p a ra  x a  i  :  9  B  3 A

p a ra  x  =  - 2 :  4 5  =  9 C

2c o o f .d e  x*  :

I

3  =  B  +  C

= >  A - 3 .  C *  5 ,  8 *  —  2

- i  . 1

f (  3 ( x —  1 )“ 2 -  +  —  ) d x  a  3  ^ -----------------2  lo g  I x - l l  +  5  lo g  Ix +  2
x - 1  x  +  2 '  - 2  +  1

3  - 3  

x - 1
-  2  lo g  Ix  -  1 1 +  5 l o g  I x  +  2 i

Sea c a lc u la r
f  S x 3 —  x  +  ? x  —  1 d ,

J  x 3  +  x

C o m o  el g ra d o  d e l n u m e ra d o r  es ig u a l q u e  el del d e n o m in a d o r , se h ace la  d iv is ió n :

5 x 3 —  x 2  +  2 x  —  1 1* 3X ~ +  X

- 5 x J  —  5 x

—  x 2 —  3 x  -  1

5 x 3  — x 2 +  2 x  —  1 .  x 2 + 3 x +  1

x 3 + x

a  5  -
x 3 + x

( 1 )

D e s c o m p o n g a m o s  la  f ra c c ió n  d e  ( 1 )  e n  fra c c io n e s  sim ples:

X  a  O

x 3 +  X -  o  = >  x ( x 2 +  1 ) =• O  = >

x 2  +  1 a  0 .  raices im a gina rias 

x 2 + 3 x  +  1 A  ,  B x  +  C  A ( x 2 + 1 ) +  ( 8 x  +  C ) x

t (x 2 + 1) x * +  1 x ( x 2 +  1)

x 2 + 3 x  +  1 = A ( x 2 +  1 ) +  ( B x  +  C ) x

p a ra  x  =  0 :  1 =  A

c o e f  d e  x 2 :  1 =  A  +  B

l

coef. d e  x : 3  =  C

A = 1 .  B  =  0.  C  =  3
x  +  3 x  +  1 1 .  3

-  + --------------.  de donde :
x J + x  *  x 2 + 1

=  f  ( 5  -  — ---------- 2 —  ) d x  -  5 x  -  l o g  I x I -  3  ar e tg x
J  \ x  x + Y
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Calcular =  f  — ------ -----------d x  (U niv. de  C a s t i l la -La Mancha 19911
J  x 2 +  2x +  3

x +  2 x  +  3  =  O = >  x
- 2 *  V 4 - 1 2  - 2 1  >/— 8 - 2 ± 2 \ ^ i -  1 i V 2

4 2 2

x 2 +  2 x  +  3  =  '(x  +  1 - \ / 2 ¡ ) ( x +  l + v / 2 i )  =  ( x +  I ) 2-  <\/2i)2 =  (x  +  1>2 + 2

A l  ser imaginarias las raíces del denominador, la integral se puede descomponer en dos, una del tipo logarítmico y 

la otra del tipo arco tangente.

2 * + 2  +
J  x 2 +  2 x  +  3 2 J  x2 +  2 x  +  3  J  x2 +  2 x  +  3 2  J  (x  +  1 )  +

. - j  . . .  .

d x  =
2

d* =

l y / 2  f  —  d x  =  ^ a r c , g l ± i  = > < 1 ) :  i =  ^  log ( x2 + 2 x  +  3 )  -  ^  are tg

2  J  1 + < * ± ± \ 2 2 y/2 2 2

M E T O D O  D E  I N T E G R A C I O N  P O R  P A R T E S .

Sean u  y  v  d o s  fu n c io n e s  d e r iv a b le s  y  c o n  d e r iv a d a  p r im e r a  c o n t in u a  e n  el in te rva lo  I. se verif ica :

/ ■
( x )  • v* ( x I d x  =  u  ( x )  • v  ( x )  - j  v ( x l - u M x )  d x

Esta f ó r m u l a  se lla m a  d e  in te g ra c ió n  p o r  partes.

L a  f ó r m u l a  d e  in te g ra c ió n  p o r  p artes  suele usarse e n  f o r m a  s im p lif ic a d a  :

•dv =  u - v  —  | v  d uJ" u - d v  =  u  - v  —  J

y  la m e cá n ica  q u e  se sigue para c a lc u la r ,  p o r  e j e m p l o ,  la in te g ra l  E  =  /  f  ( x )  - q ( x ) d x  es la siguiente: 

u  =  f ( x )

d v  =  g ( x )  d x

d u  =  f ’ ( x )  d x

g ( x ) d x  =  G l x l/
E  =  f l x ) - G ( x )  -  / G ( x ) - f ’ { x ) d x

/
Se e m p le a  en los casos en q u e  la f u n c i ó n  a  in te g ra r  c o n te n g a  u n a  f u n c i ó n  t ra n s c e n d e n te  de d e r iv a -

da a lg e b ra ic a :  lo g  f ( x )  . a r c s e n f ( x ) ,  a r c c o s f ( x ) ,  a r c t g f ( x ) .  a r c c t g f ( x )   id e n t i f ic a n d o  u

c o n  la  f u n c i ó n  trascende nte .

Sea calcular 

u  =  log x 

dv n  x n d»

d u  a  —  dx
X

I =  J x n - l o g x  dx

n . l  f  n . t  ,  n« 1  ,  f

=  ( l o g x )  í —  -  i  — • - d x  =  —  l o g x -  —  /  x °
n +  1 ./ n + 1  x n +  1 n + 1  J

dx

n  +  1
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PROBLEMAS

1 4 . 1  C a lc u la r  l  =
í  -J  (X  -  I ) 2

( U n i v .  d e  S a n t i a g o )

i -  I  u  i r 2 d x  -  , x ” 1 )  2 ' ( x _ 1 1  1 _ 1  
J  - 2 + 1  - 1  X - 1

1 4 . 2  C a lc u la r  l =  J  Ü ± - * ^ d x

tun

r 7  - i  1  2  ^ * 1  f * i  

I =  í  1 + 2 x + x  d x =  i ( x  2 + 2 x 2 + x 2 ) d x  =  - ------------ +  2 - * -----------+  --------------=

x ^  J  ' 4 + 1  ? + 1  I + 1

iv. d e  M u r c i a )

2 - ' * r  * F

1 4 . 3  C a lc u la r  ! =  jr ||09 x ) ' d x

I =  /  (lo g  x | 3  • 1  d x  =  « 0 f l x ) 3 , . 2  
J  x  3 + 1  <

[  ( lo g  x ) "

ft/n/V. d e  G r a n a d a )

1 4 . 4  C a lc u la r  I =  [ ' ° * * 3  d x

l = / i ^ d x . 2 / ( l o g x ) , . l d x  =  2 Í ! £ i f i ^ =  [ ^ 7
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14.5 C a l c u l a r /i =  s e n 7 3 x  • e o s  3 x  d x

| = I  J  (sen 3 x ) ^ c o s  3 x  3 )  d x  =  I

2 . 1
1  (sen 3 x > 3 
9

14.6 C a lc u l a r

/
| =  / tg  x  d x

- I
l = _  , z i ^ dx =

eos x
-  lo g  I c o s  x

14.7 C a l c u l a r
' = Í ± - 9

d x

(U n iv .  (fe  M a d r id }

I =  i  f  - 2 í -  
2 J  x ^ 9

d x 1  l o g  ( x 2 +  9 )

1

4.8 C a l c u l a r

■ /
I =  I ^  X ~  005 ^  d x

sen x  +  eos x
(U n iv .  d e  L a  L a g u n a )

l =  f  c o s x ^ s e n x  d x = _  f lse n  x  +  eos x) ~ d x  I ,o g  x n  , i e o l ,  

f  sen x +  c o s x  J  (sen x  + c o s x )

C a l c u l a r
í y / i r *

dx

( U n i v .  d e  M u r c i a )

M u l t i p l i c a n d o  n u m e r a d o r  y  d e n o m i n a d o r  p o r  V e *  .

«

l =  f ^ L dx = 3 . 2 f - d x  = 6  l o g  ( e  + 2 )
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,4 . 10 C a lc u l a r , =  f  - L í J f f i a - d x  
I  sen X '  eos x

( U n i v .  d e  O v ie d o )

x •eos x

_  f  ( s e n 2 x  4- 

s e n :

=  í  d x  +  í  S 2 Ü
I  e o s  x  J  s e n  x

c o s 2 x | + s e n 2 x  d x  2 s e n 2 x  +  c o s 2 x d x  _

sen x  eos x

2 sen2 x  . c o s 2 x
+  •

sen x  eos x  sen x  eos x

d x  =  2 1 —  lo g  Icos x l )  +  log Isen x  I =  -  lo g  (eos  x ) 2 +  lo g  Is e n x h  

sen x I
log

(eos x )7

14.11 Ca lc ula r I = j"x  c o s ( x 2 +  2 )  d x

(U n iv .  d e  L a  L a g u n a )

i  J co¡ ,x7 +  2 ) .  ( 2 x | d x l  sen ( x 2 +  2 )

1 4 . 1 2  C a lc u la r / senJ x d x

(U n iv .  d e  A lic a n te )

sen3 x =  sen2 x sen x  =  (1 —  c o s 2 x )  sen x  =  sen x -  (eos x ) 2 sen x

I  sen x d x  +  J (I =  I  sen x d x  +  | (eos  x  )2 ( -  sen x ) d x  =  -  eos x +  *CO* *  ̂  -
2 * 1

-  eos x  +  ~  c o s 3 x

14.13 C a lc ula r ' = / (2sen*~ ¿ ; ) dx
(U n i v .  d e  M a d r id )

' = 2J
sen x d x  — 1 — — d x  =  2 ( - c o s x )  -  t g  x  =  

' eos2 x

- 2 c o s  x  -  tg x

14.14 C a lc ula r 1 =  1 ---------5— d x

J  SÜ T*

- U

2 x

V l - ( x 2 ) 2

1 2

2
—  ar e  sen x
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14.15 C a lc ula r I = d x

(U n iv .  d e  L a s  P a lm a s  d e  G r a n  C a n a ria )

d x  =

(U n í v .  de  M u r c ia )'

4.16 C a lc u la r
dx

M u l t i p l i c a n d o  n u m e r a d o r  y  d e n o m i n a d o r  p o r  e * : =  f  —  d x  =  ¡are tg ex |
J  le*)  +  1

17 C a lc u la r /i 1 + x  
I =  I  ---------- —  d x

1 + x '

, =  r _ i _ d x + i

. / 1 + X 2 2 J 1 +X2

d x  = are t g x  +  ^  l o g  Í 1 +  x 2

14.18 C a lc u l a r

- f ( x  +  1 ) J

C o n s id e r a n d o  q u e  x 2 + 2 x  =  x 2 +  2 x + 1 - 1  = ( x  +  l ) 2 - l :

l m r t x ± i £ z i d x m  r n — i — > d x = x  _  r ,

J  ( x  +  1 ) 2 J  ( x + 1 ) 2 . /
X +

x +  1

14.19 H a lla r  la  f u n c i ó n  F ( x )  tal q u e  F ( 0 )  =  2  y  q u e

e“

p r i m i t i v a  d e  la  f u n c i ó n

f ( x )  =
e ' + l (U n iv .  d e  M a d r id , 1 9 9 1 )

- í  —)  e* +  1
F í x )  =  i  — 1—  d x  =  l og ( e ' + l )  +  C ;  F ( 0 )  =  2  = >  lo g  ( e ° + 1)  +  C  =  2  ; C  =  2 -  l og 2

F ( x )  =  l o g  (e* +  1)  + 2 - l o g 2
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1 4 . 2 0  C a lc u l a r I =

/
<X»5 X

1 -  e o s  X
d x

(U n iv .

e o s  X -  eos X  +  1

-  eos X  +  1 -  1

y  c o n s id e r a n d o  q u e  1 -  eos x  =  2  s e n 2

' = / ( - ' +  r r ^ ) d x  =  - > + / r r

Í t — i  a x  -  / ' — 1
J  1- <osx J  2se-

d x  ( 1 )

d x  =

2  s e n 2 ^

Í —  ' l
s e n '  -

-  d x  =  -  etg - ( 1 ,  I =  - x - c t g  J

, 4 , 1 D e t e r m i n a r  f l x )  s a b ie n d o  q u e  f'"(x) = 24x ; f"(0) = 2 . f‘(0) = 1 y  f(0) = 0.

( U n i v .  d e  M a d r id )

\
f ' " ( x )  =  2 4 x = >  f ' ( x )  =  / 2 4 x  d x  =  2 4  +  C  =  1 2 x ? +  C  = >  f ' ( x )  =  / ( 1 2 x 2 +  C ) d x  =

I

- f 14

1 2 —  +  C x  +  D  =  4 x 3 +  C x  +  D  = >  f ( x )  =  I  ( 4 x 3 +  C x  +  D ) d x  =  4  — + C  —  +  D x  +  F
3  • • * r   ................   '  4  * 2

f ( 0> =  0  = >  F  =  0  ;  fM O» =  1 = >  D  =  1 ; f " ( 0 )  = 2  = >  C  =  2

d e  d o n d e : f | x )  =  x ‘l  +  x2 +  x

14.22 C a lc u l a r

( U n i v .  d e  N a v a r r a )

H a l l e m o s  las raices d e  x 3 +  3 x 2 -  x  -  3  =  0 . C o m o  la  s u m a  d e  lo s  c o e f ic ie n t e s  es igual a  0 .  u n a  

raiz  es 1. R e b a j a n d o  d e  g r a d o  p o r  R u f i n i :

1 3  - 1  - 3

1 1 4  3

1 4  3  l_g_

x 2 + 4 x + 3  =  0 v  -  - 4 : ^ 1 6 - 1 2  _  - 4 t 2 _

2  2  \  _ 3

D e s c o m p o n i e n d o  e n  f ra c c io n e s  s im p le s : x 2 +  l O x  +  5 A  +  8

¡x  —  1 )  ( x  +  1 )  ( x  +  3 )  X -  1 x  +  1 x  +  3

x 2 +  l O x  + 5  =  A ( x  +  1 ) ( x  + 3 1  +  B ( x — 1 H x + 3 ) +  C ( x - 1 ) | x  +  1

p a r a  x  =  1

•' x  =  - 1  

”  x =  - 3

16 =  8  A

- 4  =  - 4  B 

- 1 6  =  8 C

A  =  2  , B  =  1 , C  =  —  2
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■ M - . V x +  3

=  l o g í x - 1 ) 2 4- l og  i x + 1  l - l o g ( x - F 3 ) 2 =

d x  =  2  l og l x —  1 I +  l og l x +  1 l —  2  l o g  > x  +  3 1 =

l og
( x - i r  lx + 1

l x + 3 ) '

C a lc u l a r | =  f  x 4 —  3 x 3 — 3 x  —  2

J  x 3 - x 2 -
d x

2 x

(U n iv .  d e  C a s tilla  -  L a  M a n c h a )  
( U i n v . d e  G ra n a d a )

x 4 —  3 x 3 -  3 x  -  2

- x 4 +  x 3 +  2 x 2

x 3 - x 2 -  2 x

x - 2

-  2 x 3 +  2 x 2 —  3 x  - 2  

2 x 3 —  2 x 2 - 4 x

x 3 -  x 2 -  2 x

x  3 —  x 2 —  2 x  =  0

-  7 x  -  2

.  x ( x 2 —  x  —  2 )  =  0

x 3 -  x 2 —  2 x  =  x ( x +  I I  ( x - 2 )  

D e s c o m p o n i e n d o  e n  f ra c c io n e s  s im p le s :

x 4 - 3 x 3 - 3 x  - 2  =  _________ 7 x  4 - 2

x 3 —  x 2 —  2 x  

i x  =  0

I x 2 —  x —  2  =  0

7 x + 2 A 4,
x (x - 2 ) ( x 4 - 1 | x

»
x - 2  x  4- i

para x =  0 :  2  = 1 N
) > A  =  - 1

X =  2 :  1 6  = 6 8  ;
8  =  V 6 - !

X =  - 1 :  - 5  = 3  C  ;
c = - §

= x 2

2
-  2  x  4- l o g  l x  I -

7 x + 2  =  A l x - 2 M x  +  l ) + 8 x ( x  +  1)  + C x ( x - 2 )

x  x - 2  x  +  1
d x  =

<
4.24 C a lc u l a r I =

—  6 x  +  9 d x
6 x +  10

( U n i v .  d e  V a le n c ia . 1 9 9 1 )

x 2 —  6 x  +  9  l x 2 -  6 x  +  10

—  x 2 +  6 x  —  10 M

x 2 —  6 x  +  9 

x 2 -  6 x  +  10

1

x 2 -  6 x  +  10

-  1

/< ■  . . .

1 d x  =  x
- h r

dx
(1)

x 2 -  6 x  +  1 0  =  0

x  —  6 x  +  10 x —  6  x  +  10

6  i  V  3 6  —  4 0  6  í  2  i
x  = =  3  í  i
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- 6 x 4 - 1 0  =  ( x  —  3  —  I )  ( x - 3 +  i )  =  ( x  —  3 ) 2 —  i2 =  ( x - 3 ) 2 +  1

d e  d o n d e : I =  x  - i — —  =

J  1  +  ( x - 3 ) 2

x -  a r e  t g  ( x  -  3 )

1

4 . 2 5  E n c o n t r a r  u n a  p r i m i t i v a  d e  la  f u n c i ó n  H x )  -
x 7 -  x  4- 1 

X 3  +  X
( U n i v .  d e  B a rc e lo n a )

x 3 +  x  =  0  = >  x l x 2 +  1 )  =  0
x  =  0

x 7 -*- 1 = 0  (ra íce s im a g in a r ia s )

x ^ _ x _ j _ !  =  +  B x _ f _ C  x 2 _ x  +  ,  =  A ( x 2 +  , ,  +  ( B x  + c ) x

x ( x 2 + 1 )  x  x 2 4- 1

p a r a  x  =  0  : 1 =  A

c o e f .  d e  x ? : 1 =  A  +  B

”  "  x : - 1  =  C

A  =  1 .  B  =  0 .  C  =  —  1

r * L L * ± i d x  =  r ( i  — s _ \ d x  =
J  X 3 + X  . / ' *  X 2  4 -  1

l o g  I x  I —  ar e  t g  x

14.26 C a l c u l a r i =  f - J—  d.
J  X 3 -  1

(U n i v .  d e C i d u M

1 es r a i z  d e  x 3 -  1 =  0  y a q u e  1 3 — 1 = 0 .  R e b a j a n d o  d e  g r a d o  p o r  R u f i n i :

1 0 0  - 1

1 1 1 1

1 1 1 LO

x 3 -  1 =  ( x - 1 ) ( x ? +  x 4 l ) ;  x 2 4 x 4 U 0  = > x =  1 t  V 1 i

1  .  h L l
2  ‘  2

x  4 -  x  4-  1

« 4 í - c f í - ( - + 3)‘ + !
D e s c o m p o n i e n d o  e n  f r a c c io n e s  s im p le s :

1 1 A  B x  4- C

x 3 - 1  ( x -  1 )  |x 2 4 x 4  1 )  x - 1  x 2 4 x 4 1
1 =  A ( x 7 4 - X 4 - 1 )  4- ( B x  4  C )  ( x  —  1)

p a r a  x  =  1 : 1 =  A  • 3

.2  .
1c o e f . d e  x 7 : 0  =  A 4 - B  ¡ = >  A  =  ±  ;  8  =  -  ^  ;  C = - - ^  = >

p a r a  x  =  0 :  1 =  A — C  |

I =  1  I  ( — !—  4 - ~ x ~ 2  ) d x  =  1  log l x - 1 1  -  ¿ J  ( 1 ) ;  S i e n d o  J =  f
3  J  x 2 4  x  4  ]  3  9 3  J

x  +  2
d x

x 2  4 - x  4 - 1

J  se d e s c o m p o n e  e n  d o s  in te g ra le s ,  u n a  d e l  t i p o  l o g a r í t m i c o  y  o t r a  d e l t i p o  a r c o  t a n g e n te :
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j . i  r _ 2 x ± ± . d x = ' r

2 J  x 2 + x  +  1 2 J

( 2 x  +  1)  +  3

X2  +  X  4 - 1

d  1 f j L * ± ^ d x  +  i  f  

2 J  x7+ x  +  ̂ 2 J
d x  =

x z  +  X  +  1

=  —  l o g  ( x 2 +  x  +  1 )  +  ^  K  ( 2 )  ; y  c o n s i d e r a n d o  q u e  x 2 + x  +  1 =  ( *  +  ^ )  +  T :

" /
d x -

2

n/ 3

( 2 x ± i y

1 V 3  '

d x  =

2 # a r c t g 2 * + 1
v  3

l l e v a n d o  este r e s u l t a d o  a ( 2 )  y  a 11) :

I =  - 1 l o g  I x  -  1 1 -  ^  l o g  ( x 2 +  x  +  1)  -  ^  a r e  t g  2 x  *  1 
3  6  3  v/3

14.27 C a lc u l a r I =

H a c ie n d o  el c a m b i o  t  =  lo g  x :  d t  =  —  d x :

I = f  ( lo g  x ) 3

1 d x
x

f  i_____
J  t 3 —  2 t  —  t + 2—  2 ( lo g  x )  -  l o g  x +  2

H a l l e m o s  las ra ic e s  d e  t 3 —  2 t - t  +  2  =  0 .  C o m o  la s u m a  d e  los c o e f ic ie n t e s  es igual 3 0 .  1 es 

r a i z .  R e b a j a n d o  d e  g r a d o  p o r  R u f in i

H ~ T 8  =  1 _ s _ 3  = s 2 ^
2  2  X - 1  ”

t 3  —  2 t  —  t  + 2  =  ( t  -  1 M t  -  2 )  <t +  1)

1 - 2 -  1 2

1 1 -  1 - 2

1 - 1 - 2 0

= >  t  — t — 2 = 0  = >  x =  —

D e s c o m p o n i e n d o  e n  f ra c c io n e s  s im p le s :

1 B

( t  —  1 )  ( t  —  2 )  ( t  +  1 )  t - 1  t  —  2  t - f l

1 =  A ( t  —  2 )  ( t +  1 )  +  B ( t  —  1 )  ( t +  1 )  +  C ( t  —  1 )  ( t  — 2 )

1
para t =  1 : 1 =  A  ( —  1 )  - 2

"  t  =  2 :  1 =  B - 1 - 3

"  t  — 1 :  1 =  C  ( — 2  > I — 3 )

A  =  -

3

1 1

I ==  f  ( — ? ;  +  - L  +  ) d t  =
/ ' t - 1  t — 2  t + 1 '

-  _  i .  lo g  11 —  1 I +  ^  log l t —2  l +  ^ l o g l t + 1 :

—  ^  lo g  l lo g  x  -  1 1 +  1  lo g  I lo g  x  -  2  I +  ^  lo g  I lo g  x +  1
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14.28 C a lc u la r =  J  ( x 2 —  2 x  — 3 )  lo g  x  d x

( U n i v .  d e  M a d r id )

u =

d v  =

log x

( x 2 -  2 x  — 3 ) d x

d u  =  -  d x  
*

X 3  X 2
V =  4 -  — 2 4 —  3 x

-  I =  ( lo g  x | ( ^ 3 - x 2 - 3 x )  

J (  ¿ _ x * _ 3 x ) Í 5  .  ( y - x 5 - 3 x ) l o g x - J | ( i x 2 —  x -  3  í d x  =

1 X 3  .  X 2
T - x 2 - 3 x ) ' 0 9 x - - 3 ^  +  3 x

14.14.29 C a lc u la r  ff(x) d e  m a n e ra  q u e  f ' ( x )  =  l o g ( 4 x 2 + 1 )  y  f  ( 0 )  =  0.
( U n i v .  d e  M a d r id )

f ‘ ( x )  =  l og ( 4 x 2 +  1 ) = >  f ( x )  es u n a  p r i m i t i v a  d e  lo g  ( 4 x 2 +  1 ) :  f ( x ) = J "  l o g ( 4 x 2 + 1 ) d x

In t e g r a n d o  p o r  p a r t e s :

u  =  lo g  ( 4 x  +  1 )  

d v  =  d  x

d u  =  **x d x

4 x 2 +  1 f ( x> =  [ l o g  ( 4 x 2 +  1 ) | x

V  =  X

-  f x  - ® í —
J  4  x 2 +  1

d x  ( 1 )

8 x 2

-  8 x 2 —  2 

- 2

4 x H  1

I  8 x -  d x  =  I  ( 2 ------------ ----------) d x  =  2  x - f —  -----------
J  4 x 2 +  1 J  V 4 x 2 +  1 J  1 +  ( 2 x ) 2

d x  =

=  2 x  -  a r e  tg 2 x  +  C  

l l e v a n d o  e s te  v a lo r  a  ( 1 ) :  f  ( x )  =  x  log ( 4 x 2 +  1 )  -  2 x  +  a re  tg  2 x  +  C  

C o n x )  f< 0 )  = 0 :  f ( 0 )  =  0  • lo g  1 -  0  +  a r e  tg  0  +  C  =  C  =  0

“ 1
f ( x I  =  x  lo g  ( 4 x 2 +  1 )  - 2 x  +  a r c t g 2 x

14.30 C a lc u la r
■ I

I =  I  x  • a re  t g  x  d x

( U n i v .

u =  a re tg x

d v  =  x  d x

d u  =

v  =

1

1 +  x*

- 2

d x

í  - Í T  7 T

.  1 9 9 1 )

d x  =
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, m ¿ .  are ( , - _ L

X 2 x 2 + 1

-  x 2 -  1 n  

-  i

d x  = x 2 1—  . ar e  t g  x  -  -  ( x -  ar e  i g  x )

14.31 C a l c u l a r

- / •
=  I  e  ' - e o s  x  - d x .

( U n i v .  d e  Is la s  B a le a re s )

I n t e g r a n d o  p o r  p a rte s ,  d o s  veces:

u  =  e 

d v  =  e o s  x  d x

d u  =  e  I—  1 ) d x

v  =  sen x

fsen x  —  II =  e '  sen x  -  I  s e n x  e  '  l - l ) d x

u  =  e  | d u  =  e ( —  1 )  d x

d v  =  —  sen x d x  , v  =  eos x

= >  I =  e ‘  sen x  — ( e ’  eos x  —  J  e o s  x  • e  “ ( —  1)  d x  )  —

=  e~ * (sen x  -  e o s  x ) -  I ;  2  I =  e (sen x  -  e o s  x )  ;

I =  ~  e  '  (sen x  -  eos x  )

C a l c u l a r

/
I  -  I  x ~  e o s  x  d x J  =

/
d x

\  X  COS2 V  X 1
(U n iv .  d e  Z a r a g o z a )

I n t e g r a n d o  p o r  p a rte s ,  d o s  veces:

u  =  x~ 

d v  =  e o s  x  d x

u  =  2  x 

d v  =  sen x  d x

d u  =  2 x  d x  

v  =  sen x 

d u  =  2 d x  

v  =  —  eos x

/
I =  x 2 sen x  -  I  (sen x|  2 x  d x

=  x  sen x

=  x 2 sen x  +  2 x  eos x - 2  I  eos x d x  =

—  (  2 x  ( —  eos x )  —  j  ( —  eos x ) 2  d x  j 

- 2  J  eos x d x  =  x 2 sen x  +  2 x  eos x  —  2  sen >T|

L a  in te g ra l  J  es in m e d i a t a  del t ip o

f -J  eos-

(x )

f ( x )
d x  =  tg f ( x ) : J  =  2 i eos

d x  =  2  t g  v  x

Se p u e d e  c a l c u la r  t a m b i é n  a p l i c a n d o  el m é t o d o  d e  s u s t i t u c i ó n :  V x  =  t  ^   d x  =  d t
2  v x

d x

V x
=  2 d t  = >  J  = f   ---------  =  í  —  2  d t  =  2  tg t =  ¡ 2  tg  v T

J  eos2 v  x  v  x J  c o s 2 t
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1 4 . 3 3  C a l c u l a r

■ I
I =  I x e 4 '  d x

(U n i v .  d e  G r a n a d a )

U =  X

4 «  ,

d u  = d x

= >
1 4 .

, = x . I e 4 - - f  l e - d x
1 4 .  1 1 4 .  _  

"  4  x e  4 4 i ' 4 * - } )
d v  =  e  d x v  =

4  e

1 4 .  3 4  C a l c u l a r 1 = í x 7 e 2 * d x

l u n i v ,  a  o  c a m a o n a , i w i )

I n t e g r a n d o  p o r  p a r t e s ,  d o s  veces:

u = x

d v  =  e 2' d x

d u  =  2  x d x

V =  i * .

=  ^  —  f  ~  e 2 "  - 2 x  d x  =  ^  x 2 e2 ‘  —  f
2 «  , 

x  e  d x

u  =  x

d v  =  e 2 '  d x

d u  =  d x

1 2*
v  -  2  e

I =  -z- x 2 e 2 ‘

-  1  x 2 e2 * —  1  x e 2 * +  —  —  e 2 ‘  
"  2  2  2  2 V V — i )

1 4 . 3 5  C a l c u l a r
'  “/ x3e' d x

u  =  x y d u  =  2 x  d x

_  %2
d v  =  x e  ‘  d x I -  2 x )  d x  =  — -  e ~ *

I =  - 2 x ) d x  =

-  l e -  < x ’ + 1 )

1 4 . 3 6  C a l c u l a r = J  se n» =  s e n  ( l o q  x )  d x

( U n i v .  d e  S e v i l la )

I n t e g r a n d o  p o r  p a rte s ,  d o s  ve c e s :
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u  =  s e n  ( l o g  x )  

d v  =  d x

d u  =  e o s  ( l o g  x ) -  i  d x

= >  I =  s e n  ( l o g  x )

v  =  x

=  x - s e n  ( l o g  x )  —  / e o s  ( l o g  x )  d x

x - J x  •e o s  ( l o g  x )  -  d x

f

u  =  e o s  ( l o g  x !  

d v  =  d x

d u  =  - s e n  ( l o g  x ) -  -  d x

V  =  X

=  X s e n  ( l o g  x )  - (  e o s  ( l o g x )  x  —

-  j  x  s e n  x  ( l o g  x )  i ) d x  j =  x s e n  ( l o g  x )  -  x - c o s  ( l o g  x |  - J  s e n  ( l o g  x )  d x  -

I =  x - s e n  ( l o g  x )  -  x  - e o s  ( l o g  x )  -  I = >  2  I =  x  s e n  ( l o g  x )  -  x  - c o s  ( l o g  x )

I =  | ( s e n  ( l o g  x )  -  e o s  ( l o g  x ) )
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INTEGRALES DEFINIDAS 
AREAS Y VOLUMENES

F U N C I O N E S  E S C A L O N A D A S .

S e a  I =  | a .  b  | u n  i n t e r v a l o  c o m p a c t o  ( c e r r a d o  y  a c o t a d o )  d e  R  . S e  l l a m a  p a r t i c i ó n  d e  I a t o d a  

s u c e s i ó n  f i n i t a  d e  n ú m e r o s  r e a l e s  p e r t e n e c i e n t e s  a I ,  y  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e ,  s i e n d o  e l  p r i m e r  t é r m i  

n o  d e  la  s u c e s i ó n  a y  e l  ú l t i m o  b .

a =  x Q <  x ,  < x 2 <  ••• < x n _ , < x n =  b

E s t a  p a r t i c i ó n  s e  s i m b o l i z a  p o r  P  =  ( a ,  x , , x 2  x n _ , .  b )

L o s  i n t e r v a l o s  | x  , , x  | . i €  { 1 , 2  n - 1 ,  n  }  s o n  l l a m a d o s  l o s  i n t e r v a l o s  d e  la p a r t i c i ó n .

L l a m a r e m o s  *• a l  c o n j u n t o  d e  t o d a s  las p a r t i c i o n e s  d e  ( a .  b ] .

S e  d i c e  q u e  la f u n c i ó n  f : | a ,  b )  - •  R  e s  e s c a lo n a d a  si  e x i s t e  u n a  p a r t i c i ó n  P d e  | a .  b )  t a l  q u e  f

se a  c o n s t a n t e  e n  e l  i n t e r i o r  d e  c a d a  u n o  d e  lo s  i n t e r v a l o s  d e  la p a r t i c i ó n .

U n a  p a r t i c i ó n  P  d e  ( a ,  b |  s e  d i c e  a d a p ta d a  o  a s o c ia d a  a la f u n c i ó n  f ,  si  f e s  c o n s t a n t e  e n  c a d a

u n o  d e  lo s  i n t e r v a l o s  a b i e r t o s  d e  P.

I N T E G R A L  D E  U N A  F U N C I O N  E S C A L O N A D A .

S e a  f  : | a .  b )  —  R  u n a  f u n c i ó n  e s c a l o n a d a ,  P  u n a  p a r t i c i ó n  d e  | a , b )  a d a p t a d a  a f  y  X ( e l  v a l o r  

d e  f e n  ) x  , ,  x ( | s e  l l a m a  in te g ra l  d e  f e n  el in t e r v a l o  | a ,  b  | a l  n ú m e r o  real

( x , - x o ) .  X ,  + ( x 2 - x , ) . X 2 +  -  + < x „ — x n _ , ) . X „

y  se s i m b o l i z a  p o r  J  f ( x ) d x .

E s t e  n ú m e r o  e s  i n d e p e n d i e n t e  d e  la p a r t i c i ó n  P d e  [ a ,  b  | a d a p t a d a  a f . s ó l o  d e p e n d e  d e  f  y  d e l  

i n t e r v a l o  | a ,  b  ] .  L a  l e t r a  x ,  q u e  n o  f i g u r a  e n  e l  r e s u l t a d o ,  p u e d e  s e r  s u s t i t u i d a  p o r  o t r a  l e t r a ,  asi':

£ f ( x )  d x  =  J f ( t ) d t  =  £ f ( u )  d u  =  •••
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D a d a  la funció n  f :  [  —  1 . 3 ) - *  R  definida pur

f ( x )  =

2 V x €  | -  1. 0  |

3 V x €  ) 0 . 1 )

-  1 V x e  [  1. 1*3 1

i V x G  1 1 * 3 , 2 1

3 para x =  2

-  1 "5 V x €  |2, 3  ]

se p i d e :  1?) Representar gráficamente la función.

2 Cal cul ar  I =  J  ̂

1°) L a  gráfica es la de la figura adjunta.

2 ° ) Por ser u n a  funció n  escalonada:

•3

f ( x ) d x

r f ( x ) d x  =  [ 0  —  ( —  1 > | • 2 +  {1 —  0 )  • 3  +

+  ( T 3 —  1)  • ( —  1) +  ( 2  — 1*3» - 1 +  

+  ( 3  —  2 )  •(— 1 '5 )  =  2  +  3  —  0 ’3  +  

+  0 ' 7  -  1*5 =  3 ' 9

-  -) .  .  ,  -aJ  '.-----  —1 I

o

1 • — 9
* 1 1 1 
1 * 
• *

- J  0

- 1  

—  1 5

1: \V 3  !2  ¡3 X

I rv

P R O P I E D A D E S :  S e a n  f  y  g d o s  f u n c i o n e s  e s c a lo n a d a s  e n  |a. b | :

-  si V x  €  | a ,  b  | , f ( x )  >  0  :

-  si V x e l a . b ) .  f ( x )  >  g ( x ) :  £  f ( x )  d x  >  £

f ( x ) d x  >  0

r b
f ( x ) d x  >  / g ( x ) d x

—  si ( X , p )  €  R

f ( x )  d x

£  ( X  f ( x )  +  p - g < x ) )  d x  =  X £  f ( x )  d x  +  p  £  g ( x )  d x

£  | f ( x ) | d x  

-  si f  e s  e s c a l o n a d a  e n  ( a ,  c ) y  e n  | c ,  b  | .

j  f ( x ) d x  +  £  f ( x ) d x  =  £  f ( x )  d x
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I N T E G R A L  I N F E R I O R  E  I N T E G R A L  S U P E R I O R  D E  U N A  F U N C I O N  A C O T A D A .

F U N C I O N E S  I N T E G R A B L E S .

S e a  la f u n c i ó n  f : [  a ,  b  ]  —  R .  a c o t a d a ,  y  P  =  ( a .  x , , x 2 , .  . . ,  x n _ , .  b )  u n a  p a r t i c i ó n  d e  | a .  b j .

L l a m e m o s  m  y  M  a lo s  e x t r e m o s  i n f e r i o r  y  

s u p e r i o r  d e  f  e n  e l  i n t e r v a l o  | x .  , ,  x  t ) ,  e s  d e 

c i r ;

m .  =  i n f  f ( x )  ;  =  s u p  f ( x )

» € | * , _ i .k íJ « e l * , . , * , !

A  la  f u n c i ó n  f y  a  la  p a r t i c i ó n  P  les a s o 

c i a m o s  d o s  f u n c i o n e s  e s c a l o n a d a s  u :  ( a , b | —  R  

y  v :  | a . b |  —  R  d e f i n i d a  d e  la s i g u i e n t e  f o r m a :

u ( x )  =  m _  =  i n f  f  ( x )

v ( x )  =  M .  =  s u p  f (x |

L a s  i n t e g r a l e s  d e  la s  f u n c i o n e s  e s c a l o n a d a s  u  y  v  e n  el i n t e r v a l o  | a . b |  s o n :

s p =  I  u ( x )  d x  =  ( x ,  -  a )  • m ,  +  ( x 2 - x , )  - m 2 + ---------+  ( b  — xft_ , ) - m n

S p =  J '  u l x l d x  =  ( x , -  a )  • M ,  +  ( x 2 - x , )  • M 2 + ---------+  ( b - x n _ ,  )  •

y  se les l l a m a  su m a s d e  D a r b o u x  d e  la f u n c i ó n  f  a s o c i a d a s  a la  p a r t i c i ó n  P.

A l  e x t r e m o  s u p e r i o r  d e l  c o n j u n t o  d e  lo s  n ú m e r o s  r e a l e s  s p . ( P €  y ) , s e  le  l l a m a  in te g ra l  in fe r io r

í °
d e  f e n  | a .  b  ] y  se s i m b o l i z a  p o r  / f  ( x )  d x

A l  e x t r e m o  i n f e r i o r  d e l  c o n j u n t o  d e  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  S p .  (P < 5  P ) , s e  le l l a m a  in te g ra l  s u p e r io r

F
d e  f e n  | a .  b |  y  s e  s i m b o l i z a  p o r  I  f ( x )  d x

S e  d i c e  q u e  la  f u n c i ó n  f  : | a .  b j  -  R  e s  in te g ra b le  ( e n  e l  s e n t i d o  d e  R i e m a n n )  si  la i n t e g r a l  i n f e 

r i o r  d e  f  e n  | a .  b |  es i g u a l  a  la  i n t e g r a l  s u p e r i o r  d e  f  e n  | a ,  b | .  y  a s u  v a l o r  c o m ú n  s e  le  l l a m a  in te g ra l  

d e f i n i d a  d e  la f u n c i ó n  f en el in t e r v a l o  |a.  b ) ,  s e  s i m b o l i z a  p o r

J  f ( x >  d x

(L a  le tra  x  p u e d e  s e r s u s titu id a  p o r  c u a lq u ie r  o t r a  le tra )
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La  f u n c i ó n  a c o t a d a  f : | a ,  b |  -  R  es i n t e g r a b le  e n  |a.  b )  si y  s o l o  si.  p a r a  t o d o  e >  0 .  e x i s t e  una 

p a r t i c i ó n  P  d e  | a ,  b ] ,  ta l  q u e  e x is t e n  d o s  f u n c i o n e s  e s c a l o n a d a s  u y  v  s o b r e  [ a .  b | .  ta les q u e

u ( x )  <  U x ) <  v ( x )  V x e l a . b i  y  f  v ( x )  d x  -  j  u ( x )  d x  <  e

L a  f u n c i ó n  a c o t a d a  f : | a ,  b )  —  R  es integrable  ( e n  e l  s e n t i d o  d e  R i e m a n n  I e n  | a .  b |  si,  y  s ó lo

si. p a r a  t o d o  e >  0  e x i s t e  rj >  0 .  ta l  q u e  a t o d a  p a r t i c i ó n  P  q u e  c u m p l a  la c o n d i c i ó n  d e  q u e  la m a y o r

a m p l i t u d  d e  lo s i n t e r v a lo s  | x  , .  x  ) sea m e n o r  q u e  r>. se le p u e d a n  a s o c ia r  d o s  f u n c i o n e s  escalonadas

u y  v  s o b r e  [ a ,  b |  .  ta les q u e

u ( x )  <  f l x )  <  v ( x )  V x < = l a , b )  y  j  v ( x ) d x  -  £  u l x )  d x  <  e

S e  l l a m a  s u m a  d e  R i e m a n n  a s o c ia d a  a la f u n c i ó n  f : [ a .  b  | —  R  y a  la p a r t i c i ó n  P  d e  | a.  b |  . a  t o d a  

e x p r e s i ó n  d e  la f o r m a

(x 1 - a ) . f t f 1 > +  ( x 2— x ,  ) - f ( £ 2 ) + * * • •  +  (X j —x . _ ,  ) - f  ( £ , ) + * •  ■ ■Mb—x n_ , ) )

d o n d e  €  | x ( —  x  _ , ) .

L a  f u n c i ó n  f : | a .  b )  -  R . a c o t a d a ,  es i n t e g r a b l e  e n  e l  s e n t id o  d e  R i e m a n n  y  a d m i t e  p o r  in te gra l

el n ú m e r o  real I = J  f | x ) d x  si y  s ó l o  s i :

n

V e  >  0 .  3  P lp a rt ic ió n  de | a . b ] )  /  V £ ,  €  l  x4 - 1 . x , | . ¿ J * -  ) - f U ,» “  ' | <  ¿

Sea P ^  el c o n j u n t o  d e  las p a r t i c i o n e s  d e  | a , b )  e n  las q u e  la m a y o r  a m p l i t u d  d e  lo s in te rv a lo s  

| x  , .  x )  sea m e n o r  q u e  t j . L a  f u n c i ó n  f :  | a , b | -  R  . a c o t a d a ,  es i n t e g r a b l e e n  el s e n t i d o  d e  R i e m a n n

y  a d m i t e  p o r  in te g ra l  el n ú m e r o  real I =  J  f ( x ) d x  si y  s ó l o  si:

I n
V e  >  0 ,  3 r j > 0 /  V P 6 P  y  V f , €  l  x , _ t , x .)  . b  ( x é- x , _ i )  ■ ,)  -  I < c

i *=o

Se d i c e ,  i m p r o p i a m e n t e ,  q u e  la f u n c i ó n  a c o t a d a  f :  | a , b ) —  R  es integrable e n  e l  s e n t id o  d e  R íe -  

m a - ' n  si.  y  s ó l o  si.  las s u m a s  d e  R i e m a n n  a s o c ia d a s  a f  y  a  la p a r t i c i ó n  P  d e  | a.  b ) .  t i e n e n  t o d a s  el m i s 

m o  l i m i t e  I c u a n d o  la m a y o r  a m p l i t u d  d e  lo s  i n te r v a lo s  | x ( _ , , x ( ) t i e n d e a c e r o .

Las f u n c i o n e s  e s c a lo n a d a s ,  las f u n c i o n e s  m o n ó t o n a s ,  las f u n c i o n e s  c o n t i n u a s ,  las f u n c i o n e s  c o n t i  

n u a s  p o r  s e c c io n e s  s o n  in t e g r a b le s  e n  el s e n t i d o  d e  R i e m a n n .

S i  la f u n c i ó n  f  : J a .  b |  -  R  es i n t e g r a b le  e n  e l  s e n t id o  d e  R i e m a n n .  c o n s i d e r a n d o  la p a r t i c i ó n

d e  | a .  b |  en n  i n t e r v a lo s  d e  ig u a l  a m p l i t u d ,  :
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se t e n d r á  q u e  c u a n d o  n  —  co , — — —  - »  0  .  d e  d o n d e  :

i  ' » *  = ¡ . ' 5 L ^ r 1 ( , « l l  +  , ( a + V ) +  -  + , ( a +  (" - i ) V ) )

t a m b i é n :  £  f ( x ) d x  =  l í m  ( f ( a +  )  + f ( a + 2 ^ ~ ? )  +  " " + f ( a  +  n

En lo  sucesivo diremos "integrable" p o r  "integrable en sentido de Riemann" e ' ' i n t e g r a l "  p o r  "integral de Riemann".

I N T E R P R E T A C I O N  G E O M E T R I C A  D E  L A  I N T E G R A L .

Sea el p la n o  a f í n  real e u c l i d e o  y  { O ,  U j  , u , }  u n  s iste m a  d e  re fe r e n c ia  o r t o n o r m a l  d e  ejes O X  y  O Y .

Si la  f u n c i ó n  f : |a. b| —  R .  es p o s it iv a  e in te g ra b le ,  el área d e l  r e c i n t o  d e l  p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  

¡os p u n t o s  d e  c o o r d e n a d a s  ( x .  y )  ta les q u e

a <  x  b 

0  y  <  f ( x )

fes igual al n ú m e r o  real | f ( x ) d x .

r °
Es d e c i r ,  I  f ( x ) d x  es igual al area l i m i t a d a  p o r

el e je  O X .  las re c ta s  x = a ,  x = b ,  y  la c u r v a  y  =  f f x ) .

Si la  f u n c i ó n  f :  | a . b )  —  R , es n e g a tiva , el área 

l im it a d a  p o r  el e je  O X ,  las rectas x =  a , x =  b .  y  la 

c u r v a  y  =  f ( x )  es igual a

f ( x )  d x

Si la f u n c i ó n  f  n o  t ie n e  s ig n o  c o n s ta n te  

e n  | a . b  | . para h a lla r  el área c o m p r e n d i d a  e n 

t re  el eje O X .  las rectas x  =  a .  x  =  b ,  y  la 

c u r v a  y  =  f ( x )  .es  n e c e sa rio  c o n o c e r  los p u n 

tos d e  c o r t e  d e  la c u r v a  c o n  el e je  O X  y  el 

s ig n o  q u e  t ie n e  la f u n c i ó n  e n  ca d a  in t e r v a l o  :

A r e a  =  — í — - í

Sea calcular el área encerrada por el eje O X .  las rectas x =  O y x  =  ¡r, y  la curva y  «  eos x.
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D e  la  re p re s e n ta c ió n  g rá f ic a  se d e d u c e :

A r e a  p e d id a  =  J  e o s  x  d x  —  | _  e o s  x  d x  =

s e n  x

n  ,  re o s  x  d x  —  I
J o  t e

j *  -  sen x ] ;  -  ( 1 - 0 ) - ( 0 - 1 )  *  2

P R O P I E D A D E S  D E  L A S  I N T E G R A L E S

S e a n  f  y  g  d o s  f u n c i o n e s  in te g ra b le s  e n  ( a .  b | ,  a < b :

- s i  V x  6  [ a .  b |  .  f l x )  > 0 :  J

- s i  V x  e  | a , b )  , f l x )  >  g l x ) :  f ( x ) d x  ^  £

f l x )  d x  >  0

ti r o

f  ( x )  d x  ^  / g I x )  d x

j : ' \ - f l x )  +  p - g l x )

/*ti

)  d x  =  X J  f ( x )  d x  +  fi  J  g l x ) d x

í  "x,dx * I f ( x )  d x

—  R e la c ió n  d e  Chasles:

b

f l x l d x  =  J  f l x )  d x  . V c e  | a . b |

-  si f e s  i n t e g r a b l e  e n  u n  i n t e r v a l o  c o m p a c t o  y  l o s  n ú m e r o s  r e a le s  a .  b  y  c  p e r t e n e c e n  a  este in- 

t e r v a l o :

J  f | x ) d x  =  J  f | x )  d x  +  J  f l x l d x  

j  f l x l d x  =  ~  f ( x ) d x  

f l x )  d x  =  0

-  s i  f  es c o n t i n u a  y  p o s i t i v a  :  j  f  ( x )  d x  =  0  => f ( x )  =  0  V x C f a ,  b|

-  s i  f  e s  u n a  f u n c i ó n  a c o t a d a  e  i n t e g r a b l e  e n  | a .  b ) . s e  l l a m a  v a lo r  m e d io  d e  f  e n  ( a .  b |  a

J> x )  d x

P =
b - a
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-  T e o r e m a  d e  l a  m e d ia :  Si f  es u n a  f u n c i ó n  c o n t in u a  en |a, b  1. existe u n  c  G  |a. b  | tal q u e

^  f ( x )  d x  =  J  f ( a  +  b - x ) d x

si f  e s  u n a  f u n c i ó n  p e r i ó d i c a  d e  p e r i o d o  T :

f ( x )  d x  =  n  /  f < x )  d xV n  €  N

V a  €  R

/ > “  = "í

j  f ( x ) d x  =  j  f í x j d x  =  J  f ( x ) d x

si f  es u n a  f u n c ió n  p a r  y  p e r ió d ic a  d e  p e r io d o  T : / :  f ( x ) d x  =  2  J / f í x . d x

—  si  f e s  u n a  f u n c i ó n  p a r  y  c o n t i n u a  e n  | —  a .  a  | : f ( x )  d x  =  2  / f ( x )  d x/ > — f

—  si f  e s  u n a  f u n c i ó n  i m p a r  y  c o n t i n u a  e n  ( —  a .  a| : J  f ( x ) d x  = 0

R E L A C I O N  E N T R E  P R I M I T I V A  E  I N T E G R A L

S e a  f :  ( a .  b |  —  R  u n a  f u n c i ó n  a c o t a d a  e i n t e g r a b l e  e n  | a ,  b ) .  A  la  f u n c i ó n  F  d e f i n i d a  e n  | a ,  b ]

p o r

- r
F l x )  =  I  f ( t ) d t

se le l l a m a  f u n c i ó n  integral d e  la f u n c i ó n  f c o r re s p o n d ie n t e  al p u n t o  a .

Se v e r i f i c a :  I o L a  f u n c i ó n  F  e s  c o n t i n u a  e n  |a.  b|.

2 "  S i  f es c o n t i n u a  e n  |a, b | .  F  e s  d e r i v a b l e  e n  |a.  b |  y  V x G | a . b | ,  F ' ( x ) = f ( x ) .

L a  f u n c i ó n  F  e s  u n a  p r i m i t i v a  d e  la f u n c i ó n  f e n  |a,  b ) .  E s  la ú n i c a  p r i m i t i v a  d e  f  q u e  se a n u l a  e n  a:

F ^  =  j ,  f ( t , d l  =  0

Regla d e  B a r r o w  : S i  f :  [ a .  b | —  R  e s  c o n t i n u a  y  F  es u n a  p r i m i t i v a  c u a l q u i e r a  d e  f  e n  [ a ,  b )

£ f ( x ) d x  =  [ F ( x ) ] ¡  =  F < b )  -  F ( a )
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E l  c á l c u l o  d e  u n a  i n t e g r a l  se l l e v a ,  p o r  la r e g la  d e  B a r r o w .  a l  c a l c u l o  d e  p r i m i t i v a s .

C a lc u la r  1 = 1  ( x 3 +  s e n x ) d x

1 (U n iv . de  San tiago)

La función f :  1 - 1 , 1 | - * R  definida p o r  f ( x ) = x 3 + s e n x  es continua, de donde:

I - | j £  _  eos x [ _  =  ( - £ -  c o s í )  -  eos ( - 1) ) = | - c o s í  -  1  +  eos 1 =  0

I n t e g r a c ió n  p o r  partes: S i  u  y  v  s o n  d o s  f u n c i o n e s  d e r i v a b l e s  y  c o n  d e r i v a d a  c o n t i n u a  e n  e l  i n t e r v a l o  

[a. b ] ,  se v e r i f i c a :

Calcular
- f

x e 2x dx

(U n iv . de  Córdoba)

u =  x 

dv =  e " 2x

du =  dx
| d x  =  ( - l 3 e - 6 ) - ( - | - 2 e - 4 ) -

í k ”
<3e—6 -  2 e - 4 )  -  . ^  -  i . " )  =  -

I n t e g r a c ió n  p o r  c a m b i o  d e  v a r ia b le :  S i  f  e s  u n a  f u n c i ó n  c o n t i n u a  e n  e l  i n t e r v a l o  |a.  b | ,  y  g  u n a

f u n c i ó n  b i y e c t i v a  d e l  i n t e r v a l o  [ck,& \  e n  el i n t e r v a l o  [ a ,  b | . d e r i v a b l e  y  c o n  d e r i v a d a  c o n t i n u a ,  d e f i n i d a  

p o r  x  =  g ( t ) ,  y  t a l  q u e  a  =  g ( a )  y  b  =  g ( 0 ) ,  se v e r i f i c a :

f M d x  = If ( x ) d x  =  / f | g ( t ) | - g ' ( t ) d t

Calcular
r * / 2  ,

1 = 1  x. sen (x  )  dx

(U n i v .  d e  S a n t ia g o )

Haciendo el cambio x2 =  t: parax =  0 .  t =  0 ;  para x =  \ f  r/2 , t =  rr/2; 2 x d x - d t :
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A R E A S  D E  F I G U R A S  P L A N A S

Sea f  una f u n c i ó n  positiva  e  integrable  en el in te rva lo  |a, b | .  E l  área d e l p la n o  c o m p r e n d id a  e n 

tre  la gráfica d e  y  =  f l x ) ,  las rectas x  =  a ,  x =  b  

y  el eje O X  es:

-iS  =  f l x )  d x 11)

b  X

Si f  es u n a  f u n c i ó n  negativa e n  | a , b

- I
S  =  -  I  f  I x ) d x

Si f  c a m b ia  de signo e n  |a, b|. la f ó r m u l a  ( 1 )  

da la su m a  algebraica de las áreas situadas p o r  e n c i 

m a y  p o r  d e b a jo  d e l e je  O X .  E n  este caso se obtie  

n e n  las raices de la e c u a c ió n  f| x )  = 0  p e rte n e c ie n 

tes al in te rva lo  |a. b ) .  raíces q u e  serán los e x tre  

m o s  d e  los intervalo s  en q u e  f  t iene  signo constan 

t e .  y  se hallan las areas en cada u n o  d e  estos ínter 

valos Se tend rá, en el e j e m p lo  de la figura a d ju n ta :

S  =  £  ( t x ) d x - j ^  f | x ) d x  +  f | x ) d x - J f  ( x )  d x

El área c o m p r e n d id a  en tre  las rectas x =  a .  x =  b 

y  las gráficas d e  las fu n c io n e s  f  y  g. tales q u e  

f| x )  >  g ( x )  V x €  | a , b ) .  es igual a

(  f  ( x )  —  g ( x ) ) d x
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O

y  =  g ( x >

Si  f ( x )  —  g ( x )  n o  t i e n e  s i g n o  c o n s t a n t e  e n  

[ a ,  b ) .  e s  d e c i r ,  la s  g r á f i c a s  s e  c o r t a n ,  h a y  q u e  h a 

l lar  la s  a b s c is a s  d e  lo s  p u n t o s  d e  c o r t e  o b t e n i e n d o  

las r a ic e s  d e  la e c u a c i ó n  f ( x ) - g ( x )  =  0  p e r t e n e c i e n 

te s  a l  i n t e r v a l o  ( a .  b  |. D e  esta  m a n e r a  o b t e n d r e m o s  

lo s  e x t r e m o s  d e  l o s  i n t e r v a l o s  e n  q u e  f ( x )  -  g l x )  

t i e n e  s i g n o  c o n s t a n t e .  E n  e l  c a s o  d e  la f i g u r a  a d j u n t a  

s e  t e n d r á :

£  ( f ( x )  — g ( x ) ) d x  +  (  g ( x ) - f ( x )  ) d x  +  J  ( f ( x ) - g ( x ) ) d x

P a ra  h a l l a r  e l  á r e a  l i m i t a d a  p o r  v a r ia s  c u r v a s  se 

o b t i e n e ,  e n  p r i m e r  l u g a r ,  las a b s c i s a s  ( u  o r d e n a d a s )  

1 e  lo s  p u n t o s  d e l  c o n t o r n o  i n t e r s e c c i ó n  d e  c a d a  

l o s  c u r v a s ,  q u e  n o s  d e t e r m i n a r á n  lo s  e x t r e m o s  d e  

>s d i s t i n t o s  i n t e r v a l o s  d e  i n t e g r a c i ó n .  E n  la f i g u r a :

j f  ( f ( x )  — h ( x ) ) d x  +  j  ( j ( x > - h < x ) ) d x  +  ( j ( x )  -  g ( x ) ) d x

E l  á r e a  d e l  p l a n o  c o m p r e n d i d a  e n t r e  la g r á f i c a  d e  

y  =  f ( x )  .  las r e c t a s  y  =  a .  y  =  b  y  e l  e je  O Y  es:

- f
H a b r á  q u e  e x p r e s a r  x  e n  f u n c i ó n  d e  y .  p u d i e n -  

d o  p r e s e n t a r s e  t o d o s  lo s  c a s o s  q u e  h e m o s  c o n s i d e 

r a d o  a n t e r i o r m e n t e .
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V O L U M E N E S

El v o l u m e n  d e l c u e r p o  e n g e n d r a d o  al g ira r  360° 

a lr e d e d o r  d e l eje O X  la pa rte  d e l p la n o  c o m p r e n 

d id a  e n tr e  la cu rva  y  =  f ( x ) .  las rectas x  = a ,  x  =  b 

y  el eje O X  es:

v - j f f < x ) |  d x

Si el g i r o  se realiza a lr e d e d o r  d e l eje O Y :

í
V  =  2 r r x y d x  =  2r r  / x - f ( x ) d x

í

E l  v o l u m e n  d e l  c u e r p o  e n g e n d r a d o  al girar 3 6 0 °  a lr e d e d o r  d e l  eje O X  la pa rte  d e l p la n o  c o m p r e n d i 

da e n tr e  las c u rva s  y  =  f(x)  e y = g ( x ) .  y  las rectas x  =  a y  x  =  b .  s ie n d o  f ( x )  >  g ( x )  V x E j a , b j . e s :

/
b

( ( f l x ) ) 5 -  ( g l x ) ) 5 )

V - , . J

dx

Si el g ir o  se rea liza  a lr e d e d o r  d e l eje O Y :

El v o lu m e n  d e l c u e r p o  e n g e n d r a d o  al g ira r  360° 

a lr e d e d o r  d e l eje O Y  la pa rte  d e l p la n o  c o m p r e n d i 

da e n tr e  la c u r v a  y  =  f l x ) ,  las rectas y  =  c. y  =  d  y  

el eje O Y  es:

x ( f ( x )  —  g ( x )  j d x

•  - f j t x 2 d y

El v o l u m e n  de u n  c u e r p o  d e l  q u e  se p u e d e  c o n o c e r  el área A ( x )  d e  la s e cc ió n  transversal d e l c u e r 

p o .  p e rp e n d ic u la r  a u n a  d i r e c c ió n  d a d a ,  en f u n c ió n  

de la d istancia  x d e  d ic h a  s e cc ió n  a u n  p u n t o  d a d o  

O  es:

s ie n d o  a y  b  las distancias d e l p u n t o  O  a las secciones ex trem as.
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L O N G I T U D  D E L  A R C O  D E  U N A  C U R V A  P L A N A .

S ea  f  u n a  f u n c i ó n  d e r i v a b l e  y  c o n  d e r i v a d a  c o n t i n u a  e n  e l  i n t e r v a l o  [ a ,  b ) .  L a  l o n g i t u d  s d e l  a r c o  

d e  la c u r v a  y  =  f ( x )  c o m p r e n d i d o  e n t r e  l o s  p u n t o s  M ( a . b )  y  N l c . d l e s :

d s  =  v M d x ) 2 +  ( d y ) 2 = >  s =

j f  v /  1 + [ f ' ( x ) p d x

Cm 1 d y

A R E A  D E  U N A  S U P E R F I C I E  D E  R E V O L U C I O N

A r e a  d e  la s u p e r f i c i e  e n g e n d r a d a  al  g i r a r  3 6 0 °  

a l r e d e d o r  d e l  e j e  O X  e l  a r c o  d e  la c u r v a  y  =  f ( x ) 

c o m p r e n d i d o  e n t r e  l o s  p u n t o s  M ( a . b )  y  N ( c . d ) :

d S =  2 t t  y  d s  =  2 j t  y  J  < d x ) 2 +  ( d y ) 2 =

=  2 * y ’ + ( £ í d x

d x

Si  e l  g i r o  se r e a l i z a  a l r e d e d o r  d e l  e j e  O V :

d S  =  2 r r x  ds

s= 2 " í  *
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PROBLEMAS

,6,5.1 C a lc u la r - x ) 4  C l x

E s  u n a  i n t e g r a l  i n m e d i a t a :

I =  - /  ( 2  —  x | 4 í —  1 í d x  =  —

4 . í
( 2 - x )

1

/ ( 2  —  1 ) 5  ( 2  —  0 ) 5 \ 1 ,  3 2 31

. X + 1 o " l  5  5  )  5 5 _5_

'

5.2 R e p re s e n ta n d o  p o r  l x  e l v a lo r  a b s o lu t o  d e  x ,  c a lc u la r  I =  J  I x l d x

(U n iv. de M adrid)

C o n s i d e r a n d o  q u e  l x  I =

/; i

x  s i  X  >  0

- x  si x  <  0  

x  d x  =
x 2 "

O

J. V
3

1 +  9

2
T

- 1 2 o fo
t

+  2

5 .3  C a lc u la r /;I =  I d x
x 2 - l

(U n iv. de M adrid)

L a  f u n c i ó n  f :  [ 2 ,  3 ]  - *  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x )
x  -  1

e s  c o n t i n u a .

I = d x  =  j [ ' ° 9  l x í _ 1 l ] j =  ^  (>09 O  - 1 )  -  l o g  ( 4  - 1 ) f  109!
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1 5 . 4  C a lc u l a r l=.f’(x-3 +  x - r2)dx
(U n iv .  d e  M a d r id )

L a  f u n c i ó n  f :  (  —  1 . 1 1 - »  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  x - 3 + — es c o n t i n u a .
X ¿

I = —  3 x  +  lo g  I x  - 2  ̂ = ( y  - 3  1 + l o g  l l - 2 l ) - ( 4 L 2 -  3 (  —  1)  +  l og 1 - 1  -  2  I )  =

=  —  —  3  +  l og 1 —  —  -  3  —  l og 3  =  -  6  -  l og 3

,B .5  C a l c u l a r

í !
I = 1  sen  x - c o s  2 x  d x

(U n i v .  d e  M

C o n s id e r a n d o  q u e  eos 2 x  =  2  c o s ? x  —  1 : 1 = 1  ( 2  c o s 2 x -  1 1 sen x  d x  =

f "

- í
Icos x )  ( - s e n x ) d x — I  s e n x d x  = - 2

í
ic o s  x ) 3

: -  eos X

1 5 . 6 C a l c u l a r 1 -  J
r  3  d x

J
J  s e n  x  e o s  x

(U n iv .  d e  L a s  P a lm a s  d e  G r a n  C a n a ria , 1 9 9 1 )

E n  el in t e r v a l o 5  , ?  | n o  se a n u l a  el d e n o m i n a d o r .
6  3

" í

3  d x

sen x  2
6  eos*

eos X

=  f  3  - d x  =  ( l o g  tg
J E  t g x  

6

n/ 3

=  l o g  tg  |  -  lo g  tg  |  =  l o g  V 3  -  l o g  ^  =

lo g

A
3

lo g  3

1 5 . 7  C a lc u l a r l  =
{ x 2 +  1} ( x 2 -t- 4 )  ( x 2 +  9 )

d x

( U n i v .  d e  V a l  la d o  l i d )
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N o  h a y  n in g ú n  v a lo r  real de x  q u e  a n u le  el d e n o m in a d o r .

C o m o  en el d e n o m i n a d o r  s ó lo  h a y  p o te n c ia s  pares y  en el n u m e r a d o r  p o te n c ia s  im pa res, se h a c e  el 

c a m b i o :

* 2  x d  x =  d y  ;  para x  =  4 .  y  =  1 6  ;  p a r a  x  =  5 ,  y  =  2 5 :

i  f  y
2 ./,  6 < v + 1 M y - F

D e s c o m p o n ie n d o  e n  f ra c c io n e s  s im p le s :

4 )  ( y  +  9 )  

V

d y

( y  + 1 )  ( y  +  4 M y  + 9 )  y  +  1 y - f  4  y + 9

y  =  A ( y  +  4 M y  +  9 )  +  B  ( y  +  1 J ( y  +  9 )  +  C ( y  +  1 )  ( y  +  4 )

para y  =  

y  =

- 1 :  

-  4

-  1 =  A

-  4  =  B ■

3 - 8

1 -  3 )  -5 = >  A  =  — -  ; B  =
‘ 4  = C  =  = >r

V -  9 : - 9  =  C  i! -  8 ) 1 - 5 »
2 4 15 40

if<.'16

-  1 

24
= 9
4 0

T q )  d v  = | [ " ¿  109 v  +  1 ) +  ^ l og ' Y  +  4  -  ¿  lo g  iy  +  9 l ] ”  =40y - + -  | y  * 4  y

!  (  -  ¿  l o »  2 0  * ±  .o g  2 9  -  ±  lo g  3 4  )  -  i ( - - 1  log 17  + ±  lo g  2 0 - ¿ -  , o g 2 5 )  =

J 16

4 8  s  17 2 5  “  2 0  8 0  a  2 5

15.8 C a l c u l a r I  =  j  (1 + x 2 ) e o s  x  d x

f  U n iv . d e  L a s  P a lm a s  d e  G r a n  C a n a ria . 1 9 9 1 )

A p l i c a n d o  el m é t o d o  d e  in te g ra c ió n  p o r  partes: 

u  =  1 +  x 2 ' d u  =  2 x  d x  

d v  -  eos x  d x  v  =  sen x 

v o lv ie n d o  a in te g ra r  p o r  partes:

I =  (1  + x ‘ «n x ] o  —  j* 2  x sen x d x  =  0  —  J  2 x  sen x d -

u —  2  x d u  -  2 d x
= >  1 ( 2  x )  I—  eos x )

d v  =  sen x  d x v  =  —  eos X

=  ~ 2 jt  +  2 ( - s e n  x ) =

f  -
c o s x ) d x  =

- 2 n

n .5

Sea a  =  I  x sen2 x  d x  ,  y  b  =  I  x  eos2 x  d x= J  x sen2 x  d x  , y  b  =

C a lc u la , a + b  y  a - b .  y  a b .a n a ,  lo .  va lo ra s  d o  a  y  b .  ,U n iv . d e  M a d rid !
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C o n s i d e r a n d o  q u e  s e n 2 x  +  c o s 2 x  =  1 ,  y  c o s 2 x  —  s e n 2 x  =  c o s  2 x  :

r,

£_2 

8
a +  b  =  I  x  ( s e n 2 x  +  e o s 2 x )  d x  =

■ I  

- f

n 1
2 f *

x  ( s e n 2 x  —  c o s 2 x ) d x  = —  I  x c o s 2 x d x

r -

I n t e g r a n d o  p o r  p a r t e s :

u =  x

d v  =  c o s  2 x  d x

d u  =  d x

v  =  -  s e n  2 x

a -  b  =  -  I -  s e n  2 x

r  c \

: J '

=  0  4-
- 4 “ s h ;

-  se n  2 x  d x

1  +  1 = 1  
4  4  2

- b -  ¡

S u m a n d o :  2 a  =  —  +  —  
8 2

R e s t a n d o :  2 b  =  — -  —  —  
8  2

-  | i i  ... 1_ 
, 1 6  4

h  _  P  1
"  116  4

15.10 S i e n d o l ( x )
m

d e m o s t r a r  q u e  l i m  l ( x )  =  2 .  
> * • » (U n iv .  d e  A lic a n te )

A p l i c a n d o  e l  m é t o d o  d e  i n t e g r a c i ó n  p o r  p a r t e s ,  d o s  v e c e s :  

d u  =  2 t  d tu  =  t 2

d v  =  e  d t

( x )

v  —  —  e

u  =  2 t

d v  =  —  e ' d t

d u  =  2 d t

I ( x )  =  —  x  e

v  =  e
- «

=  —  x 2 e  "  —  2  x  e " —  (  2 e “ * ] *  =  —  x 7e~* —  2 x e ~ "  —  2e~* + 2  =  e '  ( - x 2 - 2 x  -  2 »  4 2

l í m  I ( x ) =  l i m  ( e  '  ( -  x 2 -  2  x  -  2 )  +  2  )  =  l í m  —  --------- — --------—  +  2 (1

E s t e  l í m i t e  e s  d e l  t i p o  , a p l i c a n d o  la  r e g l a  d e  L ’ H o p i t a l ,  d o s  v e c e s :

l í m
—  x 2 —  2  x  —  2

l í m  -  =  l í m - 2 =  0

e v a n d o  e s t e  v a l o r  a ( 1 )  r e s u l t a :  l í m  I ( x )  =  0  +  2  =  !2 ¡
I  • • « o    I
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15.1 1 S a b e m o s  q u e  f ( a )  =  f ( b )  p a r a  u n a  c ie rta  f u n c i ó n  f ,  y  t a m b i é n  q u e  su d e r iv a d a  f  es 

e n  R . H a l l a r  el v a l o r  de

■ f
1 =  f ' ( x ) d x .

(U n iv .  d e  A l ic a n t e )

Si  f ' e s  c o n t i n u a ,  f  es u n a  p r i m i t i v a  d e  f \ d e  d o n d e :  I =  f ( x ) J °  =  f ( b )  —  f ( a > =  f o ]

15.12 S a b i e n d o  q u e  J  f ( x )  d x  =  0 .  ¿ p o d e m o s  a s e g u ra r  q u e  a  -  b?

( U n i v .  d e  L e ó n )

Si la  f u n c i ó n  f  es la  f u n c i ó n  n u l a ,  c u a lq u ie r a  q u e  se a n  a y  b .  se v e r i f ic a r á  la  ig u a ld a d  d e l  e n u n c ia

d o .

Si f e s  u n a  f u n c i ó n  i m p a r ,  es d e c i r ,  se v e r i f ic a  q u e  f ( —  x ) =  - f l x )  . se t ie n e :  J  f l x )  d x  =  0 .

E n  e f e c to ,  h a c i e n d o  el c a m b i o  x =  -  t :  d x  =  - d t  ; p a r a  x =  a .  t  =  —  a  ; p a r a  x =  -  a . t =  a .

V  c o m o  f I -  t )  =  f l t ) :

=  ¡ U x )  d x  =  f < -  t )  l - d  t )  =  | - f f t ) | d t  = - J  f l t J d t  =  -  I = >  2 1  = 0 =  0

S i  f  e s  u n a  f u n c i ó n  c u y a  c u r v a  e s  s im é tr ic a  r e s p e c t o  d e l p u n t o  ( -■ —  . 0  )  t a m b ié n s e  v e rif ica ría  

la ig u a l d a d  d e l e n u n c i a d o  sin q u e  f u e ra  a  =  b.

15.13 D a d a  la  f u n c i ó n  f :  [ 0 . 3 | —  R  d e f i n i d a  p o r  f  ( x )  =  v x + 1  

c o m p r o b a r  la  v e r i f i c a c i ó n  d e l  t e o r e m a  d e l  v a l o r  m e d i o  d e l c é l c u l o  integral.

C o m o  la  f u n c i ó n  f :  | 0 ,  3  | -*  R  d e f i n i d a  p o r  f l x )  =  v x  +  1 . es c o n t i n u a ,  c o m p r o b e m o s  q u e  

e x iste  u n  p u n t o  c E  [ 0 .  3| tal q u e

f  V x  + 1  d x  =  13 -  0 )  • V c T ~ T

J  (x  +  I ) 2 d x  =
Ix +  1 i * 1

| ( 3  +  1 ) 2 _  Í (0 f  l ) J  =  § 1 8 - 1 )  =
3  3  3  3

(3-0)Vc+T =  y  => v'c"+7= ; c + 1 =  ~  = ^  ; C  -  ^ - 1  = -l^elo.31
9  ' 9 2 « i 81 81

- . 1 4  C a lc u l a r E  =  l ím

" - f

l o g  x
d x

(U n i v .  d e  S a n t ia g o )
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L a  f u n d ó n  f :  R. * - *  R  d e f i n i d a  p o r  f ( x ) =  *  e s  c o n t i n u a .  S e g ú n  el te o r e m a  d e l v a lo r  m e d io

del c á l c u l o  i n t e g r a l :

í
lo9 x  ^  ,  .  log (a +  h )  . ir  lo g  (a  +  h)

— - —  d x  =  (a  +  1 -  a ) ---------------------------- , s ie n d o  0  <  h  <  1 .  de a q u í :  E  =  Ifm  -----------------------
a . .o o  a • h

e e e

q u e  e s  u n  l ím it e  d e l t i p o  —  . A p l i c a n d o  la regla  d e  L ' H o p i t a l :

E  =  I f m  i Ü  =  l í m  _____ 3________ =  ( -----------1------------ =  - L  \ = [ o l
e * * "    < a + h ) B“ "  '  (  +  » > e - ~  ”  '

( U n i v .  d e !  P a ís  V a s c o I

- [ “ I - ¿

h a c ie n d o  n  =  4  h , n  =  4 h + 1 , n  =  4 h  +  2 . n = 4 h  +  3 '

' « «  =  ¿ " n ( 4 h - f ) -  ¿  56,1 '2 h , r ’ =  4 T - °  '  °

í d r s e n  ( 4 h + 1 , § ) “ 4 h T T " n ( 2 h ' + f ) = 4 i r T i " n l = 4 ¡Ít í • 1 ■  « f i T i

4FW 5en( 4h+2,D = 4hT2Sen ,2h* ^ >  = 4h72 ° °

'« •» ’  4 Í r T 3 5 e n ( 4 h  +  3' f ) = 4 h T 3  Sen(2h” * T )  =  Í S T 3  7  = 4 Í T Í 3 ‘ _ , , = 4 ^ 3

de d o n d e :  ( 4 h  +  1 ) l 4h. ,  +  ( 4 h + 2 ) l 4n. 2 +  ( 4 h  +  3 )  l4 H O  +  ( 4 h  +  4 )  l 4h. 4 =

=  ( 4 h  +  1 )  — L —  +  ( 4 h  + 2 )  0  +  ( 4 h  +  3 )  +  ( 4 h  +  4 ) - 0  =  1 +  0  - 1  +  0 = 0
4 h  +  1 4 h  +  3

S  =  ( I ,  + 2 I 2 +  3 I 3 + 4 I 4 ) + - + Í 7 9 I 97 +  9 3 I 9 8 +  9 9 I 99 +

=  ( 1 + 0  -  1 + 0 > +  + ( 1 + 0  - 1  + 0 ) =  [ o j

100 I 100'

1 5 . 1 6  C a l c u l a r  el á re a  e n c e r r a d a  p o r  la  c u r v a

y  =  x 7 —  4 x  

y  l a  r e c t a
y  =  2 x  —  5 .

(U n iv . de  M álaga)
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R e p r e s e n t e m o s  la  p a r á b o la  y  =  * ? - 4 *  : 

C o r r e  c o n  lo s  e je s :  x  =  0  = >  y  =  0  ;

x  =  0  

x  =  4
y  —  0  = >  x -  4  x -  0  ;  x ( x - 4 )  =  0  

M á x im o s  y  m í n i m o s :  

y* =  2 x - 4  ;  y ' =  0  = >  2 x - 4  =  0 .  x  =  2 

y "  =  2  >  0  = >  e x iste  u n  m í n i m o  e n  el p u n t o  ( 2 4 )  

C o r t e  de la p a r á b o la  y  la  r e c t a :  

y = x 2 - 4 x ,  ^

y  =  2  x  —  5  1 ^

-  ** V

■ y  =  - 3

6  -  \  3 6  2 0  _  6 : 4

x 2 —  4  x =  2  x -  5  ; x 2 - 6 x + 5  =  0 ;

5  = >  y  =  5

El área del r e c t á n g u lo  t r a m a d o  e n  la  f igu ra  será:

d S  =  ‘ V . e c ,  ~  Ycu..^  , d x  =  ( , 2 x  ~  51 “  ‘ x 2 - 4 x > )  d x  =  1 - x 2 +  6 x  - 5 )  d x  = >

J  1 -  x 2 +  6 x  -  5 ) d x  =  ^ - 2 L 3 4 - 6 y - 5 x j 5  =  ( - ~  +  3  2 5 - 2 5 ) - ( -  1  +  3 - 5 )  =S  =

15.17 D e t e r m i n a r  e l  á r e a  d e l  r e c i n t o  l i m i t a d o  p o r  la  p a r á b o l a

y 2 =  2 x

y  la  r e c t a  q u e  u n e  l o s  p u n t o s  A ( 2 , - 2 )  y  B ( 4 ,  2 v * 2 ) .

E l  d i b u j o  d e  la p a r á b o la  y 2 =  2 x  n o  o f r e c e  d i f ic u l t a d .  

Pasa p o r  el p u n t o  ( 0 .  0 )  y  t iene e n  este p u n t o  u n  m í n i m o  

d e  la x .  y a  q u e  x ’ =  y  . s ie n d o  x "  =  1 >  0 .

L o s  p u n t o s  A  y  8  están s o b r e  la  p a r á b o la ,  y a  q u e  sus 

c o o r d e n a d a s  satisfacen la e c u a c ió n  d e  la p a r á b o la .

L a  e c u a c ió n  d e  la recta A B  e s :

x - 2  =  y - 1— 2 ) 

4 - 2  2 v r 2 — I — 2)

i

x - 2

2
y + 2

x  =

v ' 2  +  1
V +

2 ( v  2 + 1 

4  * 2 V 2  

v / 2  +  1

r 2 v 7  í ' j  v 'í  .
A r e a  p e d i d a :  d S = ( x  - x  ) d y  = > S  = |  ( x — x c ) d y  = /  ( --------------

J - 7  J - 7  ' v ' 2 + 1
< ± i ^ - l y > v  

v ' 2 + 1  2  '

v '2  +  1

4  +  2  n/ 2

v 2 +  1 2  3  1 - 2  1 v ' 2  +  1 2  v ' 2 + 1  6  '
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/  1 ( ~ 2 ) 2 +  4  +  2>/~2 { _ 2 )  _  1_ |__2 ) 3 \ _  4  +  8  V  2

' k 2 + 1  2  k 2  +  1 6  '  v ^ 2 + 1

3 \ _  4  +  8 v ^ 2  +  8  8 \ / 2  _  2 - 8  - 4 k 2  _  4

3  n /~ 2  +  1 3

1 8 +  1 2 k 2  _  8  V ~ 2  +  4  _  ( 1 8 +  12 y -? ) ( y / 2  —  1) _  8 V 2 + 4  6 v 2 - * - 6  _  8 ^ 2  +  4

3  ( v / 2 +  1 ) ( v 2 - n  3  2 - 1  3s Í 2  +  1

1 0 v / 2  + 1 4

15.18 H a l l a r  e l  á r e a  e n c e r r a d a  p o r

'U n iv . d e  L a  L a g u n a )
I

-  2  :  >/4  +  1 2  ^  1

D ib u jo  d e  la  p a rá b o la  x  =  -  y 2 -  2  y  +  J  =  0 :

C o r t e  c o n  lo s  e je s : x = 0  = >  y 2 + 2 y - 3  =  0  = >  y  =  

y  =  0  = >  x =  3  

M á x im o s  y  m ín im o s  ( d e  la  x ) :  D e r iv a n d o  r e s p e c to  d e  y  : 

x‘ =  - 2 y - 2 ,  x '  =  0  = >  — 2 y  — 2  =  0  = >  y  =  - 1 ;  I 

x "  =  —  2

P u n t o  d e  c o r te  d e  la  re c ta  y  la  p a rá b o la : 

y  =  x +  1

= >  <x +  1 ) 2 +  2 ( x  +  1)  +  x - 3  =  0  = >  x 2 +  5 x  =  0
y 2 +  2 y  +  x  —  3  =  0  

La recta  y  la p arábola  se c o r ta n  en los p u n t o s  ( 0 .  1) y  ( - 5 , - 4 ) .

^ - 3  '

existe u n  m á x i m o  de la x e n  el 

p u n t o  (4 .  —  1 ) .

x  =  0 .  x  =  -  5 .

A r e a  p e d id a :  E l área d e l  re c tá n g u lo  

r a y a d o  es ( c o n s id e r a n d o  q u e  x ,  es n e g a ti 

va):

d A  =  ( x p —  x( ) d y  =  ( ( — y 2 — 2  y  +  3 )  —  

_  ( y  —  1 ) ) d y  =  <— y 2 — 3 y  + 4 > d y  :

A  =  3 V  + 4 > d y  =  [ ~  y - 3  ^ -  +  4 y

= ( _ 1 . 1 3 - 1 . 1 2  + 4-,) _  ( _  l ( - 4 , 3-  | ( _ 4 ) 2+ 4 ( - 4>) = 125

1 5 . 1 9  H a l la r  el érea d e  la  r e g ió n  im i t a d a  p o r  las gráficas d e  las fu n c io n e s :

f ( x )  = 1 + 5  ; g ( x )  =  ( x  +  1) '

(U n iv . de  Barcelona)

H a l le m o s  los p u n t o s  d e  in te rs e c c ió n  d e  a m b a s  gráficas re s o lv ie n d o  el sistema:
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V - 1  +  3

y  =  ( x  +  1)

1 +  |  =  f x +  l ) 2

i

2  x( 1 +  > =  x + 1  ;  1 + _ + _  =  x + ,  ;

9 +  x 7 + 6 x  =  9 x + 9  ;  x 2 - 3 x  =  0

j'(x)=l(x +  1 )  5  ;  g " ( x , =  - 1 { X +  1 ) ' 3  =  _  1

X , =  0 .

1 1

la f u n c i ó n  g  es c ó n c a v a  e n  el in te rv a lo  ( O ,  3|. 

• 3r 3 r
A r e a  p e d i d a  =  I  | g ( x ) - f < x )  | d x  =  I  ( ( x  +  1 ) ?  -  1 -  ^  ) d x  =

4  V ( x  +  D 3

i

( x + 1 ) 2

< 0  V  x €  ( O ,  3 )

| (X +  l)2_ x _ l x?]3 = ( | ( 3 + 1 ) 2 - 3 - 1  9 )  -  |  (0 +  1)2- 0 - 0  =
4  o  J o  3  6  3

1 5 . 2 0  D e te rm in a r e l áre a e n c e rra d a  e n tre  las g rá fica s d e  las fu n c io n e s  d e  e cuacion es

y = 6 x - x 2 . y  = x2 - 2 x

(U n iv .  d e  C a s tilla  - L a  M a n c h a ) 
(U n iv .  d e  L a  L a g u n a )
(U n iv .  d e  E x tre m a d u ra )

D ib u jo  d e  la  p a rá b o la  y  =  6 x  -  x 2 :

C o r t e  c o n  los ejes: x = 0  y  =  0 ;  y = 0  = >  6 x  - x 2 =  0  = >  x  =  0 . x  =  6

M á x i m o s  y  m í n i m o s :  y * = 6 - 2 x ;  y ’ =  0  = >  6 - 2 x = 0 .  x =  3 ;  y "  =  - 2  <  0  = >

existe u n  m á x i m o  en el p u n t o  ( 3 ,  9 ) .

D ib u jo  d e  la  p a rá b o la  y  =  x 7 —  2 x :

C o r t e  c o n  los ejes: x  =  0  = >  y  =  0 ;  y  =  0  = >  x 2 - 2 x  =  0  = >  x = 0 , x = 2

M á x i m o  y  m í n i m o s :  y = 2 x - 2 ;  y* =  0  = >  2  x - 2  =  0 .  x  =  1 ;  y ”  =  2  >  0  = >  existe un

m í n i m o  e n  el p u n t o  ( 1 . - 1 ) .

P u n to s  d e  c o r te  d e  a m b a s  c u rv a s : 

y  =  6 x -  x 2 

y  =  x 2 -  2x

6  x —  x 2 =  x 2 —  2 x

2 x 2 - 8 x =  0  = >  x  =  0 ,  x =  4  

las c u rva s  se c o r ta n  en los p u n t o s  (0 .  0 )  y  ( 4 .  81 

C á lc u lo  d e l  á re a  p e d id a :  

d A  =  < y , - y ? ) d x  =  ( ( 6 x - x 2 ) - ( x 2 - 2 x ) ) d x  =
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=  |— 2 x ? r  8 x ) d x  = >  A  =  / ( — 2 x 2 +  8 x ) d x  =

í

v 3 V2 14_ 2 . i L  + q . > L \ +  4 . 4  —  0  =
64

C a l c u l a r  el área d e  la  f ig u r a  p la n a  s i tu a d a  e n  el p r i m e r  c u a d r a n t e  y  l i m i t a d a  p o r  las c u r va s :

x 2 + y 2 =  4 x  ; y 2 =  2 x

( U n i v .  d e l  P a ís  V a s c o )

L a  e c u a c ió n  x 2 +  y 2 —  4  x  =  0  es la d e  la c i r c u n f e r e n c ia  d e  c e n t r o  el p u n t o  ( 2 .  0 )  y  r a d io  2. 

E l  d i b u j o  d e  la p a r á b o la  y 2 =  2 x  n o  o f r e c e  d i f ic u l t a d .

P u n to s  d e  c o r te  d e  a m b a s  c u r v a s :  Y

x 2 +  y 2 =  4  x

y 2 =  2 x

x * + 2 x = 4 x ;  x - 2 x  =  0

x  =  0 .  x  =  2

C á lc u lo  d e l  á re a  p e d id a :

El área p e d id a  es igual a  la c u a r ta  p a r te  d e l  área 

de l c i r c u l o  d e  r a d i o  2  m e n o s  el área d e l t r iá n g u lo  mi x -  

t i l in e o  O C B  d e t e r m i n a d o  p o r  las re c ta s  y  =  0 .  x =  2 

y  el a r c o  d e  p a rá b o la  O B  :

A r e a  == ̂ rr 22-J' y  d x  =  jt —  j  \  2  x 2 d x  =  JT —  v  2

r  -1

=  r r - V 2 | | - 2  2 - 0  | =

=  tr -  \ Í 2  • 1 2  • \ Í 2  =  I i r  — §

D a d a  la  c u r v a y  =
x  -  1

x  —  4

b .  ( b  >  3 ) ,  tal q u e  el área c o m p r e n d i d a  e n t r e  la  c u r v a ,  el e je  O X  y  las o r d e n a d a s  c o r r e s p o n d ie n t e s

a  x  =  3  y  x  =  b  sea l o g  t / T b  +  2 ) 3 .
7  ( U n i v .  d e  V a lla d o ü d )

y  =
x —  1

. V  x  i »  3.  x  —  1 > 0 ,  x  +  2  >  0.  x —  2  >  0  = >  y > 0
(x + 2 )  (x — 2)

E l  área c o m p r e n d i d a  e n tr e  la c u r v a ,  el eje O X  y  las rectas x = 3  y  x =  b  es

s  =  f L -
J 3 x 2 —  4

D e s c o m p o n i e n d o  e n  fra c c io n e s  s im p le s :

x -  1 _  A  .  B

[x  +  2 U x  — 2 )  x +  2  x —  2

d x

x  -  1 =  A ( x  —  2 )  +  B ( x  + 2 )
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para x  =  2 :  1 =  4 B

"  x  = - 2 :  - 3  =  - 4  A

3  I
4

= >  A =  B -  I  
4  4

- I U
-

2  x  —  2
d x  = |  l og ( x  +  2 )  +  1  l og ( x  -  2 )

3 1

=  ¿  l og ( b  +  2 )  +  —  l og <b —  2 )  -  ?  l og 5  -  1  l o g  1 =  l og ( b  +  2 ) *  +  l og I b  - 2 ) 4 -  l og 5
4  4  4  4

l og
( b  +  2 )  <b —  2 )

3
_ 4

-  i  5 s  1  3
Según el e n u n c i a d o : l o g < b + 2 >  =  l o g  I b  +  2 ) 4 = >  ( b + 2 )  =  ( b  +  2 )

(al  ser  b  +  2 *  0 .  y a  q u e  b  >  3 )

( b - 2 1 4 =  5 4 = >  ( b  -  2)** =  <&3> = >  b  -  2  =  5 3 = >  b  =  127

15.23 C a lc u l a r  el área e n c e r r a d a  p o r  la  g rá f ica  d e  y  =  — - -------
4  +  x 2

e . ,e je  d e  abscisas y  las rectas * = 2 ^ 3  y  x  =  2 .

(U n iv .  d e  C a s tilla  - L a  M a n c h a , 1 9 9 1 )

V x  €  R  4  +  x 2 >  0

A r e a  p e d id a  =

la f u n c i ó n  d e f in id a  p o r  f ( x ) =
4 +  x*

es c o n t i n u a  y  p o s it iv a :

r j>3_ L d ,  =  ? r ' 3 _ i _ d ,  =  i f a r c , g

J ,  4 +  x J? i + f * \ 2 2 L

2 . 3

2

=  I  ( a r e  t g  v í -  a r e  tg  1 > =  ^  ( |  -  |  )
rr

2 4

15.24 H a l la r  el á re a  l im it a d a  p o r  la c u r v a  y  =  e*

la  c u e r d a  d e  la  c u r v a  q u e  u n e  los p u n t o s  d e  abscisas 0  y  1 . v ,  8  I
(U n t v .  d e  Z a ra g o z a )

I

Para x =  0 :  y  =  e° =  1 ;  p a r a  x  =  1 :  y  =  e . , ( 1 . e )

y* =  e * ; y "  =  e x >  0  = >  la  f u n c i ó n  es c o n v e x a .

L a  c u e r d a  q u e  u n e  los p u n t o s  ( 0 ,  1 )  y  ( 1 , e )  está 

p o r  e n c im a  d e  la cu rva
( 0. 1)

7
L a  e c u a c ió n  d e  la re c ta  q u e  pasa p o r  lo s  p u n t o s

(0 ,  1 ) y ( l ( e| e s :
0 1 X

fl
u
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V - i - 0

e -  1 1 - 0
Y  =  (e -  1)  x  +  1

E l  área p e d id a  será :

A  =  I \ y r - y c ) d x  =  f  | ( e - 1 > x + 1 - e x ) d x  =  f  le -  1)  j -  

Jo •'»
*  X -  e

e - 1
1 - e  +  1 = 2 - e +  1

15.25 H a l la r  el área d e  la r e g ió n  l im it a d a  p o r  el eje d e  o rd e n a d a s ,  la  recta  y  =  3  . y  l a  c u r v a

y  =  e
(U n i v .  d e  V a lla d o /id , 1 9 9 1 )

y '  =  e* ;  y "  =  e "  >  0  = >  la f u n c i ó n  es c o n v e x a .  

Para x  =  0  : y  =  e° =  1

A r e a  p e d i d a : 

d S  =  x d y

y  =  e '  = >  x =  l o g  y

d S  =  lo g  y  d y

- /
S  =  | lo g  y  • d y

In t e g r a n d o  p o r  p a rte s :

u  =  log y  

d v  =  d y

d u  =  -  d y  
V

v  =  y

H o g  y> V

f i

Y

3

d y

0

d y  =  3  log 3  -  1 lo g  1 - [ v i

=  3  lo g  3 -  1 3 -  1} =  3  lo g  3  -  2

15.26 H a l la r  el área e n c e rra d a  p o r  las lineas c u y a s  e cu a c io n e s  s o n :

Y  =  x  e ’  ;  y  =  0  ;  x  =  1

(U n iv .  d e  tas P a lm a s  d e  G r a n  C a n a ria )

f ( x  > =  xe* ;  f ' ( x )  =  1 • ex +  x e *  =  ( 1 +  x ) e *  >  0  V x e | 0 , l  

la f u n c i ó n  es c r e c i e n t e  e n  | 0 ,  1 | y  c o m o  f<0 } = 0 : f <x > i »  0  

V x  e ( 0 .  1 1.

f " ( x )  = e K + ( 1  +  x ) e x =  ( 2  +  x ) e ‘  >  0  V x € l 0 , 1 j  = >  

la  f u n c i ó n  es c o n v e x a  e n  [ 0 ,  1 ) .

A r e a  p e d id a :
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I n t e g r a n d o  p o r  p a r t e s :  

u =  x  I d u  =  d x

d v  =  e
= >  A  =

v  =  e
MI - f } 'dxme -MI -'1=0

1 5 . 2 7  H a l l a r  e l  á r e a  l i m i t a d a  p o r  la  c u r v a  y  = x - e

e l  e j e  d e  a b s c i s a s  y  la  r e c t a  x  =  a ,  s i e n d o  a  la  a b s c i s a  d e l  m á x i m o  d e  la  c u r v a .

( U n i v .  d e  A l i c a n t e )

H a l l e m o s  la  a b s cis a  d e l  m á x i m o :  f ( x )  =  x e f ( x )  =  1 . e “ 2 +  x e ~ " 2 ( — 2 x )  =

=  U ~ 2 x 2 )e ■ ; f ’ ( x )  =  0  = >  1 —  2 x 2 =  0  ;  x 2 =  I  ; x  =  :  J _
2  s / 2

f " ( x »  =  —  4 x - e  '  +  (1 - 2 x 2 ) e  ‘  ( - 2 x )  =  2 x  ( 2 x 2 - 3 ) e ~ * 2

=  2  ( 2  - ~ - 3 ) e  2 <  0  = >  la  f u n c i ó n  t ie n e  u n  m á x i m o  p a r a  x  =  — —
\  2  n 2  '  v  2  y /2

1

>  0  = >  la f u n c i ó n  t ie n e  u n  m í n i m o  p a r a  x = - 1

v / 2

E n  el i n t e r v a l o  f 0 .  — - | ,  f ' ( x )  >  0 .  la  f u n c i ó n  es c r e c i e n t e ,  y  c o m o  f  ( 0 )  =  0 ,  la  f u n c i ó n  es p o s i t i 
v a

va e n  d i c h o  i n t e r v a l o .

E l  á re a  p e d id a  e s :  A  -

—  r —
1 / . 2  - « 2. <e  ̂Jo e ( — 2 x 1  d x

1 5 . 2 8  H a l l a r  e l  á r e a  e n c e r r a d a  p o r  l a  c u r v a  y  =  l o g  

e l  e j e  O X  y  la  r e c t a  x  =  e .
( U n i v .  d e  E x t r e m a d u r a )

V =  0  = >  l o g  x =  0  = >  x  =  1

H x )  =  £  >  0  p a r a  t o d o  x  (E  | 1 , e |  = >  la  c u r v a  es c r e c i e n t e  e n  el i n t e r v a l o  [ 1 , e J ,  y  c o m o  

f ( 1 )  =  0 .  la  f u n c i ó n  es p o s i t iv a  en el i n t e r v a l o  | l , e | .  T a m b i é n  es c o n t i n u a  e n  d i c h o  i n t e r v a l o .

u  =  l o g  x 

d v  =  d x

d u  =  i d x

V  =  X

A r e a  p e d i d a :  A  =  l o g  x  d x

A  =  [ x  l o g  x j ^  -  J x ^ d x  =  e l o g  e  -  1 - l o g  1 - [  x ] *  =  e  —  ( e  - 1 )  =  ( i j
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15.29 H a l l a r  e l  á r e a  c o m p r e n d i d a  e n t r e  la  c u r v a :  y  =  l o g  ( x  +  5 )

y  la s  r e c t a s :

(U n iv .  d e  C ó r d o b a !

y  =  0  = >  lo g  ( x  +  5 )  =  0 ,  x  +  5  =  1 .  x = - 4  

f ( - | )  =  l o g ( - | + 5 )  =  l og 0 ' 5  ;  f ( 1 )  =  l og 6

f ' ( x )  =  — >  0  p a r a  t o d o  x

f " ( x )

x + 5

- 1 <  0  = >  la  c u r v a  es c ó n c a v a

a--------

( x  +  5 ) 2 

A r e a  p e d i d a : A  =  -  J
/ ’ ■

lo g  ( x  +  5 ) d x  +  I  l o g  ( x +  5 ) d x

C a l c u l e m o s ,  p o r  el m é t o d o  d e  in t e g r a c ió n  p o r  p a rte s .  I =  / lo g  ( x  +  5 ) d x  

d x

=  I  l og Ix

v  =  x

u  =  l o g  ( x  +  5 )  d u  =  — - j - j r  

d v  =  d x

=  x -  lo g  ( x + 5 )
J  X T 3

- - 4  r

>  I =  x - l o g  ( x  +  5 )  -  /  — d x  =  x • l o g ( x  + 5 ) —  /  d x  =
J  x +  5  . / x  +  5

-  /  ( 1 --------- ) d x  =  x - l o g  ( x + 5 ) - x  +  5  l og ( x + 5 )  =  ( x  +  5 )  l o g  ( x  +  5 )  -  x
J  x + 5

r  I - 4  f  1 1
d e  d o n d e  A  =  —  ( x  +  5 )  l o g  ( x  +  5 )  -  x  g +  ( x  +  5 )  l o g  ( x  +  5 )  -  x  ^  =

2

=  -  ( ( l . l o g  1 +  4 )  —  <0 '5  lo g  0 ' 5  +  4 ' 5 ) }  +  ( 6  l o g  6 - 1 ) - ( 1  • l o g  1 +  4 )  =

=  4 ' 5  +  0 ' 5  I o g 0 ' 5  + 6  l o g 6

r u n i v .  d e  L e ó n )

y  =  0  lo g  x  =  0 ,  x  =  l

y '  =  —  >  0  p a r a  x  >  0  r >  la c u r v a  es cre c ie n te
X

y " =  <  0  = >  la c u r v a  es c ó n c a v a

L a  p a r te  d e l p l a n o  c u y a  á re a  n o s  p i d e n  es a p r o x i m a

d a m e n t e  la d e  la f ig u r a .

C á l c u l o  d e l área p e d id a :
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d  A  =  x d y  

V =  lo g  x  = >  x =  e ‘

I N T E G R A L E S  D E F I N I D A S .  A R E A S  V  V O L U M E N E S  4 1 5

d  A  =  e * d y  = >  A  =  J e v d y  =  [  e v -  e 2 -  e ° = | e 2 -

5.31 C a lc u l a r  el área d e  la  z o n a  d e l p la n o  l i m i t a d a  p o r  las rectas

V  =  0  ;  x  =  1 ;  x  =  e 

l 8 9 , á , i c a  Y  = ( 1 0 9  X I 2  (U n iv. de Barcelona)

A r e a  p e d i d a :  S  =  I  ( l o g  x ) 2 d x

L a  f u n c i ó n  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  ( l o g  x ) 2 e s  c o n t i n u a  p a r a  x  >  0 .  

f ( l )  =  ( l o g  1 ) 2 =  0  ; f í e )  =  ( l o g  e ) 2 =  1

f ' ( x )  = 2 ( l o g x ) - l  >  0  p a r a  t o d o  x e  f 1.  e |  = >  la f u n c i ó n  e s  c r e c i e n t e  e n  el i n t e r v a l o  11 .  e j .  

c o m o  f ( 1 )  =  0 , la  f u n c i ó n  e s  p o s i t i v a  e n  d i c h o  i n t e r v a l o .

j;
I n t e g r a n d o  p o r  p a r t e s :

u =  l l o g  x ) 2 d u  =  2 ( l o g  x )  -  d x  ..

S  =  [ ( l o g  x ) 2 x j ,  -  x  - 2 ( l o g x ) l d x

d v  =  d x  i v  —  x

J'e

=  ( l o g  e ) 2 e -  ( l o g  1 )2 - 1 - 2  j  lo g  x  d x  =  e  -  2  j  l o g x d x

i n t e g r a n d o  d e  n u e v o  p o r  p a r t e s :

1u =  l o g  x  

d v  =  d x

d u  =  -  d x  
x

v  -  x

= >  S  =  e  — 2 ( [ ( l o g x ) x ]  ' - J  i  x  d x  )  =

= e -  2  ( l l o g e ) e -  ( lo g  1 ) - í  d x )  =  e - 2 e + 2 ’ x l * =  - e  + 2 ( e -  1 ) =  |e - 2

15.32 H a lla r  el área l im it a d a  p o r  la  g rá f ica  d e  y  =  —  l o g  x 2 

y  las re c ta s : x  =  e  y  x  =  e2
(U n iv .  d e  C ó rd o b a )

L a  f u n c i ó n  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  —  l o g  x 2 e s  c o n t i n u a  e n  e l  i n t e r v a l o  ( e .  e 2 J .

f ' ( x )  =  —  ~ =  —  —  <  0  p a r a  t o d o  x  e  [ e ,  e2 | = >  la f u n c i ó n  e s  d e c r e c i e n t e  e n  e s t e  i n t e r v a l o ,  
x  x

c o m o  f ( e )  =  -  l o g  e 2 =  -  2  l o g  e =  —  2  . la  f u n c i ó n  es n e g a t i v a  e n  d i c h o  i n t e r v a l o .
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I n t e g r a n d o  p o r  partes:

u  =  —  lo g  x  

d v  =  d x
A  = x  l o g  x 2] '  -  I |  • x  d x  =  e 2 l o g  e4 -  e  l o g  e 2 -  ¡ 2 x £

1 .'e

=  4 e 2 -  2 e  —  ( 2 e 2 —  2 e )  =  12 e2

i.33 D a d a  la  f u n c i ó n f ( x )  =
x -  l og x  si  x >  0

0  si x  =  0

el á re a  d e  l a  r e g i ó n  l i m i t a d a  p o r  l a  g rá f ic a  d e  la  f u n c i ó n  y  e l  e je  O X .  d e s d e  x  =  0  h a s ta  x  =  o

b  la  a b s cis a  d e l  m í n i m o  d e  la  f u n c i ó n .  a . i  .  .
(U n i v .  d e  L e ó n )
(U n iv .  d e  M a d r id )

f ( x )  =  x - l o g  x  = >  f ' ( x )  =  l o g x  +  x -  -  =  l o g x  +  1 ;  f ' ( x )  =  0  = >  l o g  x  +  1 =  0  ;

,  - 1 1l o g  x  =  -  1 ;  x  =  e =  -

f " ( x )  =  1  = >  f " ( ~ )  =  e > 0  = >  la f u n c i ó n  p r e s e n ta  u n  m í n i m o  en e l  p u n t o  ( ^  ^ .

V e a m o s  la p o s i c i ó n  d e  la c u r v a  e n  u n  e n t o r n o  de 0 :

IL* H o p ita l) i

lím_ x  - log x  =  lim^ =  l í m  - í -  =  l í m  |—  x ) =  0
«•O* K 'O  1 «•  O * 1 « *o*

E n  e l  i n t e r v a l o  [ 0 ,  e  ' ) , f ( x )  <  0 .  d e  d o n d e :  A  -  —  j

I n t e g r a n d o  p o r  p a r t e s :  

u =  l o g  x

Y

O

x • l og x d x

d v  =  x  d x

d u  =  I  d x

v  =
a = - ( [ " ° 9 x ’ r f  ~ r

x l  1

2  x

X

•O 2
=  —  ( l o g  e 1 )  — -  +  l í m  ( —  l o g x )  +  f  ^ x  d x  =  1 ■ +  l í m  ^  -  l i m  ( x  l o g  x )  +  [  1

J 0  2  2  « * o  2  * - o  L  4  i,

i . - * + o - o  +  Y

2  * * o  2  « ' o

- 2
3 . - *
4

15.34 D e t e r m i n a r  el á re a  a c o t a d a  p o r  f ( x )  =  x 2 - lo g  x 

su t a n g e n t e  e n  el p u n t o  d e  abscisa x  =  e  y  el e je  O X .
(U n iv . d e  M a d rid )

L a  f u n c i ó n  d e f i n i d a  p o r  f ( x )  =  x 2 l o g  x  e s  c o n t i n u a  p a r a  x  >  0 .
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C o r t e  d e  la c u r v a  c o n  el eje O X  :  y  =  0  = >  x 2 • l o g  x  =  0
x 2 =  0 x  =  0

l o g x  =  0 , x  =  1

f ' ( x )  =  2 x  • l o g  x  +  x 2 - -  =  x ( 2  l o g  x +  1)  ;  f " ( x )  =  2 l o g x + 1 + x - = 2  l o g  x  +  3  >  0  e n  el
X  X

in t e r v a l o  [ l . e j  = >  la f u n c i ó n  e s  c o n v e x a ,  la c u r v a  q u e d a  p o r  e n c im a  d e  la ta n g e n te ,  

f  ( e )  =  e 2 • l o g  e  =  e 2

E c u a c ió n  d e  la  ta n g e n te  e n  e l  p u n t o  (e , e 7 ) :

V  ( x )  =  x  ( 2  l o g  x  +  1 ) ;  f ' ( e )  =  e ( 2  l o g  e  +  i )  =  3 e  = >  la  e c u a c i ó n  d e  la  t a n g e n t e  e n  el p u n t o

( e . e 2 ) e s : y  -  e 2 =  3 e  ( x  - e ) .

A r e a  p e d id a :  E s  igual al á re a  d e l t r i á n g u l o  

m i x t i l i n e o  A D C  m e n o s  el área d e l  t r i á n g u l o  B D C .  

A r e a  d e l t r i á n g u l o  m i x t i l i n e o  A D C :

/ ¥flx - J  '
S  -  I v  d x  =  I  x* lo g  x d x

i n t e g r a n d o  p o r  p a r t e s

u  =  log x I d u  =  -  d x  
*

d v  =  x 2  C Í X  I V  =  i  X 3  

J

D(e.e*

S -
! ,  “ i  3  x 3  = c ,x  =  5  e 3 109e -  5  1 3 , 09  1 -  5 /  ’

2 x 3

3 3

■  V 3 - 5  , e 3 - "  =  5 « * í + 1 >

L a  t a n g e n te  y  =  3 e  x  —  2 e 2 c o r ta  al e je  O X  en el p u n t o  ( ^ e .  0 ) .  

A r e a  d e l t r i á n g u l o  B C D  =  i  B C  C O  =  i  ( e  -  |  e  j e 2 =  ^  e 3

A r e a  p e d id a  =  1  ( 2  e 3 +  1 )  -  1  e 3 =  - L  <e 3 +  2 )  
y  b  ] q

1 5 . 3 5  D a d a  la  f u n c ió n  f  : R ? -♦ R  d e f in id a  p o r  f ( x )  =
x

h a lla r  el á re a  d e te r m in a d a  p o r  la  c u r v a  y  =  f  ( x ) .  e l e je  O X  y  la  re c ta  x  =  e .

(U n i v .  d e  Is la s  B a le a re s )  
(U n i v .  d e  S a n t ia g o )

y  =  0
l o g  x

=  0  ; lo g  x  =  0  ; x  =  1

- .  x  —  1 -  l o g  x

H x )  =  —     =  ---------------------- >  0  p a r a  t o d o  x E  1 1.  e|
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l a  f u n c i ó n  es c r e c i e n t e  e n  e s te  i n t e r v a l o ,  y  c o m o  f < 1 )  =  O ,  la  f u n c i ó n  es p o s i t iv a  e n  | 1 ,  e| , D e  d o n d e :

A r e a  p e d ii d a :  A = Í  d x  =  í  ( , o g * ) ' - - d x  =
J  i  x  J i  x

( l o g x ) 2]* =  ( l o g e ) 2 _  ( lo g  I ) 2 .

2  I, 2  2

15.36 S e a n f ( x )  =  -  x 2 - 4 x  ;  g ( x )  =  ( | ) ' -  2 .

C a l c u l a r  el á re a  d e l  d o m i n i o ,  c o n j u n t o  d e  p u n t o s  M ( x ,  y )  ta les q u e  — 2 < x ^ 0 ;  g ( x )  • y  f ( x ) .

R e p r e s e n t e m o s  a m b a s  c u r v a s  e n  el i n t e r v a l o  | — 2 ,  0

f l x » =  —  x 2 —  4  x : x  =  0 y  =  0  ; x  =  -  2 y  =  4

f * (x )  =  —  2 x  —  4  ;  f l x ) =  0  r >  —  2  x  - 4  = 0 ;  x  = - 2  ; V x t |  - 2 , 0 | .  f ’ l x )  *£ 0  r o 

la c u r v a  e s  d e c r e c i e n t e .

f " ( x )  =  — 2 <  0  = >  la c u r v a  es c ó n c a v a .

9 < x )  =  I*  -  2  =  2  * - 2  : x  =  0  = >  y  =  1 -  2  =  - 1  ;  x = - 2  = >  y  =  2 2 -  2  =  2

g*( x)  =  2 ' *  ( l o g  2 )  ( - 1 )  =  - 2 ' - l o g 2 < 0  V x E | - 2 ; 0 |  la  c u r v a  es d e c r e c ie n t e .

g " ( x )  =  — 2 "  ‘  ( l o g  2 ) 2 ( —  1 1 =  2-x ( l o g  2 ) 2 >  0  la c u r v a  es c o n v e x a .

C o n  lo s  d a t o s  o b t e n i d o s  p o d e m o s  d i b u j a r  a m b a s  Y

c u r v a s  e n  el i n t e r v a l o  ( - 2 ,  0 ) , c o m p r o b a n d o  q u e  n o  

se c o r t a n  e n  d i c h o  i n t e r v a l o .

E l  á re a  p e d i d a  será:

S  f  f ( x )  —  g ( x ) l  d x  =  | ( — x 2 —  4 x — 2  * +  2 ) d x  =

_ ? L 3 _ 4 x -2
3  2  l o g 2

1 - 1 )  +  2 x
- 2

= - l - - ( - Z « _ 4 . 2  
l o g  2  V 3 l o g  2 - 4 )  =

_ - 3  2 8

l o g  2  3

15.37 C a l c u l a r  el á re a  d e l  p l a n o  c o m p r e n d i d a  e n t r e  l a  c u r v a

y -  4̂
+  1

y  la  r e c t a  V  -  1 .
( U n iv . d e  B a rc e lo n a )

H a l l e m o s  lo s  p u n t o s  d e  c o r t e  d e  l a  c u r v a  y  la  r e c t a :
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y  =
X *  + 1 

x 4 +  1

V =  1

L Í ± J

c4  +  1

x 2 =  0  .

=  1 1 =  x «  +  l  . x « _  x  —  0  . x 2 ( x 2 -  1 )  =  0

=  0

x 2 -  1 =  0  .  x  =  i  1

P a ra  -  1 <  x  <  1 : x 2 <  1 y  x 4 <  x :
X  +  1 x ' +  1

x “  +  l X2  +  1

la o r d e n a d a  d e  la c u r v a  e s  ig u a l  o  m a y o r  q u e  la o r d e n a d a  d e  la r e c t a .  C o m o  a d e m á s ,  la c u r v a  e s  s i m é t r i c a  

r e s p e c t o  d e l  e j e  O Y ,  y a  q u e  f  ( — x )  =  f  ( x ) :

A r e a  p e d i d a : s = 2  \ d x = 2  r ¿ ± i

Jo X 4 + 1 ' Jo x4+l d x  - 2

L a  d e s c o m p o s i c i ó n  e n  f r a c c i o n e s  s i m p l e s  d e  esta  f u n c i ó n  r a c i o n a l  es m u y  c o m p l i c a d a .  C a l c u l a r e m o s  

la i n t e g r a l  h a c i e n d o  el s i g u i e n t e  c a m b i o  d e  v a r i a b l e :

t =  x -  = >  p a r a  x  -  0 ‘ . I  —  -  ® :  p a r a  x  =  1 . t  =  0  ;  d t  =  (  1 +  - — )  d x  ;

l2  =  x 2 + 4 r ~ 2 ;  x 2 + - 1 -  = t 2 + 2 .  D i v i d i e n d o  n u m e r a d o r  y  d e n o m i n a d o r  p o r  x 2 :

1 +  —

Jo  x 2 + —  « 2  +  t 2 2  X » 1 + / - L

d t  —  2  =

-  v 2 a r e  tg  —  

v2
- 2  -  \  2  ( a r e  t g  0  -  a r e  t g  I -  ® ) )  -  2  = v X - |  - 2

15.38 C a lc u la r  e l  á rea  de l  re c in to  c o m p r e n d id o  e n tre  la  p arábo la

x 2
v  =  7

y  l a  re c ta  y  =  x .

C a lc u la r  as im ism o ol v o lu m e n  g en erad o  p o r  d ic h o  re c in to  al g irar 3 6 0 °  a l re d e d o r  de l  eje  O X .

(U n iv .  d e  V a le n c ia )
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C á l c u l o  d e l v o l u m e n :  d V  =  ir y f d x  -  ir  y p d x  =  i r  ( y r  -  y p ) d x  =  x  -  —  )  d x  = >

f *  I 2 1 4 \  . [ x 3 1 x5] 4 (A2 1 4 5 \
= J / ( x - Í 6 X ' y  " T6 5 "J0 = T  “ 16 !f ' =V  =

128

15.39 D e  la  f a m i l i a  d e  e l i p s e s  d e  e c u a c i o n e s :

c u y o s  s e m i e j e s  a  y  b  c u m p l e n  la  c o n d i c i ó n  d e  q u e  a 2 + b 2 =  1 , d e t e r m i n a r  a q u e l l a  q u e .  al g i r a r  al 

d e d o r  d e l  e j e  O Y .  e n g e n d r a  u n  s ó l i d o  d e  r e v o l u c i ó n  d e  v o l u m e n  m á x i m o .

(U n iv .  d e  N a v a rra )

H a l l e m o s  el v o l u m e n  d e l s ó l id o  d e  r e v o lu c ió n .  

El v o l u m e n  e n g e n d r a d o  p o r  el r e c t á n g u l o  d e  la f i -  

ra  al g ir a r  a l r e d e d o r  d e l  e je  O Y  es:

d  V  =  7rx2 d y  =  r r a 2 (  1 —  )  d y  = >

J fb 2
i r a 2 ( l  -  —  j  d y  =  2  ir a¿ 

> b 2
y  -

3 b ¿

2  i r a  ( b  -
3b*

y  c o m o  a2 +  b 2 =  1 :

-  2  i r a 2 - ?  b  =  r  ?ra2 b

V  =  i  ;r I I  —  b 2 l b  =  ^  ir I b  -  b 3 }

%  -  4  .1  —  3 b 2 í  ;  ^ = 0
d b  3  d  b

1 -  3  b 2 =  0  ; b 2 =  1

y  al ser — -  =  —  ir  I -  6  b )  <  0  . t e n e m o s  u n  m á x i m o .  
3d b '

Elipse p e d i d a :
X 2 v 2+  - I —  =  1
2 1

3 3

15.40 L a  r e g i ó n  s i tu a d a  en el p r i m e r  c u a d r a n t e  y  l i m i t a d a  p o r  las líneas

1
y  =

x +  1

la  re c ta  t a n g e n te  a  la  c u r v a  a n t e r i o r  en el p u n t o  d e  abscisa x  =  0 .  la  r e c t a  x  =  2  y  el e je  O X ,  g ir a  a lre d e  

d o r  d e  é s te  ú l t i m o .  H a l l a r  el v o l u m e n  d e l  c u e r p o  d e  r e v o l u c i ó n  q u e  se g enera . H a c e r  la  r e p r e s e n ta c ió n

(U n iv . d e /P a is  V a sco)

www.FreeLibros.me



I N T E G R A L E S  D E F I N I D A S .  A R E A S  Y  V O L U M E N E S  421

- 1

lx  +  1 ) :
: f l O )  = =  - 1 la e c u a c ió n

fie la  ta n g e n te  a la  c u r v a  en el p u n t o  ( 0 . 1 )  e s :

y -  1 =  -  1 ( x - 0 )  .  y  =  - x  +  1 

esta re c ta  c o r t a  a lo s  ejes e n  lo s  p u n t o s  ( 0 . 1 1  y  ( 1 . 0 ) .

V  =
lx +  1 }■

< 0 . la c u r v a  es d e c re c ie n te  en

t o d o s  sus p u n to s

Para x -  2  . y  =  - .

El v o l u m e n  p e d i d o ,  g e n e r a d o  p o r  la  p a r te  t ra m a d a  al girar 3 6 0 °  a lr e d e d o r  del e je  O X .  es igual 

al v o l u m e n  g e n e r a d o  al g ir a '  el c u a d r i lá t e r o  m i x t i l i n e o  O A B C ,  m e n o s  el v o l u m e n  del c o n o  g e n e r a n d o  
al girar el t r iá n g u lo  O D C :

y ? d x  -  |  ?t O C ? - O D  =

f lx M r ’
“ T T "

2

o 3

I  n --------- -------  d x  —  ^ n  12 - 1 =  rr f  (x
Jo  l x  +  1 ) 2  3  Jo

+  i r 2 d x - l ff =

1 5 . 4 1  S i  a €  | 0 .  1| . la  e c u a c ió n  f o ( x )  =  — ^  x ?

a ?

represen ta  a  u n a  p a r á b o la  q u e  paso p o r  los p u n t o s  ( 0 . 0 )  y  (a . 1 -  a ) . S e  p id e :

1) C a lc u l a r  el área S ( a )  d e  la  r e g ió n  l im it a d a  p o r  la  g rá f ica  d e  la  p a r á b o la ,  el eje O X  y  las rectas 

x  =  0  y  x  =  a. ¿P ara  q u é  v a lo r  d e  a el área S ( a )  es m á x im a ?

2 )  C a lc u l a  el v o l u m e n  V ( a )  g e n e r a d o  al g ira r  3 6 0 °  a lr e d e d o r  d e l eje O X .  la  re g ió n  l i m i t a d a  p o r  

la  gráfica d e  la  p a r á b o la ,  el e je  O X  y  las rectas x  =  0  y  x  =  a. ¿P ara  q u é  v a lo r  d e  a el v o l u 

m e n  V ( a )  es m á x i m o ?
(U n iv .  d e  V a le n c ia , 1 9 9 1 )

I I  s i a )  =  x J d x  -
. L  a  a'

S ' la )  =  -  I I  -  2 a )  . S ' ( a )  =  0
J

1_3 =  i M . -  a l a  = i  ( a - a 2 )
3 O 3 3

l - 2 a  =  0 .  a =  I

S " ( a ) -  <  0  ,  p a r a  ja =  ^ 1  el área S l a )  es m á x im a .

2 )  El v o l u m e n  e n g e n d r a d o  p o r  el re c t á n g u lo  A B C D  al 

girar 3 6 0 °  a lr e d e d o r  d e l  e je  O X  es:

d V  (a )  =  n  y > d x  = >  V . a ) = / ' \ ü ^ L 2 x 4 d x = f f ( I ^ f x ! | -  =  

.'o  a  a 4 l 5  jo
1*11  - a ) 7i 

5
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' ( a )  =  ^ ( 2 1 1  -  a )  ( - 1 ) a  +  11 -  a ) 2 - i )  =  |  ( 1  - a )  ( 1  - 3 a )
5

V ' ( a )  =  0

a =  1 . n o  s i r v e  p o r q u e  1 §? | 0  ;  1 f

V " ( a )  =  g ( —  1 ( 1  — 3 a )  +  ( 1  -  a )  ( - 3 ) )  =  |  ( - 4  f  6 a )  .  V " ( j )  =  | ( - 4  +

p a r a

‘ ■ i
el v o l u m e n  V ( a l  e s  m á x i m o .

nj
 

i c
r>
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PROBABILIDADES

E X P E R I M E N T O S  A L E A T O R I O S  s o n  lo s  q u e  r e p e t i d o s  e n  c o n d i c i o n e s  i d é n t i c a s  d a n .  f r e c u e n 

t e m e n t e .  r e s u l t a d o s  d i f e r e n t e s ,  y  p o r  t a n t o ,  n o  e s  p o s i b l e  p r e d e c i r  e l  r e s u l t a d o  d e  u n a  e x p e r i e n c i a  p a r -  

t i c u l a r .

S i  r , . r 2 . . . . .  r n s o n  t o d o s  l o s  r e s u l t a d o s  p o s i b l e s  d e l  e x p e r i m e n t o ,  a l  c o n j u n t o

í f , ' r 2 .............

se  le  l l a m a  c o n ju n t o  u n iv e r s a l  o  e s p a c io  m u e s tr a ! ,  y  a  l o s  e l e m e n t o s  r .  q u e  c o n s t i t u y e n  £2 se le s  l l a m a  

su ce so s  e le m e n ta le s  o  re s u lta d o s . E n  c a d a  p r u e b a  s e  o b t e n d r á  u n  r e s u l t a d o .

E l  e s p a c io  m u e s tra !  del e x p e r im e n t o  d e  la n z a r  u n  d a d o  a l a ir e  y  le er el n ú m e r o  d e  la  c a r a  s u p e r io r  es

£2 =  { 1 . 2 .  3 . 4 .  5 . 6 } .

A n t e s  d e  h a c e r  u n a  p r u e b a  e n  u n  e x p e r i m e n t o  a l e a t o r i o  n o  p u e d e  p r e d e t e r m i n a r s e  e l  r e s u l t a d o ,  p e  

r o  s í  s a b e m o s  c o n  c e r t e z a  q u e  será a l g u n o  d e  lo s  e l e m e n t o s  d e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  S í -

F e n ó m e n o s  e s to c ó s tic o s  o  a le a to rio s  s o n  l o s  q u e  c o n  las m i s m a s  c a u s a s  p u e d e n  d a r  t u g a r a  r e s u l t a 

d o s  d i f e r e n t e s .

E l la n z a m ie n t o  d e  u n  d a d o  y  le c tu r a  d e l n ú m e r o  d e  su c a r a  s u p e rio r .

F e n ó m e n o s  d e te r m im s t/ c o s  s o n  lo s  q u e  c o n  las m i s m a s  c a u s a s  d a n  s i e m p r e  lo s  m i s m o s  r e s u l t a d o s .

E l t ie m p o  e m p le a d o  p o r  u n  m ó v il  e n  r e c o r r e r  la  d is ta n c ia  d a l a  v e lo c id a d  c o n s t a n te  v  será s ie m p re  e l m is m o .

S u c e s o  d e  u n  e x p e r i m e n t o  a l e a t o r i o  e s  t o d o  s u b c o n j u n t o  d e l  e s p a c i o  m u e s t r a l .  L o s  s u c e s o s  s e  s i m 
b o l i z a n  p o r  A .  B ,  C ____

E l  s u c e s o  A  e s t á  b i e n  d e f i n i d o  si  s e  h a  e s t a b l e c i d o  u n  c r i t e r i o  l ó g i c o  q u e  n o s  p e r m i t e  a f i r m a r  q u e  el 

r e s u l t a d o  r ( v e r i f i c a  o  n o  a l  s u c e s o  A .

E l  s u c e s o  " o b t e n e r  u n  n ú m e r o  p a r  a l la n z a r  u n  d a d o "  es A  =  { 2 .  4 .  6 } .  D ir e m o s  q u e  s e  h a  r e a liz a d o  e l s u c e s o  A  

si c o m o  r e s u lt a d o  d e  u n  ú n i c o  la n z a m ie n t o  s e  h a  p re s e n ta d o  el 2 .  o  el 4  o  el 6 .

L o s  s u c e s o s  e l e m e n t a l e s  s o n  lo s  s u b c o n j u n t o s  u n i t a r i o s  d e  £2.

S u c e s o  s e g u r o  es e l  q u e  s e  v e r i f i c a  p o r  t o d o s  lo s  r e s u l t a d o s  d e l  e x p e r i m e n t o .  S e  s i m b o l i z a  p o r  s2.

E l  s u c e s o  d e  o b te n e r , al la n z a r  u n  d a d o , u n  n ú m e r o  ig u a l o  m e n o r  q u e  6  e s : A  =  {  1. 2 .  3 . 4 . 5 . 6 }  =  £2.

S u c e s o  i m p o s i b l e  e s  el q u e  n o  se v e r i f i c a  p o r  n i n g u n o  d e  l o s  r e s u l t a d o s  p o s i b l e s  d e l  e x p e r i m e n t o .  

S e  s i m b o l i z a  p o r  0 .

E l s u c e s o  d e  o b te n e r , al la n z a r  u n  d a d o , u n  n ú m e r o  s u p e rio r  a  6  es e l s u c e s o  im p o s ib le .

S u c e s o  c o n t r a r i o  u  o p u e s t o  d e  A  e s  a q u é l  q u e  s e  v e r i f i c a  p o r  t o d o s  lo s  r e s u l t a d o s  q u e  n o  v e r i f i c a n  

A .  S e  s i m b o l i z a  p o r  A  o  p o r  A c .

R e a l i z a c i ó n  d e  A  o  n o  r e a l i z a c i ó n  d e  A .
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E l suceso c o n t r a r io  d e l  s u c e s o  " o b t e n e r  u n  n ú m e r o  p a r  a l la n z a r  u n  d a d o "  es: A  =  {  1 ,3 .  5  } .  y a  q u e  A  « { 2 . 4 , 6 }  

y  n  -  ( 1 . 2 .  3. 4 .5 .  6 . } .

S u ce so s id é n tic o s  o  e q u iv a le n te s : Si el su ce so  B  es v e r if ic a d o  p o r  lo s  m is m o s  re s u lta d o s  q u e  v e r i 

f ic a n  a l su ce so  A  y  s ó lo  p o r  ésto s , se d ice  q u e  lo s  sucesos A  y  B  son id é n tic o s .S e  e scrib e  A  =  B .  L o s  

sucesos e le m e n ta le s  d e  A  y  B  s o n  lo s  m is m o s .

E l s u e n o  B  =  {  1. 2 . 3 .  5  }  es id é n t ic o  al s u c e s o  A :  " o b t e n e r  u n  n ú m e r o  p r im o  al la n z a r  u n  d a d o " .

E l su ce so  A  im p lic a  a l su ce so  B si to d o s  lo s  re s u lta d o s  q u e  v e rif ic a n  A  v e rif ic a n  ta m b ié n  B .  Se 

s im b o liz a  p o r :  A  = >  B o  A  C  B .

S e a  e l s u c e s o  A  " o b t e n e r  u n  n ú m e r o  im p a r  a l la n z a r  u n  d a d o "  y  B e l suceso " o b t e n e r  u n  n ú m e r o  p r i m o " :

A  =  ( 1 . 3 ,  5 }  ;  B  =  { 1 . 2 .  3 .  5 }  ;  A  = >  B

S ie m p re  q u e  se re a liz a  A  se re a liz a  B .

S u c e s o s  in c o m p a tib le s  o  e x c lu y e n te s . L o s  sucesos A  y  B  s o n  in c o m p a tib le s  si s u  re a liz a c ió n  s i 

m u ltá n e a  es im p o s ib le .

E l  s u c e s o  A  " o b t e n e r  u n  n ú m e r o  p r im o  al la n z a r  u n  d a d o ” .  y  el s u c e s o  B  " o b t e n e r  u n  6 " .  s o n  in c o m p a tib le s .

E n  p a r t ic u la r , d o s  sucesos c o n tra r io s  s o n  in c o m p a tib le s .

M ás g e n e ra l, lo s  su ce so s A , , A 2  A n s o n  in c o m p a tib le s  si s o n  in c o m p a tib le s  d o s  a  d o s .

S u ce so s c o m p a tib le s . L o s  sucesos A  y  B  son c o m p a tib le s  si su re a liz a c ió n  s im u ltá n e a  e s  p o s ib le .

E l  s u c e s o  A  " o b t e n e r  u n  n ú m e r o  p u m o  al la n z a r  u n  d a d o "  y  e l s u c e s o  B  " o b t e n e r  u n  n ú m e r o  p a r " ,  s o n  c o m p a 

tib le s . y a  q u e  si sale e l 2  se v e r if ic a n  a m b o s  sucesos.

O P E R A C I O N E S  C O N  S U C E S O S

U n i ó n  d e  lo s  s u c e s o  A  y  B  es el su ce so  q u e  se re a liza  c u a n d o  u n o  a l m e n o s  d e  lo s  sucesos A  y  B 

se re a liza . S e  s im b o liz a  p o r  A U B .

re a liz a c ió n  d e  A  u  B  o  re a liz a c ió n  d e  A .  o  de B . o  d e  A  y  B

S i A  es el s u c e s o  " o b t e n e r  u n  n ú m e r o  p a r "  al la n z a r  u n  d a d o , y  B el s u c e s o  " o b t e n e r  u n  m ú lt i p lo  d e  t re s " .

A  =  { 2 , 4 , 6 } .  B  =  {  3 , 6  }  = >  A  u  B  =  {  2 . 3 . 4 . 6  }

M ás g e n e ra l, se lla m a  u n ió n  d e  lo s  sucesos A , , A ?  A n , a l su ce so  q u e  se re a liza  c u a n d o  a l m e 

n o s  u n o  d e  lo s  sucesos A ( se re a liza . S e  s im b o liz a  p o r  A , U A 2 U  • • - U  A n .

In te rs e c c ió n  d e  lo s  su ce so s A  y  B es el su ce so  q u e  se re a liza  c u a n d o  A  y  B  se re a liz a n  s im u ltá 

n e a m e n te . S e  s im b o liz a  p o r  A  O  B .

re a liz a c ió n  d e  A H B  *£> re a liz a c ió n  s im u ltá n e a  d e  A  y  B 

A  =  { 2 .  4 . 6 }  .  B  =  { 3 . 6 }  = > A O B = { 6 }

M ás g e n e ra l, se lla m a  in te rs e c c ió n  d e  lo s  sucesos A , . A 2  A n . a l su ce so  q u e  se re a liz a  c u a n d o

se re a liz a n  s im u ltá n e a m e n te  to d o s  lo s  A . .

L o s  sucesos A  y  B  s o n  c o m p a tib le s  si y  s o lo  si A  n  B  *  ó

S* A  es el s u c e s o  " o b t e n e r  u n  n ú m e r o  p a r "  al la n z a r  u n  d a d o . B  el suceso " o b t e n e r  u n  m ú lt ip lo  d e  3 “  y  C  el 

s u c e s o  " o b t e n e r  u n  m ú lt i p lo  d e  5 " :

A  =  { 2 . 4 . 6 }  .  B  =  { 3 . 6 }  .  C « =  { 5 }

A  f l  B  =  { 6 }  ;  A  n c  =  £  ;  B O C  =  ó  

lo s  sucesos A  y  B  s o n  c o m p a t ib le s . A  y  C  s o n  in c o m p a tib le s  y  8  y  C  s o n  in c o m p a tib le s .

S e  lla m a  d if e re n c ia  d e  lo s  sucesos A  y  B a l su ce so  q u e  se re a liz a  p o r  lo s  re s u lta d o s  q u e  re a liz a n  A  y  

n o  re a liz a n  B . S e  s im b o liz a  p o r  A  —  B .  S e  v e rific a  q u e  A  -  B  =  A H B .
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L o s  su ce so s A , , , .  . . ,  A n c o n s t it u y e n  u n a  p a r t ic ió n  d e  £2 si n in g u n o  es e l ó  . s o n  in c o m p a t i 

b le s  d o s  a d o s . y .  A ,  U  A 2 U  . . .  U  A n  =  £2.

P R O P I E D A D E S  D E  L A  U N I O N  Y  D E  L A  I N T E R S E C C I O N .

S ea u n  e x p e r im e n t o  a le a to r io  d e  e s p a c io  m u e s tra l £2 (s ie n d o  £2 .  c o n ju n t o  d e  lo s  re s u lta d o s , u n  
c o n ju n t o  f in it o  n o  v a c ío ) , y  '^ ( £ 2 )  el c o n ju n t o  d e  p a rte  d e  £2. o  c o n ju n t o  d e  lo s  su ce so s q u e  se p u e d e n  

c o n s id e ra r  e n  e l e x p e r im e n t o , in c lu id o  e l s u c e s o  im p o s ib le  ó  •

Se c u m p le n  las s ig u ie n te s  p ro p ie d a d e s :

A  u  8  U  C U .  . . 6  '^ (£ 2 )

V A , B , C ........... € > ( « ) :

A  n  b  n  c  n . . .  e  /'<£2>
(1 )

V A €  / '( £ 2 ) . 3 A 6 V ( i 2 ) (2 )

A  u  ó  =  A A n o  -  0 (3 )

A  U  £2 =  £2 A  n  Í2  =  A (4 )

C o n m u t a t iv a : A  U  B  =  B  u  A A  n  b  =  b  n  a (5 )

A s o c ia t iv a : A u ( B u C )  =  ( A u B ) u C A  n  ( B  n  C )  =  ( A  n  B )  n  c ( 6 )

D is t r ib u t iv a : A u  ( B  n  C )  =  ( A U B I  n  ( A  U C )  A  H ( B  U  C )  =  ( A  n  B )  U  ( A H C ) (7)

Id e m p o te n te : A  u  A  =  A A  n  A  =  A (8 )

D e  c o m p le m e n t o : V A G V ( i 2 ) . 3 A €  / '(£ 2 )  / A  u  A  =  £2 y  A H  A  -  0 (9)

S im p lif ic a t iv a : A u  ( A  n  B )  =  A A  O  ( A  U B )  =  A (10)

L e y e s  d e  D e  M o rg a n : Á u l B =  Á  n  b A  O  B =  A  U  B (111

A L G E B R A  D E  B O O L E .

S e a  £2 e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  d e  u n  e x p e r i m e n t o  a l e a t o r i o ,  y  . /  u n  c o n j u n t o  c u y o s  e l e m e n t o s  s o n  s u 

c e s o s  d e  d i c h o  e x p e r i m e n t o .

y  e s  u n  á lg e b ra  d e  B o o le  d e  p a r t e  d e  £2 s i  y  s o l o  s i  s e  c u m p l e n  la s  t r e s  p r o p i e d a d e s  s ig u i e n t e s :

i ?  y  *  ó  

2 ?  v A e v ,  A e  y

3 o V ( A ,  B ) G . y 7.  A  u  B E  V

E l c o n ju n t o  > '(£ 2 )  o s  u n  á lg e b ra  d e  B o o le  s o b re  12

E l  c o n ju n t o  {  0  . 12 }  e s  u n  á lg e b ra  d e  B o o le  s o b re  £2

S i 12 t i r n e  a l m o n o s  d o s  e le m o n to s  y  A  es u n  f u b c o n j u n t o  p r o p io  d e  12 . el c o n ju n t o  { 0 . A . A . Í 2 }  es u n  alge

b ra  d e  B o o le  s o b re  12. lla m a d a  á lg e b ra  d e  8 o r n o u i l l i  o  á lg e b ra  e n g e n d ra d a  p o r  A .

S i { A , .  A j .  . .  .  .  A n  )  e s  u n a  p a r t ic ió n  d e  12 .  el c o n ju n t o  c o n s t it u id o  p o r  la u n ió n  f in ita  d e  e le m e n to s  d e  esta 

p a r t ic ió n  v  e l s u c e s o  im p o s ib le , es u n  á lg e b ra  d e  B o o lo , l la m a d a  á lg e b ra  e n g e n d ra d a  p o r  la  p a r t ic ió n  1 A )1 A ?  A n )

S i y  =  '**• 1 2 ) =  { ó .  12 . A .  B .  C .  . .  .  )  e s  u n  á lg e b ra  d o  B o o le  s o b re  12. c u a lq u ie ra  q u e  sea A  *  d .  el c o n ju n  

to  ' f i  =  { © n  A .  12 O  A .  A  n  A .  B O A ,  C O A . . . .  )  .  es u n  á lg e b ra  d e  B o o le  c u y o  c o n ju n t o  u n iv e rs a l es A

A l  p a r  {  £ 2 . . * ' } .  c o n s t i t u i d o  p o r  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  r e s u l t a d o s  £2 .  y  e l á l g e b r a  d e  B o o l e  d e  lo s  

s u c e s o s  e s t o c á t i c o s  y  s e  le  l l a m a  e s p a c io  p ro b a b i/ iz a b le .
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A  lo s e le m e n to s  d e  Y  se les lla m a  su ce so s  e s to c á s tic o s , y  a  lo s  e le m e n to s  r . q u e  c o n s t it u y e n  £2 se 

les lla m a  su ce so s  e le m e n ta le s  o  re su lta d o s.

T o d a  a lg e b ra  d e  B o o le  s o b re  £2 c o n t ie n e  el c o n ju n t o  u n iv e rs a l £2 y  el c o n ju n t o  v a c io  0 . E sto s  

s o n  sucesos e s to c á s tic o s , lla m a d o s  su ce so s se g u ro  e im p o s ib le .

T e o r e m a  d e  S t o n e : A  to d a  á lg e b ra  d e  B o o le  d e  sucesos . Y  s o b re  £2 se le  p u e d e  h a c e r c o r re s p o n 

d e r  u n  á lg e b ra  d e  B o o le  d e  p a rte s  d e l c o n ju n t o  £2 q u e  le  es is o m o rfa .

D e l ¡s o m o r f is m o  e n tr e  las á lg e b ra s  d e  B o o le  d e  sucesos y  c o n ju n tis ta  se o b t ie n e n  im p o rta n te s  v e n 

tajas:

-  n o s  p e r m ite  u t i l iz a r  para lo s  sucesos e l  le n g u a je , q u e  c o n o c e m o s , d e  la  te o r ía  d e  c o n ju n to s .

-  d e d u c ir ,  d e  las p ro p ie d a d e s  d e  lo s  c o n ju n to s , las p ro p ie d a d e s  d e  lo s  sucesos.

-  re p re s e n ta r lo s  su ce so s p o r  e l d ia g ra m a  d e  V e n n ,  c o m o  se h a ce  e n  lo s  c o n ju n to s .

-  e n  la T e o r ía  d e  las P ro b a b ilid a d e s  p o d e m o s  d e d u c ir  las p ro p ie d a d e s  d e  las p ro b a b ilid a d e s  d e  las 

p ro p ie d a d e s  d e  lo s  c o n ju n to s .

-  p o d e m o s  e s ta b le ce r las s ig u ie n te s  e q u iv a le n c ia s :

S U C E S O S C O N J U N T O S

su ce so  e le m e n ta l c o n ju n t o  u n ita r io

¿2 -  suceso se g u ro £2 =  c o n ju n t o  u n ive rsa l

0  =  suceso im p o s ib le 0  =  c o n ju n t o  v a c ío

suceso s u b c o n ju n t o  d e  £2

su ce so  c o n t r a r io c o n ju n t o  c o m p le m e n ta r io

sucesos in c o m p a tib le s c o n ju n to s  d is ju n to s

u n ió n  d e  sucesos u n ió n  de c o n ju n to s

in te rs e c c ió n  d e  sucesos in te rs e c c ió n  d e  c o n ju n to s

A C  B ,  el su ce so  A  im p lic a  el su ce so  B A C B ,  A  es s u b c o n ju n t o  d e  B

Y ( M )  c o n ju n t o  d e  to d o s  lo s  sucesos d e l / ( £ 2)  =  c o n ju n t o  d e  p a rte s  d e  £2

e x p e r im e n t o  d e  u n iv e rs o  £2 . in c lu i

d o s  £2 y  0 .

F R E C U E N C I A S .

S i se re a liz a n  n  p ru e b a s  e n  u n  e x p e r im e n to  a le a to rio  y  e l su ce so  A  se p re s e n ta  n A ve ce s, se d i 

ce q u e  la fre c u e n c ia  a b s o lu ta  d e l su ce so  A  en las n p ru e o a s  es n a , y  la fre c u e n c ia  r e la t iv a  es — . La
n

fre c u e n c ia  re la tiv a  la s im b o liz a re m o s  p o r  f r  ( A ) .

Se lanza un dado 10 veces, obteniendo los siguientes resultados: 5 .2 ,  1, 1 , 3. 2 . 6 . 4, 3 . 1. Si el suceso A  es

"obtener un núm ero impar” : A  =  {  1, 3 , 5 } ,  la frecuencia absoluta de A  es 6 , v  fr (A )  =  —  =  -
1 0  5 '

-  L a  f re c u e n c ia  re la tiv a  es u n  n ú m e r o  ra c io n a l tal q u e  0  <  fr ( A )  <  1.

-  La  f re c u e n c ia  re la tiv a  d e l su ce so  s e g u ro  es 1.

-  L a  f re c u e n c ia  re la tiv a  d e l su ce so  im p o s ib le  es 0 .

-  S i  A  y  Á  son d o s  su ce so s c o n tra r io s : f r  ( A )  +  f r  ( A )  =  1 .

-  S i  A  y  B  s o n  d o s  sucesos in c o m p a tib le s : fr ( A  u  B )  =  f r  ( A )  +  f r  ( B ) .
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D e f in ic ió n  a x io m á t ic a  d e  p r o b a b i l id a d . U n a  p ro b a o ilid a d  P s o o re  u n  á lg e b ra  d e  B o o le  Y  d e  e le 

m e n t o  u n iv e rs a l Í 2 ,  e s  u n a  a p lic a c ió n  d e  Y  en  e l in te rv a lo  re a l ( 0 , 1 1 q u e  satisface la s tre s p ro p ie d a d e s  

s ig u ie n te s , lla m a d a s  a x io m a s  d e  la  p r o b a b ilid a d :

-  P a ra  t o d o  s u c e s o  A €  ✓ :  P ( A ) >  0 .

-  P ( Í 2 )  =  1 .

-  Si A , . A 2  A n s o n  su ce so s d e  Y  in c o m p a t ib le s  d o s  a  d o s :

P ( A , U  A 2 U  * • • U  A n )  =  P ( A , )  +  P ( A 2 )  +  ••• +  P { A n )

P ( A )  se leerá " p r o b a b i l id a d  d e l su ce so  A "  o  s im p le m e n te  " p r o b a b i l id a d  d e  A " .

L a  te rn a  {  S í , .  Y . P }  se I la m a  e s p a c io  d e  p r o b a b ilid a d .

T o d a  a p lic a c ió n  d e l á lq e b ra  d e  B o o le  Y  e n  ( 0 , 1 J q u e  c u m p la  lo s  tres a x io m a s  a n te r io re s  es u n a  

p r o b a b i l id a d . C u a n d o  Y  =  Y ( U ) .  se e m p ie z a  a s ig n a n d o  p ro b a b ilid a d e s  a  lo s  su ce so s e le m e n ta le s , te n ie n 

d o  q u e  ser 1 la s u m a  d e  las p ro b a b ilid a d e s  d e  lo s  su ce so s e le m e n ta le s . C o m o  c u a lq u ie r  o t r o  su ce so  se 

p u e d e  d e s c o m p o n e r  e n  la  u n ió n  d e  sucesos e le m e n ta le s  (q u e  s o n  in c o m p a t ib le s  d o s  a d o s ) ,  p o r  e l te rc e r 

a x io m a  se o b t ie n e  s u  p ro b a b ilid a d

L a  a s ig n a c ió n  d e  p ro b a b ilid a d e s  a  lo s  sucesos d e  u n  e x p e r im e n t o  a le a to r io  suele  h a c e rs e  c o n s id e ra n d o  las f r e c u e n 

cia s  re la tiv a s  d e  lo s  su ce so s  e le m e n ta le s  e n  u n  n ú m e r o  e le v a d o  d e  p ru e b a s  o  b ie n , p ro p ie d a d e s  d e  s im e tr ía , g e o m é tric a s , 

f ís ic a s , . . .  d e  lo s  fa c to re s  q u e  e n g e n d ra n  lo s  sucesos.

Sea u n  d a d o  t r u c a d o  c u y a s  c a ra s  está n  n u m e ra d a s  c o n  lo s  n ú m e r o s  1 . 2 .  3 ,  4 ,  5  y  6 . Se la n z a  e l d a d o  1 0 0  veces 

c o n  lo s  s ig u ie n te s  re s u lta d o s :

1 2  3  4  5  6

D E F I N I C I O N  D E  P R O B A B I L I D A D .

.  1 2  9  15 2 2  1 6  2 6  

A s ig n a n d o  a c a d a  s u c e s o  e le m e n ta l u n a  p r o b a b il id a d  ig u a l a  s u  f re c u e n c ia  re la tiv a  se t e n d r á :

P |"  = i & r m - j g  : « 3 1 - j g ,  ; P M - & P15> -  m

y  la p r o b a b il id a d  d e l s u c e s o  A  "s a le  u n  n ú m e r o  i m p a r " :

P (A ) =  P ( 1 . 3 .  5 )  =  P( 1)  +  P (3 ) +  P (5 ) 12 ■ 15 ,  1 6  =  4 3  
100 100 100 100

S i  e l d a d o  es h o m o g é n e o , to d a s  las c a ra s  t ie n e n , e n  c a d a  p ru e b a , la  m is m a  p o s ib ilid a d  d e  s a lir , se d ic e  q u e  lo s  suco 

sos e le m e n ta le s  s o n  e q u ip ro b a b le s . y  c o n s id e ra n d o  q u e  la s u m a  d e  las p ro b a b ilid a d e s  d e  lo s  sucesos e le m e n ta le s  tie n e  

q u e  ser ig u a l a 1,  se h ace la  s ig u ie n te  a s ig n a c ió n  d e  p ro b a b ilid a d e s :

P ( 1 )  -  P (2 )  =  P { 3 )  -  P ( 4 )  =  P ( 5 )  =  P ( 6 )  -  ¿
b

L a  p r o b a b il id a d  d e l s u c e s o  A  =  (1 ,  3 , 5 )  será:

P I A )  =  P ( 1 ,  3 .  5 )  =  P ( 1 )  +  P 3 )  +  P ( 5 )  =  ■¿ +  ¿  +  é = |  =  ¿

D e  la d e f in ic ió n  d e  p r o b a b i lid a d  s e  d e d u c e n  las s ig u ie n te s  p ro p ie d a d e s : 

-  las p ro b a b ilid a d e s  d e  d o s  su ce so s c o n t r a r io s  s u m a n  u n o :

[ P ( A )  +  P ( Á )  =  1 P ( A )  =  1 —  P ( A )

—  la  p ro b a b ilid a d  d e l su ce so  im p o s ib le  es c e r o :

-  para c u a lq u ie r  su ce so  A :

P < * )

0  <  P ( A )  <  1

—  si A  im p lic a  B ( A  C  B ) .  se t ie n e : P ( A )  <  P (B )
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-  para d o s  sucesos cu a le squ ie ra , A  y  B :  P ( A  U  B )  =  P ( A )  +  P (B )  -  P ( A  n  B )

—  para tres sucesos cu a le squ ie ra  A ,  B y  C :

p í a  u  b  u  c )  =  p í a )  +  P ( B )  +  p í o  -  p í a  n  b )  -  p í a  n  c )  -  p i b  n  c )  +  p í a  n  b  n  c i

—  si los sucesos A , . A ? . . . . .  A n c o n s titu y e n  u n a  p a rtic ió n  d e  £2:

P I A , } +  P ( A 2 ) +  •■• +  P ( A n )  =  1

S u ce so s e q u ip ro b a b le s . Sea { £ 2 . . Y .  P }  u n  esp a cio  d e  p ro b a b ilid a d  f in ito , y  A  y  B  d o s  e le m e n

to s d e  y :

A  y  B  s o n  d o s  sucesos e q u ip ro b a b le s  si y  so lo  si P I A )  =  P | B ).

Si £2 =  { r , . r ? , .  . . , r n } ,  V  =  V ( S 2 »  y  to d o s  lo s  sucesos e le m e n ta le s  s o n  e q u ip ro b a b le s :

P (£2) =  P ( r |# r 2  r n )  .

= >  P ( r . )  +  P ( r _ )  H +  P (r  )  =  1 = >  n - P l r ( )  =  1 P ( r . )  =  -
P | £ 2 ) = 1  I

Si  A  =  { r* r l  r* } :  P I A )  =  P {r* .) +  P ( r . )  +  • ■ • +  P (r* )  =  n*. -  =  ü l =  -cM inal. d e  A
1 2  n  1 2  n  n  n  c a m i n a l  d e  n

E s ta  fó rm u la , lla m a d a  r e g la  d e  L o p l a c e .  se suele  e x p re s a r así: L a  p ro b a b ilid a d  d e  u n  suceso A  de 

u n  e x p e rim e n to  a le a to rio  e n  el q u e  to d o s  sus sucesos e le m e n ta le s  s o n  e q u ip ro b a b le s , es igual al n ú m e 

ro  d e  casos favo ra bles al suceso A  d iv id id o  p o r  el n ú m e ro  d e  casos posib les d e l e x p e rim e n to .

P ( A )  =  I } í im e ro c,e  casos fa vo ra b le s  a l suceso A
n ú m e ro  d e  casos posib les

S e  p u e d e  ta m b ié n  e x p re sa r así: L a  p ro b a b ilid a d  d e  u n  suceso A  d e  u n  e x p e rim e n to  a le a to rio  en 

el q u e  to d o s  lo s  sucesos e le m e n ta le s  s o n  e q u ip ro b a b le s , es igual a l n ú m e ro  de re s u lta d o s  d is tin to s  en los 

q u e  se re a liza  A ,  d iv id id o  p o r  el n ú m e r o  de re s u lta d o s  d is tin to s  d e l e x p e rim e n to .

U n a  u r n a  c o n tie n e  5  b o la »  b la n ca » y  3  n e g ra » (d o  igual d iá m e tro  y  do característicos  id é n t ic a » ), Se »a ca n  ol azar 

s im u ltá n e a m e n te  d o s  b o la ». S e  p id e : a) P ro b a b ilid a d  d e  q u e  la »  b o la »  »e a n  d e  d is t in to  c o lo r ,  b )  P ro b a b ilid a d  d e  q u e  »ean 

b la n ca », c )  P ro b a b ilid a d  d e  q u e  »ean negras, d )  P ro b a b ilid a d  de q u e  sean d e l m is m o  c o lo r.

( E n  este t ip o  d e  p r o b le m a »  d e  b o la »  h a y  q u e  c o n s id e ra r q u e  a u n q u e  las b o la »  ie a n d e l m is m o  c o lo r  son d is tin ta s .p o 

d e m o s  c o n iid c r a r  q u e  están n u m e ra d a » p a ra  d is tin g u ir  unas d e  o tra s ).

S e a  A  el »u c o »o  " la s  d o »  b o la »  son d e  d is t in to  c o lo r ” ,  B  el suceso " la s  d o s  b o la s  s o n  b la n ca s " y  N  el suceso " l a 

d o s  b o la s  s o n  ne gras".

C o m o  el o r d e n  n o  in te rv ie n e  e n  lo s  resultad o s, el n ú m e r o  d e  m a n e ra s  d is tin ta s  d e  »a ca r d o s  bo las d e  las o c h o  que 

tie n e  la  u r n a  es iguol a l n ú m e r o  d e  c o m b in a c io n e s  d e  o c h o  e le m e n to »  to m a d o » de d o »  en dos.

8 - 7
n ú m e r o  d e  casos po sib les  =  ( 2 )  =  y y  =  2 8

a )  C a d a  u n a  d e  las 5  bo las b lan ca s  se p u e d e  c o m b in a r  c o n  cad a u n a  d e  las 3  negras p a ra  fo rm a r 5 - 3 =  15 p a re 

jas d e  bo las d e  d is t in to  c o lo r ,  o  sea q u e  el n ú m e r o  d e  casos fa vo ra b le s  a l suceso A  es 15:

-  -  £
b )  E l  n ú m e r o  d e  c a »o s  favo r oblo* a l suceso B  e »  ig u a l ol n ú m e r o  d e  m a n e ra » d i» t in t a » d e  ta ca r 2  b o la s  b lan ca s  en

tre  las 5  blancas. C o m o  el o rd e n  n o  in te rv ie n e :

casos favora ble s  al suceso B  =  (  e  =  10 = >  P ( B )  =  —
'  2 '  1 -2  28

c )  P ( N )  =

3 »  3 ,2
2  I  1 2  _  3

2 8  2 8  28
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d | No» p iden  P |B  U  N ). P o r ser lo»  tu ce tos  B y  N  incom patib le» :

P ( B u N )  =  P (B ) +  P ( N)  =  ~  ~  =* ~

P R O B A B I L I D A D  C O N D I C I O N A D A .

Sean A  y  B  d o s  sucesos d e l m is m o  e x p e r im e n to  a le a to ria , ta le s  q u e  P ( B )  >  0 .

Se lla m a  p ro b a b ilid a d  c o n d ic io n a d a  d e  A  re s p e c to  d e  B ,  la p ro b a b ilid a d  d e  q u e  se re a lic e  A  s a b ie n 

d o  q u e  se ha re a liz a d o  B .  S e  s im b o liz a  p o r  P ( A / B ) .

S u p o n e r  q u e  s e  h e  r e a l  h a d o  B  e q u iv a le  a  r e s tr in g ir  o I  u n iv e r s o  o  lo s  su c e so s  e le m e n tó le s  d e  B .  y  lo s  su c e so s  fa vo ra 

b le s  a l  s u c e so  A .  h a b ié n d o s e  re a liz a d o  B .  a  lo s  su c e so s  e le m e n ta le s  d e  A < ~ B .

A l  v a lo r  d e  P ( A / B ) ,  q u e  se re fie re  a  u n  su ce so  y a  re a liz a d o  ( B l  se le d a  e l n o m b r e  d e  p r o b a b il i 

d a d  a  p o s t e r io r i  d e  A .  en c o n tra p o s ic ió n  a l v a lo r d e  P ( A ) ,  a l q u e  se d a  e l n o m b r e  d e  p r o b a b il id a d  a 

p r i o r i  d e  A .  e s  d e c ir ,  a n te s  d e  h a c e r n in g u n a  p ru e b a  y  sab er si B se ha re a liz a d o  o  n o .

S u p o n g a m o s  q u e  a l re a liza r n  p ru e b a s  se h a n  o b t e n id o  lo s  s ig u ie n te s  re s u lta d o s : 

n A ve ce s se h a  re a liz a d o  e l su ce so  A  

n 0 ve ce s se ha re a liz a d o  e l suceso B 

n AB veces se ha re a liz a d o  el suceso A H B

n A B

d e d o n d e :  f r ( A ) = ^ .  f r ( B ) = ^ ,  f r (A / B >  =  ^  =  - 0 -  =  fr 
n  n nB nB fr

n

y  c o m o  las fre c u e n c ia s  re la tiva s f lu c tú a n  en t o r n o  d e  las p ro b a b ilid a d e s , se h a ce  la s ig u ie n te  d e f in i 

c ió n :

P (A / B )  =  ^ S ^
P (B )__

■ P ( B ) >  0

D e  la m is m a  f o r m a , si P ( A )  >  0 :  P ( B / A )  = mu
D e  las d o s  ú lt im a s  ig u a ld a d e s re s u lta , si A  y  B  s o n  sucesos d e  p ro b a b ilid a d  n o  n u la :

P ( A H B )  =  P ( A | - P ( B / A )

P ( A n B )  =  P ( B ) - P ( A / B )

Estas ig u a ld a d e s se d e n o m in a n  " t e o r e m a  d e  la  p ro b a b ilid a d  c o m p u e s ta "  o  " te o re m a  d e  la  in te r 

ic c ió n " .

E n  u n  In s t i t u t o ,  el 6 0 %  d e  los a lu m n o s  d e  C O U  e s tu d ia n  M a te m á tic a s  I ,  y  e l 8 0 %  d e  lo s  q u e  e s tu d ia n  M a te m á tic a s  I 

tu d ia n  ta m b ié n  F ís ic a .  S e  e lig e  al a za r u n  e s tu d ia n te  d e  C O U  d e  d ic h o  In s t itu to , ¿ c u á l e s  la p r o b a b il id a d  d e  q u e  e stu - 

e M a te m á tic a s  I y  F ís ic a ?

Sea M  e l s u c e s o  “ e s tu d ia  M a te m á tic a s  I ” ,  F el s u c e s o  " e s tu d ia  F ís ic a " .

P o r  el te o re m a  d e  la  p r o b a b il id a d  c o m p u e s ta - P (M r t F )  =  P ( M ) P ( F / M )  -  =  0 ’6  0 '8  =  0 '4 8

E l  4 8 %  d e  lo s  a lu m n o s  d e  C O U  d e  d ic h o  In s t itu to  e s tu d ia n  a m b a s  asigna tu ro s.

—  si A  y  B s o n  in c o m p a tib le s : P ( A / B )  =  =  0
P ( B )

-  s i A C B :  A D B  =  A  = >  P ( A / B )  =
P ( B )
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-  si A C B :  A O B  =  B = >  P ÍA /B )  =  =  1

T e o re m a  d e  la  in te rs e c c ió n  p a ra  tre s  sucesos A ,  B y  C ,  s ie n d o  P ( A H B )  *  0 :

P IA O B O C )  =  P ( A ) - P | B / A ) - P ( C / A O B )

Para  c u a t ro  sucesos A .  B .  C  y  D .  s ie n d o  P ( A  n  B O C )  *  0 :

r
P (A  O  B O  C  O  D ) =  P ( A ) . P IB /A )  P IC /A Q B ) • P ID /A O B Q C )  |

T r o s  am igos, A lv a r o ,  F e r n a n d o  y  L u is , se e n c u e n tra n  u n a  m o n e d a  d e  o ro . P a ra  d e c id ir  q u ié n  se q u e d a  c o n  ella 

p o n o n  e n  u n a  u rn a  d o s  b o la s  roj8S y  u n a  b la n ca . G a n a rá  el q u e  s aq ue la  b o la  b la n ca . S i las e x tra c c io n e s  las h a c e n  p o r  el o r 

d e n : A lv a r o ,  F e r n a n d o  y  L u is , h a lla r  c u á l d e  lo s  tres tie n e  m a y o r  p ro b a b ilid a d  d e  q u e d a rse  c o n  la m o n e d a .

Sea A  d  suceso " A l v a r o  saca la b o la  b la n c a " . F  " F e r n a n d o  saca la  b o la  b la n ca ”  y  L  " L u i s  saca la  b o la  b la n ca .

-  ganará A lv a r o  si se rea liza  el suceso A :  P | A ) =  i .

-  ganará F e r n a n d o  si se re a liza  el suceso A  O F :  P I Á O F )  =  P I A )  P (F  / Á )  =  =  ^

-  ga na rá  L u is  si se re a liza  el suceso Á O F O L :  P I A O F O L )  =  P | Á ) - P | F /Á )  P | L / Á r i F ) = i . ! . ) * !

L o s  tres tie n e n  la  m is m a  p ro b a b ilid a d  d o  q u e d a rse  c o n  la m o n e d a .

S U C E S O S  I N D E P E N D I E N T E S .

L o s  sucesos A  y  B  so n  in d e p e n d ie n te s  si y  s o lo  si

P IA  H  B ) =  P (A )  • P (B )

D e  e s ta  d e f in ic ió n  y  d e l te o re m a  d e  la  p ro b a b i l id a d  c o m p u e s ta ,  rp s u lta  q u e  lo s  sucesos A  y  B 

s o n  in d e p e n d ie n te s  si y  s o lo  s i P ( A / B )  =  P (A )  y  P (B  /  A )  =  P (B ) .

En e l experim en to  de lanzar un  dado homogéneo y  leer el núm ero de  la cara superior se consideran los sucesos A  

“ se ob tiene un  núm ero p r im o ", B "se  ob tiene u n  m ú lt ip lo  de  2 "  y  C "se  ob icne un  m ú ltip lo  de 3 "  Estudiar la inde

pendencia de estos sucesos.

A  =  { 1 , 2 . 3 . 5 }  ;  B =  { 2 . 4 . 6 } ;  C  =  ( 3 .  6 } ;  A O B  =  { 2 }  ;  A n C = { 3 } ;  B O C = { 6 }

P |A ) =  £  =  |  ;  P|B) =  l  =  1  ; P(C) =  |  =  i  ;  P IA O B ) =  1  ; P IA O C ) =  ¿  ; P |BO C) =  ¿
b  J  b  Z  b  J  6  b  b

P (A ) - P(B) =  | *  P IA H B ) = >  los sucesos A  y  B no son independientes
J  2  J

PIA ) P |C ) =  | -  ^  =  |  *  P IA f lC )  = >  los sucesos A  y  C  no  son independientes

P |B )- P|C) =  —• — =  — =  P IB O C ) = >  los sucesos B y  C son independientes
2  3 6

S i lo s  sucesos A  y  B so n  in d e p e n d ie n te s , ta m b ié n  s o n  in d e p e n d ie n te s  lo s  sucesos Á  y  B . lo s  sucesos 

Á  y  B , y  lo s  sucesos A  y  B .

L o s  sucesos A ,  B y  C  so n  in d e p e n d ie n te s  si se  v e r i f ic a n  la s  c u a t ro  re la c io n e s  s ig u ie n te s :

•  P ( A O B )  =  P ( A ) - P IB )

•  P IA O C )  =  P IA ) .P (C )
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. P ( B n c )  =  P(B)  - P( C)  

-  P ( A n B n c »  =  P( A)  P( B) . P( C)

T E O R E M A  D E  L A  P A R T IC IO N  o  d e  la  p ro b a b i l id a d  t o ta l .

Sean lo s  su ce so s  A , , A ? , . . . ,  A n q u e  c o n s t i t u 

y e n  u n a  p a r t ic ió n  d e  Í 2 ,  o  sea so n  in c o m p a t ib le s  

d o s  a d o s  y  A , U A 2 U - - - U  A o =  £2 , y  ta le s  q u e  

P ( A . ) >  0 :

B =  ( A ,  O B ) u  ( A 2 n  B ) U  • * • U  ( A n n  B ) = >

P(B> =  P | ( A , n B ) u ( A 2n B ) u -  • - u ( A n n B ) |

y  p o r  s e r lo s  sucesos A ,  n  B . A ? n B  A n n ®

in c o m p a t ib le s  d o s  a d o s :

P (B )  =  P ( A ,  O  B ) +  P ( A 2 n B |  +  • • • +  P ( A n H B )  = >

P(B> =  P ( A ,  ) - P ( B / A , )  +  P ( A 2 ) - P ( B / A 2 ) +  • • • +  P < A n) - P ( B / A j ]

U n a  fá b ric a  d o  to rn illo s  tie n e  tres m á q u in a s  A ,  B  y  C .  L a  m á q u in a  A  p r o d u c e  e l 5 0 %  d e  lo s  to rn illo s , la  B  el 3 0 .%  

y  la  C  e l 2 0 % .  S e  sabe q u e  e l 5 %  d e  lo s  to r n il lo s  p r o d u c id o s  p o r  la m á q u in a  A  s o n  d e fe c tu o s o s , el 8 %  d e  lo s  p r o d u c i

d o s  p o r  la  m á q u in a  B  s o n  d e fe c tu o s o s  y  el 10 %  d e  lo s  p r o d u c id o s  p o r  la  m á q u in a  C  son d e fe c tu o s o s .

D e  la p r o d u c c ió n  d e  u n  d í a  se t o m a  u n  t o r n i l lo  al a za r, h a lla r  la  p r o b a b il id a d  d e  q u e  sea d e fe c tu o s o .

S ea n A . B y C .  re s p e c tiv a m e n te , " e l  t o r n i l lo  elegid o  

ha s id o  fa b r ic a d o  p o r  la m á q u in a  A .  B  y  C ” .  v  D  e l suce

so " e l  t o r n i l lo  e le g id o  es d e fe c tu o s o " .

D  =  ( A n D ) U ( B O D | U  ( C i ' t D )

P (D >  =  P | ( A O D ) U f B n D ) U < C n D )  

p o r  ser lo s  sucesos A ^ D ,  8 0 D  y  C O D  in c o m p a tib le s  

d o s  a d o s .

P (D J  =  P f A O D )  +  P ( B O D )  +  P ( C O D )  = P ( A »  P Í D / A )  +  P | B ) P (D / B 1  +  P ( C ) - P ( D / C )  =

+  ,  2 5 0 + 2 4 0  +  2 0 0  6 9 0

l o o  i o o  i o o  i o o  1 0 0  i o o  1 1C

T E O R E M A  D E  B A Y E S .

S ean  lo s  su ce so s  A , ,  A 2    A (  A n .  q u e

c o n s t i tu y e n  u n a  p a r t ic ió n  d e  i i .  y  B u n  suce so  q u e  se 

sabe  q u e  se h a  re a liz a d o  a l h a c e r u n a  p ru e b a .
S e  c o n o c e n :

— la s  p ro b a b il id a d e s  c o n d ic io n a d a s

P( B / A , ) .  P( B/A? )......... P( B/A, ) .........P( B/An)

-  la s  p ro b a b il id a d e s  “ a p r i o r i ' '

P Í A , ) .  P( A2 >.........P( A„)

y  se desea c a lc u la r  la  p ro b a b i l id a d  " a  p o s t e r io r i "  P ( A / B ) .

>000 i o o o o

A ,  A 2 A ,  A „

A B C
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D e  la  f ó r m u la  d e  la  p ro b a b i l id a d  c o n d ic io n a d a :

P<A,/B)

4 3 2  P R O B A B I L I D A D E S

P ( A , n B )
( l )

P(B>

c o m o  B =  ( A , H B )  u  ( A 2 H  B ) U  • • • U  ( A  O  B )  U - . . U  (A n O  B )

y  lo s  sucesos A , n B ,  A ? n B  A  H B  A n O  B so n  in c o m p a t ib le s  d o s  a  d o s :

P IA .H B )
P ( A V B )  =

P | A , n B ) +  P ( A 2n B )  +  - - -  +  P( A H B )  +  - - -  +  P ( A nOB)  

y  p o r  e l te o re m a  d e  la  p ro b a b i l id a d  c o m p u e s ta :

P ( A . /B )  =
P (A  ) . P I B / A .

P ( A , ) - P ( B / A ,  )  +  P { A 2 ) -P < B /A 2 ) +  • • •  +  P ( A () . P ( B / A | ) +  P ( A n ) - P ( B / A r

E sta  es la  fó rm u la  d e l te o re m a  d e  Bayes.

L a  a p lic a c ió n  p rá t ic a  d e l te o re m a  d e  B a ye s  se s u e le  fa c i l i t a r  o p e ra n d o  d e l  s ig u ie n te  m o d o :

U s a n d o  u n  d ia g ra m a  de  V e n n ,  p o d e m o s  s u p o n e r  q u e  se  d is t r ib u y e  u n a  u n id a d  d e  m asa  f i c t i c ia  s o 

b re  e l e s p a c io  m u e s tra l £2 . de  ta l m o d o  q u e  a  c a d a  suce so  S c o r re s p o n d e  u n a  c a n t id a d  d e  m a sa  ig u a l a 

P<S).
S u p o n e r  q u e  se h a  re a liz a d o  B e q u iv a le  a re s 

t r in g i r  e l u n iv e rs o  a lo s  sucesos e le m e n ta le s  d e  B  y  

lo s  casos fa v o ra b le s  a l suce so  A ,  a  lo s  sucesos e le 

m e n ta le s  d e  A . H B ,  d e  d o n d e :

A , A ,

P ( A . / 8 )  =
P ( A (O B )

P (B )

q u e  es la  f ó r m u la  ( 1 ) . A  p a r t i r  d e  a q u í  se c o n t in u a  

h a s ta  o b te n e r  la  fó rm u la  d e  B ayes y  se a p lic a n  los 

d a to s  d e l p ro b le m a .

E n  C ie n o  p rfs . d o n d e  la  e n fo rm o d a d  A  e s  e n d é m ic a , se sabe q u e  u n  1 2 %  d e  la p o b la c ió n  p a d e ce  d ic h a  e n fe rm e d a d . 

So d is p o n e  d e  u n a  p ru e b a  p a ra  d e te c ta r la  e n fe rm e d a d , p e ro  n o  es to to m o n te  f ia b le , y a  q u e d a  p o s itiv a  e n  el 9 0  '!> d e  lo s  c a 

sos d e  p o rso n a s re a lm e n te  e n fe rm a s  y  ta m b ié n  d a  p o sitiva  en e l 5 %  d o  las personas sanas. Se e lig e  u n a  pe rso n a  a l a za r, se le 

h ace la p ru e b a  y  d o  p o s itiv a , ¿ cu á l es la p ro b a b ilid a d  d o  q u e  esté sana? (Univ. de Murcia)

Sea E  e l suceso " lo  pe rso n a  elegid a  está e n fe rm a " .

S  el suceso " l a  p e rs o n a  elegida está s a n a ". B  el suceso " la  

p ru e b o  d o  p o s it iv a "  y  N  el suceso " l a  p ru e b a  d a  n e g a tiv a " . 

S e g ú n  el e n u n c ia d o :

P I E )  =  0 . 1 2 ;  P (S )  =  1 - 0 . 1 2  =  0 .88 ;  P (8 / E »  =

= 0.90 :  P (B / S ) «  0 .0 5

N o s  p id e n : P (S / B ).

E l  saber q u e  la  p ru e b a  ha d a d o  p o s itiv a  e q u iv a le  a re s trin g ir  el u n iv e rs o  al suceso B .  y  lo s  cosos fa vo ra b le s  al suce

so S  o lo s  sucesos e le m e n ta le s  d e l sucoso S r i B :

P IS / B I
P ( S H B )

( 1 ) . B  =  ( E O B l u l S O B )  = >  P | B ) =  P | E n B > U < S O B ) |
P (B )

y  c o m o  lo s  sucesos E < 1 B  y  S O B  s o n  m c o n p a tib le s : P ( B )  -  P ( E n B )  +  P ( S O B J  lle v a n d o  este v a lo r a ( 1 ) :

P I S O B I  P (S (  -P IB / S J  0 .8 8 -0 .0 5  _  8 8  5  _  4 4 0
P (S / 8 )  =

P I E H B I  +  P { S O B )  P (E >  P 1 B / E » +  P<S> P (B / S ) 0 .1 2  0 .9 0  +  0 .8 8  0 ,0 6  1 2 -9 0  + 8 8  5  1 5 2 0
=  0 .2 9
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F O R M U L A  D E  B E R N O U I L L I  e n  u n a  p r o b a b i l i d a d  o  d i s t r i b u c i ó n  b i n o m i a l .

S e a  u n  e x p e r i m e n t o  a l e a t o r i o  e n  e l q u e  se v e r i f i c a n  e s ta s  h i p ó t e s i s  :

-  e l r e s u l t a d o  d e  c a d a  p r u e b a  p e r t e n e c e  a  u n o  d e  e s t o s  d o s  s u c e s o s :  A  o  A .

-  la  p r o b a b i l i d a d  d e l  s u c e s o  A  e s  la m i s m a  e n  c a d a  p r u e b a

-  lo s  r e s u lt a d o s  d e  c a d a  p r u e b a  s o n  i n d e p e n d i e n t e  e n t r e  s í

S i  p  e s  la p r o b a b i l i d a d  d e l  s u c e s o  A  e n  u n a  s o la  p r u e b a  y  q  =  1 -  p  e s  la  p r o b a b i l i d a d  d e l  s u c e 

so  A  e n  u n a  s o la  p r u e b a ,  la  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  e l s u c e s o  A  se p r e s e n t e  e x a c t a m e n t e  x  v e c e s  e n  n

p r u e b a s  ( y  n o  s e  p r e s e n t e  e n  la s  n - x  p r u e b a s  r e s t a n t e s )  e s :

► - o

U n  bar dispone de cervezas y  refrescos. La probabilidad de que un  c liente  p ida una cerveza es -  y  la  probabilidad

d e  q u e  p i d a  u n  r e f r e s c o  e s  ^ .  S i  s o n  a t e n d i d o s  2 0  d i e n t e s .  ¿ C u a l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  1 4  p i d a n  u n a  c e r v e z a  y  6  

u n  r e f r e s c o ? .
(U n iv . d e  V allado!id ,  1991)

Se tiene una probabilidad b inom ial. en la que p  =  ^ ,  q  =  1 —  p  =  —  . n  =  2 0  y  x  =  1 4 :
3  3

P =  / 2 0 \ ( i ) * J 2 0 ) ^  =  a j g ' 1 8 - J 7 - 1 6 - 1 5  ^
V 14 / * 3 /  '  3  / ' 6 '  3 20 1 . 2 - 3  4 - 5 - 6  3 20
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c la s e  e n  la  q u e  t o d o s  p r a c t i c a n  a l g ú n  d e p o r t e ,  e l 60% d e  lo s  a l u m n o s  ju e g a  a l  f ú t b o l  o  

1 0 %  p r a c t ic a  a m b o s  d e p o r t e s .  S i  a d e m á s  h a y  u n  6 0 %  q u e  n o  ju e g a  a l  f ú t b o l ,  ¿ c u á l  se- 

la  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  e s c o g id o  a l a z a r  u n  a l u m n o  d e  l a  c la s e :

a )  J u e g u e  s ó lo  a l f ú t b o l .

b )  J u e g u e  s ó lo  a l b a lo n c e s t o .

c )  P r a c t iq u e  u n o  s o lo  d e  lo s  d e p o r t e s  ( f ú t b o l  o  b a lo n c e s t o ) .

d )  N o  ju e g u e  n i a l  f ú t b o l  n i  a l  b a lo n c e s t o .

(Univ. de La Laguna -  Tenerife)

16.1 E n  u n a  

a l b a lo n c e s t o  y  el

S u p o n g a m o s  q u e  e n  t o t a l  h a y  a  a lu m n o s :

c a r d  ( F r .  B )  +  c a r d  ( F r  B )  +  c a r d  ( B n  F )  +  c a r d  ( F u  B )  =  a (1

c a r d  ( F  r  § )  +  c a r d  ( F r  B )  +  c a r d  ( B  n  F )  =  0 , 6 0  a ( 2 )

c a r d  ( F r  B )  =  0 , 1 0 a  ( 3 )

c a r d  ( F u l )  +  c a r d  ( B r  F )  =  0 , 6 0  a ( 4 )

( 1 )  —  ( 2 ) :  c a r d  ( F u  B )  =  0 . 4  a 

l le v a n d o  e ste  v a lo r  a ( 4 ) :  c a r d  ( B  r  F )  =  0 , 6 a —  0 , 4 a  =  0 ,2  a 

l le v a n d o  e s te  r e s u lt a d o  y  ( 3 )  a  ( 2 ) :  c a d  ( F  n  § )  =  0 , 6 a - 0 , 1  a - 0 , 2 a 0 , 3  a

a)  P ( F O B ) = ^  =  
a

0 , 3

b )  P ( B r  F )  =
0,2 a 0,2

c )  P [ ( F r B ) u  ( B r  F ) |  =

( p o r  se r lo s  s u c e s o s  F O B  y  B O F  i n c o m p a t i b l e s ) :

=  P ( F  r  B )  +  P ( B  r  F ;

0 . 4  a

0 . 3  i 

a

0,2 a
0 ,5

d )  P ( F u  B )  = 0 . 4
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1 6 . 2  La s  ca ra s  d e  u n  d a d o  h o m o g é n e o  están n u m e ra d a s  d e l 1 a l 6 .  H a lla r  la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  al 

la n z a r e l d a d o  la s u m a  d e  lo s  n ú m e ro s  d e  las ca ra s  v is ib le s  sea m ú lt ip lo  d e  5 .

(U n i v .  d e  M a d r id )

H a lla re m o s  lo s  re s u lta d o s  p o s ib le s  c o n s id e ra n d o  e l n ú m e r o  d e  la c a ra  o c u lta , h a b rá  p o r  ta n to  6  re 

su lta d o s  d is tin to s , igual a l d e  caso s p o s ib le s  d e l e x p e r im e n to .

A l  ser el d a d o  h o m o g é n e o , to d o s  lo s  re s u lta d o s  s o n  e q u ¡p ro b a b le s , se p u e d e  e m p le a r la  f ó r m u la  de 

L a p la c e  p a ra  c a lc u la r  la p ro b a b ilid a d  p e d id a .

La  s u m a  d e  lo s  seis n ú m e ro s  d e  las caras es 1 + 2  +  3  +  4  +  5  +  6  =  2 1 .  L a  s u m a  d e  las ca ra s  v is i

bles será m ú lt ip lo  d e  5  si e l n ú m e r o  d e  la c a ra  o c u lta  es el 1 ó  el 6 . L o s  casos fa v o ra b le s  a l su ce so  " la  

s u m a  d e  las caras v is ib le s  es m ú lt ip lo  d e  5 " .  es 2 ,  d e  d o n d e :

P ro b a b ilid a d  p e d id a  =  =
6

S e  t i r a n  d o s  d a d o s . Sea E  el su ce so  d e  q u e  la  s u m a  d e  lo s  p u n to s  o b te n id o s  sea im p a r. S e a  F el 

d e  q u e  p o r  lo  m e n o s  u n o  d o  lo s  d a d o s  m u e s tre  u n  1 .  C a lc u la r  P ( E n F )  y  P ( E u F | .

(U n iv .  d e  M a d r id /

E l suceso E  será: E  =  {  ( 1 .  2 ) .  ( 1 .  4 ) .  ( 1 .  61. ( 3 .2 ) ,  ( 3 .  4 ) .  (3 .  6 ) .  (5 ,  2 ) .  (5 .  4 ) .  (5 .  6 » .  (2 ,  1 ).

(4 ,  1 ) .  (6 ,  1 ) .  (2 ,  3 ) .  (4 ,  3 ) .  (6 ,  3 ) .  ( 2 .  5 ) .  ( 4 .  5 ) .  (6 ,  5 )  }

el suceso F  se rá : F  =  {  (1 .  1 ) .  <1. 2 ) .  (1 .  3 ) .  (1 ,  4 ) .  (1 .  5 ) .  (1 .  6 1 . (2 .  1 ) .  13. 1 ) .  ( 4 .  1 ) .  ( 5 .  1 ) .  ( 6 .  1 }  }  

E  n  F  =  {  (1 .  2 ) .  (1 .  4 ) .  (1 .  6 ) .  (2 ,  1 ) .  (4 ,  1 ) .  (6 .  1 )  }

E u F  =  { ( 1 . 2 ) .  ( 1 . 4 ) .  ( 1 . 6 ) .  ( 3 , 2 ) ,  ( 3 . 4 ) ,  ( 3 .  6 ) .  ( 5 . 2 ) .  ( 5 . 4 ) .  ( 5 .  6 ) .  ( 2 .  1 )  ( 4 ,  1 ) .  ( 6 .  1 ) .

( 2 .  3 ) .  ( 4 .  3 ) .  ( 6 .  3 ) .  ( 2 .  5 ) .  ( 4 ,  5 ) .  ( 6 .  5 ) .  ( 1 . 1 ) .  ( 1 . 3 ) .  ( 1 . 5 ) .  (3 .  1 ) .  (5 .  1)  }

c o m o  lo s casos p o sib le s  s o n  6 - 6  =  3 6  ya q u e  ca d a  u n a  d e  las 6  caras d e l p r im e r  d a d o  se c o m b in a  con

cada u n a  d e  las 6  caras d e l s e g u n d o :

P ( E n F )  =  £
1 P ( E u F )  =

2 3

6 3 6

1 6 . 4  S e  la n z a  u n  d a d o  d o s  veces. H a lla r  la  p ro b a b ilid a d

a ) D e  q u e  p r im e r o  salga u n  c u a t r o  y  lu e g o  n o .

lo  m e n o s  u n  dos.

(U n iv .  d e  V a !  la d o  lid . 1 9 9 1 )

E l e s p a c io  m u e s tra l tie n e  6 * 6 - -  3 6  sucesos e le m e n ta le s , ig u a lm e n te  p o sib le s :

a ) E l  su ce so  A  "s a le  p r im e r o  u n  c u a t r o  y  lu e g o  n o ”  es

A  -  {  (4 ,  1 ) .  (4 ,  2 ) .  ( 4 ,  3 ) .  (4 .  5 ) ,  (4 ,  6 ) }  = >  P ( A )
3 6

b )  E l su ce so  B  "s a le  p o r  lo  m e n o s  u n  d o s "  es:

B =  { ( 2 . 1 ) ,  ( 2 .  2 ) .  ( 2 .  3 ) .  ( 2 .  4 ) ,  ( 2 .  5 ) ,  ( 2 .  6 ) .  ( 1 . 2 ) ,  ( 3 .  2 ) ,  ( 4 .  2 ) ,  ( 5 ,  2 ) ,  ( 6 .  2 ) } P ( B )  -
3 6
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16.5 E n  u n a  u rn a  h a y  9  b o la s  n u m e ra d o s d e l 1 al 9 . H a lla r  la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  « ( 'e x tr a e r  sim ul*

bolas re s u lte n  d e  la  m is m a  p a rid a d .

(U n iv . d e  M a d rid . 7 5 9 / 7

S e a  A  e l s u c e s o  " la s  d o s  b o la s  s o n  p a r e s "  y  B  e l s u ce s o  " la s  d o s  b o la s  s o n  im p a r e s ” . E l  suceso 

" la s  d o s  b o la s  s o n  d e  la m is m a  p a r i d a d " 's e r á  A U B  . C o m o  A  y  B  s o n  s u c e s o s  in c o m p a t ib le s : 

P ( A u B )  =  P I A )  +  P I B ) .

E l n ú m e r o  d e  casos fa v o ra b le s  al s u ce s o  A  e s  e l n ú m e r o  d e  m a n e ra s  d is t in t a s  d e  s a ca r d o s  b o la s  e n 

t r e  las 4  p a re s , c o m o  e l o r d e r r « f l  V ite r v ie n e , s e rá n  ( ^  )• =  y l j  =  6 .  y  e l n ú m e r o  d e  casos fa v o ra b le s

al s u c e s o  B  se rá  ( 5 )  =  y y  =  1 0 . E l n ú m e r o  d e  casos p o s ib le s  se rá  ( ® )  =  =  3 6 .d e  d o n d e :

P I A u B I  =  P I A )  +  P I B )  =  A  +  - ! £  =  1 |  =
36 3 b  3b

1 6 . 6  U n a  u rn a  c o n tie n e  tres bolas ro jas y  d o s  verd es, y  o tra  c o n tie n e  d o s  bolas ro jas y  tre s verdes. 

Se to m a , al a zar, u n a  b o la  d e  ca d a  u rn a . E s c rib a  e l esp a cio  m u e s tra l. ¿C u á l es la p ro b a b ilid a d  d e  qu e  a m 

bas b o la s  sean del m is m o  c o lo r?  ¿ Y  la  de q u e  sean d e  d is tin to  c o lo r?

(U n iv . de G ranada)

S e a n  I y  II  las u rn a s . L a  c o m p o s ic ió n  d e  c a d a  u r n a  será la s ig u ie n te :

U r n a  I :  ( R , , ,  R , 2 . R , 2 , V , , ,  V , 2)

U r n a  I I :  ^ 2 2 '  ^ 2 1  * ^ 2? '  ^ 2 3 ^

C a d a  u n a  d e  la s  c i n c o  b o la s  d e  la  u r n a  I se p u e d e  c o m b in a r  c o n  c a d a  u n a  d e  las c i n c o  b o la s  d e  la 

u r n a  I I  p a r a  f o r m a r  5 - 5  =  2 5  p a re ja s  d e  b o la s  q u e  c o n s t it u i r á n  el e s p a c io  m u e s t ra l:

í í = { R „ . R j , ) . ( R , , . R 22I. ( R 1, . V j , ) . I R 11. V j 2|. ( R 1i .V , 3 > ......... <V,2 , R 2,>. (V,2 . R „ > .

(V ,2 . V 21>.<Vt2. V 22) , ( V 12. V 23>}.

S e a  A  el s u c e s o  " l a s  d o s  b o la s  s o n  d e l m i s m o  c o l o r " ,  y  B  e l s u c e s o  " la s  d o s  b o la s  s o n  d e  d is t in -  

10 c o l o r " .

L o s  casos p o s ib le s  s o n  2 5 .  ig u a l a l n ú m e r o  d e  e le m e n to s  d e  Í 1 .

O b t e n c i ó n  d e l n ú m e r o  d e  c a s o s  fa v o ra b le s  al s u c e s o  A :  C a d a  u n a  d e  la s  3  b o la s  r o ja s  d e  la  u rn a  

I se p u e d e  c o m b in a r  c o n  c a d a  u n a  d e  la s  2  b o la s  ro ja s  d e  la u r n a  I I .  p a ra  f o r m a r  3 *  2  =  6  p a re ja s  d e  

b o la s  r o ja s  e n  q u e  h a y  u n a  b o la  r o ja  d e  c a d a  u r n a . D e  la m is m a  f o r m a  se r a z o n a  q u e  h a y  2 x 3  =  6  f o r 

m a s  d is t in t a s  d e  s a ca r u n a  b o la  v e r d e  d e  la u r n a  I y  u n a  b o la  v e r d e  d e  la u r n a  I I .  L o s  c a s o s  fa v o ra b le s  al 

su ce s o  A  s o n  6 + 6  =  1 2 .

L o s  s u c e s o s  A  y  B  s o n  c o n t r a r io s ,  d e  d o n d e :
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16.7 U n a  u rn a  c o n tie n e  c u a tro  b o la s  n u m e ra d a s  del 1 al 4 .  La  p ro b a b ilid a d  de e x tra c c ió n  d e  ca

d a  u n a  d e  las b o la s  es p ro p o rc io n a l al n ú m e r o  q u e  e n  ellas aparece. S e  e x tra e  u n a  sola b o la  y .  s in  d o v o l • 

a  la  u r n a , se saca u n a  s e g u n d a  b o la . S e  p id e :

a ) .  H a lla r  la  c o n s ta n te  de p ro p o rc io n a lid a d .

b ) .  E l c o n ju n t o  d e  to d o s  lo s  re s u lta d o s  posib les qu e  p u e d e n  darse.

c ) .  L a  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  al e x tra e r u n a  b o la , la  p u n tu a c ió n  sea n ú m e ro  par.

(U n iv .  d e  C a s tilla  -  L a  M a n c h a , 1 9 9 1 )

a) S i B ( es el suceso "s e  e x tra e  la b o la  n u m e ra d a  c o n  e l n ú m e ro  i al sacar u n a  b o la " ,  e l espacio 

m u e stra l será:

n =  ( b , . b 2 . b 3 . b 4 )

sie n d o  lo s  sucesos B (. sucesos elem en tales. Se p u e d e  e s crib ir :

i í  =  B ,  U  B 2 u  8 3 U  B 4 1 = P ( B 1 ) + P ( B 2 ) +  P (B 3 ) +  P ( B 4 )

y  si k  es la  c o n s ta n te  d e  p ro p o rc io n a lid a d  :

1 =  1 - k  +  2  - k  +  3 - k  +  4 - k 1 =  10 • k

b )  Sea |a, b )  el suceso e le m e n ta l " a l e x tra e r d o s  b o la s  sin  re e m p la z a m ie n to , la  p rim e ra  bola  es la 

n u m e ra d a  c o n  e l n ú m e ro  a y  la segunda c o n  el n ú m e ro  b " :

£ 2 '=  { ( 1 ,  2 ) .  ( 1.  31, I I ,  4 ) .  ( 2.  1 ) .  ( 2.  3 ) .  12. 4 ) .  ( 3 .  1 } .  ( 3.  2 » .  ( 3 ,  4 ) ,  ( 4.  1»,  ( 4 .  2 ) .  ( 4 , 3 ) }

c )  E n  e l e x p e rim e n to  d e  e x tra e r u n a  sola b o la , los sucesos B 2 y  B 4 son in c o m p a tib le s , d e  d o n d e :

P I B I U B 4 » - P ( B I » +  P ( B 4 » - £  +  . ¿ .  ±  =

¡ . 8  A n t e  u n  e x a m e n , u n  a lu m n o  só lo  h a  e s tu d ia d o  1 5  d é l o s  2 5  tem as co rre s p o n d ie n te s  a la 

m is m o . E s te  se re a lizo  e x tra y e n d o  al a za r d o s  tem as y  d e ja n d o  q u e  e l a lu m n o  oscoja  u n o  

lo s  p a ra  ser e x a m in a d o  d e l m is m o . H a lla  la  p ro b a b ilid a d  de q u e  el a lu m n o  p u e d a  e le g ir e n  e l exá 

u n o  d e  lo s tem as estudiados.

(U n iv .  d e  C a n ta b r ia )

la

de

Sea N  el suceso " lo s  d o s  tem as e x tra íd o s  son d e  los 1 0  qu e  n o  h a  e s tu d ia d o  e l a lu m n o ” ,  y  S  el 

suceso " e l a lu m n o  h a  e s tu d ia d o  a lg u n o  d e  los d o s  tem as e x tra íd o s " . L o s  suceso N  y  S  s o n  co n tra rio s  

Casos posib les: S e rá n  las d istintas fo rm a s  d e  sacar 2  tem as e n tre  los 2 5 , e l o rd e n  n o  in te rv ie n e :

n ú m e ro  de casos posib les =  ^  ^
2 5 \  2 5  2 4 =  3 0 0

Casos favo ra bles a l suceso N :  S erán las d istintas fo rm a s  d e  sacar 2  tem as e n tre  los 1 0  q u e  n o  ha 

e s tu d ia d o  e l a lu m n o .

/10\ 1 0 - 9
n ú m e ro  d e  casos favo ra bles a N  = ^ ^  =

d e  d o n d e : P ( N I  -  ^ P ( S )  a  1 -  P I N )  = 1
3

20
J 7

20
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U n a  clase c o n s ta  d e  6  n iñas y  1 0  n iñ o s . S i  se escoge un  c o m ité  d e  3  al a za r, hall

de:
a )  S e lecc ion ar tres  n iños.

b ) S e lecc ion ar e x a c ta m e n te  dos n iñ o s  y  u n a  niña.
c) S e lecc ion ar p o r  lo  m en os  u n  n iñ o .

d )  S e le c c io n a r e x a c ta m e n te  dos n iñ as  y  u n  n iñ o .

(U n iv . de M urc ia )

L o s  c a s o s  p o s i b l e s  s o n  l a s  d i s t i n t a s  m a n e r a s  d e  e s c o g e r  3  p e r s o n a s  e n t r e  l a s  1 6  d e  l a  c l a s e ,  c o n s i 

d e r a n d o  q u e  d o s  m a n e r a s  s o n  d i s t i n t a s  c u a n d o  d i f i e r a n  e n  a l g u n a  p e r s o n a ,  e l  o r d e n  n o  i n t e r v i e n e :

n ú m e r o  d e  c a s o s  p o s i b l e s  =  ( ^ )  =  =  5 6 0

a )  E l  n ú m e r o  d e  c a s o s  f a v o r a b l e s  a  e l e g i r  3  n i ñ o s  e n t r e  l o s  1 0  e s ;  -
1 0 - 9 - 8 -  120

P l s e l e c c i o n a r  3  n i ñ o s )  =
120

5 6 0 1 4

b )  C a d a  u n o  d e  l o s  g r u p o s  d i s t i n t o s  d e  2  n i ñ o s :  (  ^  )  3 4 5 ,  s e  c o m b i n a  c o n  c a d a  u n a

d é l a s  6  n i ñ a s  p a r a  f o r m a r  4 5 - 6 ^  2 7 0  g r u p o s  d i s t i n t o s  d e  2  n i ñ o s  y  u n a  n i ñ a ;

P l s e l e c c i o n a r  2  n i ñ o s  y  1 n i ñ a )  =
27
5 6

c )  E l  s u c e s o  " s e l e c c i o n a r  p o r  l o  m e n o s  u n  n i ñ o "  e s  e l  s u c e s o  c o n t r a r i o  d e  " s e l e c c i o n a r  3  n i ñ a s "  

n ú m e r o  d e  c a s o s  f a v o r a b l e s  a  s e l e c c i o n a r  3  n i ñ a s :  ( 3 )  a  ' ~ ¿ V ~  =

P l s e l e c c i o n a r  t r e s  n i ñ a s )  -  = >  P l s e l e c c i o n a r  p o r  l o  m e n o s  u n  n i ñ o )  =  1 —  ~  =
5 6 0  2 8  2 8

2 8 -  1 

2 8

2 7

2 8

d )  P l s e l e c c i o n a r  2  n i ñ a s  y  1 n i ñ o )  =

• 10

5 6 0

1 5 1 0

5 6 0

1 5

5 6

16.10
d e  que:

D e  u n a  b a ra ie  d e  4 8  cartas se e x tra e n  s im u ltá n e a m e n te  dos do  ellas. C a lc u la r la  p ro b a b ilid a d

a) Las dos sean copas.

b) A l  m en os  u n a  sea copas.

c)

!I>!31

(U n iv . de las Islas Baleares)

a )  L o s  c a s o s  p o s i b l e s  s o n  l o s  d i s t i n t o s  m o d o s  d e  s a c a r  2  c a r t a s  e n t r e  la s  4 8  d e  la  b a r a j a ,  c o n s i d e 

r a n d o  q u e  d o s  m o d o s  s o n  d i s t i n t o s  si d i f i e r e n  e n  a l g u n a  c a r t a ,  e l  o r d e n  n o  i n t e r v i e n e :

n ú m e r o  d e  c a s o s  p o s i b l e s  =  ( ^ f )  =  ~~Y~ 3  

n ú m e r o  d e  c a s o s  f a v o r a b l e s  a  ( ^ j  3  ^ 2  =  ^
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P ila  d o s  c a rta s  s o n  c o p a s ) =
66

1 1 2 8

11

1 8 8

b )  Sea A  e l su ce so  " n in g u n a  d e  las d o s  ca rta s  es c o p a s " . E l  su ce so  A ,  será " a l m e n o s  u n a  ca rta  

es c o p a s " .

H a y  3 6  c a rta s  q u e  n o  s o n  c o p a s :

^ 3 6 j  3 6 -3 5
n ú m e r o  d e  caso s fa v o ra b le s  al su ce so  A

P I A ) 6 3 0

1 1 2 8

105

1 8 8
P I A )  3 1 -

105

1 8 8

2

1 8 8 - 1 0 5

1 8 8

6 3 0

8 3
18 8

c )  C a so s  fa v o ra b le s : C a d a  u n a  de las 12 c o p a s  se p u e d e  c o m b in a r  c o n  ca d a  u n a  d e  las 12 e sp a 

d a s  p a ra  fo rm a r  12 • 12 = 1 4 4  p arejas e n  q u e  h a y  u n a  c a r ta  d e  c o p a s  y  o t r a  d e  espadas:

P lu n a  c a r ta  sea c o p a s  y  la o t r a  espad as) =
1 4 4

1 1 2 8

6
4 7

, 1 1  U n  g r u p o  d e  1 0  p e rs o n a s  se s ie n ta  e n  u n  b a n c o .  ¿ C u á l es la  p ro b a b ilid a d  d a  q u e  d o s  p e rso - 

d e  a n te m a n o  se s ie n te  ju n ta s ?

(U n i v .  d e  S e v illa  . 1 9 9 1 )

P o d e m o s  s u p o n e r  q u e  e l b a n c o  tie n e  10 a s ie n d o s  n u m e ra d o s  d e l 1 a l 10.

C a so s  p o s ib le s : P , 0  =  1 0 !

Casos fa vo ra b le s : S e a n  a  y  b  las p e rs o n a s  q u e  d e b e n  sen tarse  ju n ta s : p o d rá n  sen tarse  e n  lo s  lu g a 

re s ( 1 . 2 ) .  ( 2 . 3 ) .  ( 3 . 4 ) .  ( 4 . 5 ) .  ( 5 . 6 ) .  ( 6 . 7 ) .  ( 7 . 8 ) .  ( 8 . 9 )  y  ( 9 .  1 0 ) y .  en ca d a  u n a  d e  estas p a re ja s , 

d e  la f o r m a  a b o b a ,  o  sea d e  9 - 2  =  18 m a n e ra s  d is t in t a s . s ie n d o  o c u p a d o s  lo s  o c h o  lu g a re s  re s ta n 

tes p o r  las o tra s  o c h o  p e rso n a s d e  8 !  m a n e ra s . E n  to ta l h a y  1 8 - 8 !  m a n e ra s  d is tin ta s  d e  s e n ta rs e  las 10 

p e rso n a s, e s ta n d o  d o s  p e rs o n a s  fija d a s  d e  a n te m a n o  sen tadas ju n ta s .

P =
1 8  8 !  

1 0 !
18

10 9

1 6 . 1 2  U n  c a r te ro  re p a rte  a l a z 

a l m e n o s  u n a  d e  las tre s cartas

ar tre s c a rta s  e n tre  tre s  d e s tin a ta rio s . C a lc u la r  la  p r o b a b i lid a d  d e  q u e  

a su d e s tin o  c o rre c to .

(U n i v .  d e  G r a n a d a . 1 9 9 1 )

Si las ca rta s  y  lo s  d e s tin a ta rio s  c o rre s p o n d ie n te s  se n u m e ra n  c o n  lo s  n ú m e ro s  1 . 2  y  3 ,s im u o liz a n - 

d o  p o r  (a , b .  c )  q u e  la c a rta  n u m e ra d a  c o n  e l n ú m e r o  a se e n tre g a  a l d e s tin a ta rio  1 . la c a rta  n u m e ra d a

c o n  e l n ú m e r o  b  se e n tre g a  a l d e s tin a ta rio  2 .  y  la c a rta  n u m e ra d a  c o n  e l n ú m e r o  c  se e n tre g a  a l d e s ti

n a ta r io  3 .  e l e s p a c io  m u e s tra l es:

a  =  { ( 1 . 2 , 3 ) ,  ( 1 . 3 , 2 ) .  ( 2 .  1 . 3 ) .  ( 2 . 3 .  1 ) .  ( 3 .  1 . 2 ) .  ( 3 . 2 .  1 ) }

S i  A  es e l su ce so  " a l m e n o s  u n a  d e  las tre s ca rta s  llega a su d e s tin o  c o r re c t o :

A  =  { ( 1 . 2 . 3 ) .  ( 1 . 3 . 2 ) ,  ( 2 .  1 . 3 ) .  ( 3 . 2 .  1 ) )

de d o n d e P I A )  =  -  =
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1 6 . 1 3  D e m o s tra r q u e  si lo s  sucesos A  y  B  son in d e p e n d ie n te s, ta m b ié n  son in d e p e n d ie n te s  Á  y  B .

(U n iv .  d e  M a d r id )

P o r s e r  A  y  B in d e p e n d ie n te s: P I A ^  B )  =  P ( A ) . P ( B ) .

Á  y  §  serán in d e p e n d ie n te s si P ( Á  r\  B )  =  P I A ) . P I B )

A p lic a n d o  las re laciones de D e  M o rg a n  y  la p ro b a b ilid a d  del suceso c o n tra r io :

P l Á n ¡ ,  =  P ( Á ü l )  =  | - p | A u B )  =  1 -  [ P (  A )  +  P ( B )  - P I A r  B )  | =

=  i  _ p , A )  - P ( B )  + P I A ) . P ( B )  =  [ 1 - P ( A )  | -  P Í B ) . [ 1 - P I A )  | =

=  f 1  -  P I A ) |  ( 1 -  P IB )  | =  P I Á ) . P ( B )  = >  P ( Á r . B )  =  P ( Á I - P í B )  = >

A  y  B son in d e p e n d ie n te s.
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1 6 . 1 4  D e m o s tra r q u e  si lo s  sucesos A  y  B  son in d e p e n d ie n te s, ta m b ié n  son indepen dientes A  y  B,

(U n iv .  d e  Z a ra g o za , 1 9 9 1 )

P o r s e r  A  y  B in d e p e n d ie n te s: P I A r  B )  =  P I A )  • PI B) .

Lo s  sucesos A  y  B  serán in d e p e n d ie n te s si se ve rifica  q u e  P I A ' '  8 )  =  P l A ) . P ( B ) .

A  =  ( A  r\ B)  U  | A  n  B ) .  y  p o r  ser í A  r .  B)  y  l A ^ B )  

in c o m p a tib le s , ya qu e  I A  '  B )  C. ( A  n  B )  =

= ( A n B ) n l B r i A )  = A n ( B n B ) n A  = A n  0 r , A  = í » :

P I A )  =  P ( A  n  B )  +  P ( A B ) = >

P I A ^ B )  = P | A ) - P l A O B )  =  P I A )  - P ( A ) .  P I B )  =

=  P I A )  (  1 —  P I 8 )  | =  P I A ) . P I B )  = >

P I A n  B )  =  P I A )  P I 8 )  = >  A  y  B son independientes.

16.15 Sea A  u n  suceso tal q u e  0  <  P ( A )  <  1.

a ) ¿P u e d e  ser A  in d e p e n d ie n te  de su c o n tra r io  Á ?

b ) Sea B  o tr o  suceso tal q u e  B C A .  ¿ S e rá n  A  y  B  indepen dientes?

c )  Sea C  u n  suceso in d e p e n d ie n te  d e  A .  ¿ S e rá n  A  y  C  indepen dientes?

(U n iv .  de  M u rc ia )

a ) 0  <  P I A )  <  1 

P ( Á )  =  1 —  P f A )  

indepen dientes.

0 <  P ( A ) <  1 P I A )  P I A )  *  0

P ( A  n  A )  =  P ( o )  =  0
A  y  A  n o  son

b )  B C A  = >  A H B  =  B  P ( A  O B )  =  P I B )

P I A ) - P I B )  só lo  seria igual a P ( B )  si P I A )  =  1.  p e ro  c o m o  0  <  P I A )  <  1 . n o  se verificará 

P I A  n  B )  =  P I A )  P I B ) ,  o  sea qu e  A  y  B n o  son in d e p e n d ie n te s (e x c e p to  si B =  0  )•
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C) A  =  ( A  r  C )  u  ( A  n  C )

(A  n  c )  n  ( A  n  C )  =  a  n  ( C  n  c )  =  A  n  =  ó

P ( A )  =  P ( A  n  C )  +  P ( A  n  C )  = >

P ( A H C )  =  P ( A J - P ( A n C )  (1)

P or ser A  y  C  in d e p e n d íe n le s : P ( A  O  C )  =  P ( A )  P ( C ) ,  lle va n d o  esle v a lo r a ( 1 } :

P I A  H  C )  =  P ( A )  —  P ( A )  P IC )  =  P ( A )  ( 1  —  P ( C )  | =  P ( A )  P ( C )  A  y  C  s o n  in d e p e n d ie n te s.

1 6 . 1 6  D e m o s tra r q u e  si lo s  suceso A  y  B  son in d e p e n d ie n te s, se ve rific a :

P ( A U B )  =  1 —  P I A )  -P {  B )

(U n iv .  d e  M a d r id )

P o r s e r  A  y  B in d e p e n d ie n te s : P ( A |_> B)  =  P I A ) . P I B )

P I A  u  B )  =  P I A ) + P I B )  -  P I A n  B )  =  P I A ) + P I B ) - P I A ) . P I B )  =

=  f 1 —  P l Á )  | +  | 1 —  P I 8 )  | —  [ 1 —  P l Á )  | | 1 - P I B H  =

=  1 -  P I A )  +  1 _  P I B )  -  1 +  P l Á )  +  P I B )  -  P l Á ) P I B )  =

=  1 -  P ( Á ) . P l B )

1 6 . 1 7  H a lla r P | A  ~<B)  .c o n o c ie n d o  P ( A )  y  P ( A  n  B) .

(U n iv .  d e  S a la m a n c a )

A  =  ( A O B ) u  i a h b i  

y  al ser < A  B )  y  ( A  “ B)  sucesos in c o m p a tib le s , y a  qu e  

(A  o  § ) n  i a h  B )  =  ( A n  B ) H  ( B H  A J  =

=  A n | B n B ) O A = A n í n A  =  o  

P I A )  =  P ( A  n  B )  +  P ( A n  B)  = >

P I A  n  B ) 3  P ( A ) j - P (A £ i_ B J

Í
1 6 . 1 8  Sean A  y  B  d o s  sucesos y  A c el suceso c o n tra r io  d e  A .  S i  son c o n o c id a s  las p ro b a b ilid a 

des de lo s  sucesos A u  B , A 1 y  A  '  B , ¿ c ó m o  p u e d e s  h a lla r las p ro b a b ilid a d e s  d e  lo s  sucesos B , A  y  
Ac n  B?

(U n iv .  d e  Z a ra g o z a )

P ( A u  A C1 =  P<S2>
A H A ‘ = Í  

a  u  a c =  n  

P ( A u B )  =  P Í A )  +  P ( B )  —  P I A O  b >

P I A )  +  P ( A C) =  1 P | A ) =  1 —  P ( A C)

P (B ) =  P ( A u B ) - P | A ) +  P I A n  B )  =

=  P l A u  B )  —  1 *  P I A C ) *■ P I A '  B)
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B  =  ( A ^ B I u  <B'D Ac ) = >

P ( B )  =  P [  ( A  n  B )  u  ( B  ^  A c ) )

V  p o r  s e r  A  n  B  y  B f i  A c i n c o m p a t i b l e s ,  y a  q u e  

( A n B ) n ( B O  A c )  =  <B r i  A )  o  ( A c n  B )  =

=  B O ( A n A c ) n B  =  B " i 0 n B = p : 

P ( B >  =  P ( A n B ) +  P ( B n  A c ) = >  

P ( A ° n B )  =  P ( B )  —  P ( A r i  B )  =

=  P ( A u  B )  -  1 +  P ( A C )  +  P ( A  ^  B )  -  P ( A  ^  B )  =  P ( A u  B )  +  P ( A C) - 1

Resu m en:

P I A )  =  1 - P ( A C) P ( B )  a P ( A u B } * P ( A c | - P I A n B ) - 1  , P ( A cn B ) =  P ( A u B )  +  P ( A C) - 1

16.19 D a d o s  lo s  sucesos A  y  B ,  d e m o s tra r  q u e

P I A  O  B )  <  P I A )  <  P ( A u B )

A  =  ( A n  B )  U  |A  ^  BJ

y  p o r  ser lo s  sucesos A  B y  A  o  B in c o m p a tib le s  

y a  q u e :

( A n  B ) n ( A n B )  =  ( A n  B ) ^  ( 8  r  A )  =

=  A n ( B O B ) n A  =  A O 0 r » A = 0  

P I A )  =  P I A  n  B )  +  P I A  r  B )  

y  c o m o  P I A n  B )  >  0 :  P I A )  >  P I A  n  B )  I I )

P I A  u B )  =  P I A  )  +  P ( B )  -  P I A  n  B ) , y  c o m o  d e  11) re s u lta  q u e  ta m b ié n  P I B )  >  P I A  n  B )  . o 

lo  q u e  es igu a l: P I B )  -  P I A  n  B )  >  0 ,  re su lta :

P I A  U  B )  >  P I A )  12)

D e  I I )  y  1 2 ): P< A  f  B ) <  P I A )  <  P I A  J  B)

16.20 Estudiar la posible dependencia de dos sucesos. A y  B. en los casos a). b),c), indicando
serán independientes:

a) A  y B  son incompatibles y de probabilidad no nula.
b) A  está incluido en B, y A  es un suceso de probabilidad no nula.
c) A  es cualquier suceso y P (B )  = 0 .

(U n iv .  d e  N a v a rra . 1 9 9 1 )

a ) P o r ser A  y  B in c o m p a tib le s : A  n B  =  0  P ( A O B ) = 0

P o r ser P (A >  *  0  y  P ( B )  *  0 :  P ( A ) P ( B ) * 0  

A  y  B n o  son in d e p e n d ie n te s

P I A  O B I * P I A )  P ( B )

www.FreeLibros.me



4 4 4  P R O B A B I L I D A D E S

b )  A C B  r > A H B  =  A  = >  P | A n B )  =  P ( A )

P ( A ) *  0  = >  P ( A ) • P ( B )  =  P ( A )  só lo  si P ( B )  =  1 

si P I B )  =  1 ;  P ( A H B )  =  P ( A  P ( B I  = >  A  y  B son in d e p e n d ie n te s

si P (B )  *  1 :  P Í A  H B ) *  P ( A )  P ( B )  = >  A  y  B n o  son in d e p e n d ie n te s

c ) C u a le squ ie ra  q u e  sean A  y  B :  A H B C B  P I A H B K  P { B  >. d e  d o n d e :

si P ( B )  =  0 :  P ( A  O  B )  =  0  |

si  P ( B )  =  0 :  P ( A )  P ( B )  =  P Í A )  0  =  0

lo s sucesos A  y  8  s o n  in d e p e n d ie n te s.

P ( A H B )  =  P ( A ) P I B )

I  b . ¿  I  R a z o n a r  la  a firm a c ió n  d e  q u e  si la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  o c u rra n  d o s  sucesos a la  v e z  es m e n o r 

q u e  la  s u m a  d e  las p ro b a b ilid a d e s  d e  a m b o s  (p o r  s e p e ra d o ). n o  p u e d e  e x c e d e r d e  j .

(U n iv .  d e  M a d r id )

P ( A U B )  =  P I A I + P I B I - P I A O B I  = >  P ( A U B )  +  P ( A O B >  =  P Í A ) + P ( B )  ( 1 )

0  <  P ( A u  B )  <  1 

0  <  P I A O  B )  <  1

---------------------------------------------------  1 m  q
0  <  P ( A U B )  +  P ( A O B )  <  1 +  -  r >  P ( A )  +  P ( B ) < |

1 6 . 2 2  Sean A  y  B  sucesos tales qu e  P ( A )  =  £ ,  P ( B )  =  ^ .
4  4  5

a )  P ro b a r q u e  si P ( A u B )  =  e n to n ce s  A  y  8  son in d e p e n d ie n te s.

b )  Para lo s  m is m o s va lo re s  d e  P ( A )  y  P (B )  d a d o s antes, ¿ h a y  o tro s  va lores d e  P ( A u B )  q u e  

q u e  A  y  B  sean in d e p e n d ie n te s?

c )  D e m o s tra r q u e  si A  y  3  son in d e p e n d ie n te s, e n to n ce s  A  y  B  son indepen dientes.

(U n iv .  d e  Z a ra g o ia . 1 9 9 1 )

a ) P Í A )  =  P ( B ) = | .  P í A u B ) = |

P Í A u B )  =  P Í A )  +  P ( B ) - P Í A U B )
5  =  2 + 5  " P ( A n B >

P ( A T B )  = ^  +  |  |  =  5 ^ 6 ~ 8  =  - 7- = ^ .  -  =  P ( A ) -  P ( B )  = >  A  y  B  s o n  indepen dientes.
4  5  5  10 10 2  5

b) P Í A u  B )  =  P ( A )  +  P ( B > —  P Í A  O  B )  =>

P Í A  H B )  =  P Í A )  +  P (B )  -  P ( A u B )  =  I  +  |  -  P f A u B )  =  - P ( A u B )

Lo s  sucesos A  y  B serán in d e p e n d ie n te s  si P Í A  n  B )  =  P ( A )  P ( B ) :
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, v a lo r a n te rio r.

c )  E s tá  re s u e lto  e n  el p ro b le m a  16. 14.

,6.23
¿  y d e c

D a d o s  d o s  sucesos in d e p e n d ie n te s  A  y  B .  la p ro b a b ilid a d  d e  q u e  o c u rra n  lo s  dos a la  ve z es

y  d e  q u e  n o  o c u rra  n in g u n o  de lo s  d o s  — . C a lc u la r  sus p ro b a b ilid a d e s

(U n iv .  d e  O v ie d o , 1 9 9 1 ) 
(U n iv .  d e  M á la ga , 1 9 9 1 )

P o r ser A  y  B in d e p e n d ie n te s : P ( A  n  B )  =  P I A )  - P ( B )

P ( A  O B )  -  i  
6

P I A H B )  =  ±  r >  P I A  U  B )  -  ^  
j  o

P I A )  +  P ( B )  -  P I A  O  B )  =  |
3

1 —  P I A  u B ) - ^

P I A ) - P ( B )  =  ¿  ( 1 )
6

P I A u B )  =  1 ”  3  =  3

P | A ) +  P ( B ) - 1 =  |  = >  P ( A )  +  P ( B )  =  |  +  1  =  |  |2)
b  3  3  6  6

D e  1 2 ) :  P I A )  =  |  -  P I B )  . lle va n d o  este v a lo r  a ( 1 ) :  ( |  -  P I B ) )  • P ( B )  =  ^  
b  '  6  '  b

1

6 ( P ( B ) 1  -  5  P I B )  +  1 = 0  = >  P I B )  =
5  t  \ / 2 5 - 2 4  5 : 1  /  2

«  "  - p<a- = H = Í

1 6 . 2 4  U n  h o m b re  y  u n a  m u je r d e  la m is m a  edad se casan a lo s  2 0  año s. La s  p ro b a b ilid a d e s  de qu e  

lle gu e n  a lo s  7 0  años son 0 ,7 6  para e l h o m b re  y  0 ,8 2  para la m u je r.

Se p re g u n ta  cu á l os lo  p ro b a b ilid a d  de q u e  a  lo s 7 0  a ñ o s : a ) A m b o s  estén v iv o s , b )  N o  v iva  n in . 

e  lo s  d o s . c )  V iv a  so la m e n te  la m u je r , d )  V iv a  a l m e n o s  u n o  d e  ellos.

(U n iv . d e  la s  Isla s Bateares. 1 9 9 1 ) 
(U n iv .  a e l P a ís  V a s c o . 1 9 9 1 )

Sea H  e l suceso " e l h o m b re  llega a lo s  7 0  a ñ o s " , y  M  e l suceso "  la m u je r llega a  lo s  7 0  año s” . 

Por las ca ra cte rística s  d e l p ro b le m a , se s u p o n e  q u e  lo s  sucesos H  y  M  son in d e p e n d ie n te s.

a ) P (H  H M I  =  P I H )  P ( M )  =  0 ,7 6  0 .8 2 0 .6 2 3 2

b ) S i  lo s  sucesos H  y  M  son in d e p e n d ie n te s, ta m b ié n  son in d e p e n d ie n te s  H  y  M  (véase p ro o le

m a  1 6 . 1 3 ) :

P ( H  O M )  =  P ( H ) - P I M )  =11 —  P ( H ) |  11 —  P ( M ) |  =  ( 1 - 0 . 7 6 )  ( 1 - 0 , 8 2 )  = 0 , 2 4 - 0 . 1 8 =  | o .0 4 3 2

c)  S i  lo s  sucesos H  y  M  son in d e p e n d ie n te s , ta m b ié n  son in d e p e n d ie n te s  H  y  M .  ( 1 6 . 1 4 ) :

P ( H  O M )  =  P ( H )  P (M ) =  [ 1 — P ( H ) l - P ( M ) =  (1 - 0 , 7 6 ) - 0 , 8 2  = 0 , 2 4 -0 , 8 2  =  0 , 1 9 6 8

d )  P ( H  U  M )  =  P ( H )  + P { M ) - P ( H n M )  =  P ( H )  +  P ( M )  -  P ( H ) P ( M )  = 0 . 7 6  +  0 . 8 2 - 0 . 7 6 - 8 2  =

=  1 0 ,9 5 6 8
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16.25 So p ro p o n e  a Ju a n  y  a  P e d ro  la  re s o lu c ió n  d e  u n  p ro b le m a . Se e stim a , en fu n c ió n  d o  sus evalua

ciones, q u e  la p ro b a b ilid a d  d e  q u e  lo  resuelva J u a n  es d e  1/3  y  la  d e  q u e  lo  re s u e lva P e d ro .d e  1/4. ¿Cuál 

es la p ro b a b ilid a d  d e  qu e  e l p ro b le m a  sea re s u e lto ?  ¿ Y  de q u e  n o  sea resuelto?

(U n iv .  d e  L e ó n . 1 9 9 1 )

Sea A  el suceso " J u a n  resuelve el p ro b le m a " , y  B el suceso " P e d ro  resuelve e l p ro b le m a " . Lo s  

sucesos A  y  B , p o r  las características del e n u n c ia d o , se con sid eran  in d e p e n d ie n te s:

P ÍA  U  B l  =  P Í A )  +  P ( B )  -  P Í A  n  B )  =  P Í A )  +  P ÍB )  -  P Í A )  P Í B) - 1  + 1 _ 1 1 = 4+ 3 - i  = _L
3  4  3  4 12

E l suceso N  " e l  p ro b le m a  n o  es re s u e lto "  es e l suceso c o n tra r io  del suceso A  u B  . "e l p ro b le m a  es 

re s u e lto ", de d o n d e :

P I N )  =  1 -  P ( A u B )  =  1 - 1

16.26 D o s  sucesos A  y  B  v e rifica n  P | A ^ B )  =  0 . 3 ;  P Í A 1 )  -  0 . 4 ;  P (B C)  »  0 .5 .  

P ( A U B )  y  P ÍA / B ) .
i  U n iv . de  S a la m a n ca )

P (A C)  =  0 .4 P Í A )  =  1 - 0 . 4  = 0 . 6 ;  P<BC) =  0 .5 P ( B )  = 1 - 0 , 5  =  0 . 5

P | A u  B )  * P ( A )  P Í B )  -  P Í A r ‘ B)  =  0 , 6  *- 0 . 5 - 0 . 3  

P ( A C B )  0 . 3

0.8

P Í A / B )
P Í B) 0. 5

16.27 S e a n  A  v  8  d o s  sucesos cuale squiera  dq p ro b a b ilid a d  n o  n u la  e  indepen dientes. Ju s tif ic a r si

son ciertas las siguientes afirm aciones:

a ) P I Á / B )  =  P Í A ) .

b )  P ÍB  / A )  =  P Í B ) .

c )  P ( A  J  A )  =  0 .5 .

a ) Si A  y  B  son in d e p e n d ie n te s, ta m b ié n  A  y  B son in d e p e n d ie n te s . ívéase p ro b le m a  16. 13) .  

de d o n d e : P ( Á / B )  =  P ( A ) .

E n  general n o  se verificará  a ). Se ve rifica rá  só lo  si P ( A )  =  P Í A )  =  0 .5 .

b )  Si A  y  B son in d e p e n d ie n te s, ta m b ié n  A  y  B son in d e p e n d ie n te s, ívéase p ro b le m a  16. 14) ,  

de d o n d e : P ( B / A )  =  PÍ B) .

c )  A u Á  =  r >  P ( A u Á )  =  P Í Í 2 )  =  1 = >  P Í A  U  A )  *  0 , 5
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16.28 E n  u n  esp a cio  p r o b a b ilis t ic o , c o n s id e re m o s  lo s  sucesos A  y  B .  a m b o s  d e  p ro b a b ilid a d  n o  n u la , 

la  v e rd a d  o  fa lse d a d  d e  las siguie n te s a f irm a c io n e s :

a )  S i  A  y  B  s o n  in c o m p a tib le s , e n to n c e s  s o n  in d e p e n d ie n te s .

b )  S i  A  y  8  s o n  in d e p e n d ie n te s , e n to n c e s  s o n  in c o m p a tib le s .

c )  S i  A  y  B  s o n  in d e p e n d ie n te s : < P A  O  B )  =  P ( A  /  B ) - P ( B  /  A ) .

(U n i v .  d e  V a le n c ia )

a)  A  y  B  in c o m p a tib le s A  H  B =  0  = >  P ( A n B ) = P ( ó ) = 0  

P ( A )  • P < B ) *■ 0P ( A )  ¥• 0  y  P | B ) *  0 

A  y  B  s o n  d e p e n d ie n te s .

La  a f irm a c ió n  d e l e n u n c ia d o  es F A L S A ,  

b )  A  y  B  in d e p e n d ie n te s  = >  P I A  n  B )  =  P I A )  PI B 

P ( A )  0  y  P | B ) *  0  = >  P I A )  - P I B )  *  0

A  y  B  s o n  c o m p a tib le s .

La  a f im a c ió n  d e l e n u n c ia d o  es F A L S A .

c )  A  y  8  in d e p e n d ie n te s

P I A  H  B )  =  P I A )  P I B )  

P I A / B )  =  P I A )

P IB  /  A )  =  P IB )

La a f irm a c ió n  del e n u n c ia d o  es V E R D A D E R A .

P I A  H B )  *  P I A ) . P I B )

P I A H B )  *  0 A  r  B *  0

P I A  O B )  =  P I A  / B )  - P I B  /  A )

16.29 D e m o s tr a r  qu e P ( B / A ) +  P I B / A )  =  1

(U n iv .  d e  M a d r id )

P ( A r i  B )  P I A ' " '  B )  .
P I B / A )  +  P I B / A  =  -  +  — ----------- -  =

P I A )  P I A )

= P I A  B )  +  P l A B )  

P I A )
1

A  =  ( A ^  B )  U  I A O B )  

y  p o r  s e r  l A ^ B )  y  l A ^ B )  sucesos in c o m p a tib le s , y a  q u e :

I A n  B ) H ( A n B )  =  I A r , B )  n  I 8<^  A )  =

=  A r ' I B n B ) n A  =  A ^ G ^ A  =  0 :

P ( A )  =  P ( A ^  B )  +  P I A  n  B )  = >  lle v a n d o  este v a lo r a  I I ) : P I B / A )  +  P I B / A )  =  =  1
r  ( A  )

16.30 E n  u n  c u r s o  de C O U  h a y  1 2 0  a lu m n o s . 5 0  e s tu d ia n  F ra n c é s . 8 0  Q u ím ic a  y  2 0  e s tu d ia n  F ra n  

cés y  Q u ím ic a . S e  elige e n  ese c u rs o  u n  e s tu d ia n te  al a z a r , ¿ q u é  p ro b a b ilid a d  h a y  d e q u e  n o  e s tu d ie  n i n 

g u n a  d e  las d o s  a sign a tu ra s?  .  S i  se sabe q u e  el a lu m n o  e le g id o  e s tu d ia  F ra n c é s , ¿ q u e  p ro b a b ilid a d  h a y  

de q u e  ta m b ié n  e s tu d ie  Q u ím ic a ?

(U n iv . de  Salam anca/
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U s a n d o  los diagram as de V e n n  se o b tie n e  qu e  si e s tu 

d ian Francés y  Q u ím ic a  2 0  a lu m n o s , habrá 3 0  a lu m n o s  q u e  

e stu d ia n  Francés y  n o  estudian Q u ím ic a , y  6 0  a lu m n o s  qu e  

estudian Q u ím ic a  y  n o  e stu d ia n  F ra n c é s .s ie n d o  1 2 0 - 6 0 -  

- 2 0  -  3 0  = 1 0  los a lu m n o s  q u e  n o  e stu d ia n  n i  Francés ni 

Q u ím ic a .

A p lic a n d o  la fó rm u la  de La p la ce . la p ro b a b ilid a d  de q u e  e le g id o  un a lu m n o  al a za r n o  estudie ni 

Francés n i  Q u ím ic a  será:

\ °30 A0
v l y )

/

p _ casos favorables 10 

casos posibles 120

_1_

12

Si se sabe q u e  el a lu m n o  e le g id o  estudia  Francés, los casos posibles q u e d a n  re d u c id o s  a los 50 a lu m 

nos qu e  e stu d ia n  Francés, y  los casos favorables a qu e  estudie  ta m b ié n  Q u ím ic a  serán lo s  2 0 a lu m n o s  que 

estudian Francés y  Q u ím ic a :

p  =  2 2  
? 50

1 6.31 Se sortea u n  via je  a  S in g a p u r e n tre  los 1 2 0  m ejo res c lie n te s d e  u n a  agencia d e  a u to m ó vile s . 

D e  e llos, 6 5  son m ujeres. 8 0  están casados y  4 5  son m u je re s  casadas. S e  p ide:

a ) ¿C u á l será la p ro b a b ilid a d  de qu e  le  to q u e  e l v ia je  a  u n  h o m b re  soltero?

b ) S i  del a fo rtu n a d o  se sabe y a  q u e  es ca sa d o , ¿c u á l seré la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  sea u n a  m u je r?

i  U n iv . d e  L a  L a g u n a -T e n e r  ¡fe )

le ra .

Sea M . H , C  y  S , re s pectivam e nte, los sucesos elegir m u je r , h o m b re , persona casada y  persona sol-

card ( H ^ C I  f  c a rd  ( H ^ S I  +  card (M  “>C> +  c a rd  ( M ^ S ) =  120 (1 >

card ( M f ' C I  +  card ( M ^  S> =  6 5  (21 C  S

card (H  n  O  ♦ -c a rd  (M  ^  C ) -• 8 0  (3 )

card (M  n  C )  a 45 (4 )

( 3 ) - ( 4 ) :  c a r d ( H O C ) = 3 5  ;  (21 —  4 4 ): c a rd  ( M ^ S )  =  2 0  ; 

d e  ( 1 ) :  car  ( H n S ) =  1 2 0  -  3 5  -  4 5  -  2 0  =  2 0

20P ( H  n  s i  =
12 0

b ) E l saber q u e  e l a fo rtu n a d o  es casado e q u iva le  a re s trin g ir el espacio m uestra l al suceso C ,  y  los 

casos favorables a q u e  sea m u je r a los sucesos e lem en tales del suceso M  O C :

■ s ■ S
16.32 U n a  caja c o n tie n e  tre s m o ned as. U n a  m o n e d a  es c o rrie n te , o tra  tie n e  dos C8ras y  la  o tra  está 

cargada de m o d o  qu e  la  p ro b a b ilid a d  de o b te n e r cara es 1/3.  S e  selecciona un o  m o n e d a  al a z a r y  se la n 

za  al aire. H a lla r la  p ro b a b ilid a d  d e  qu e  salga cara.

(U n iv . de C a s t i l la - L a  M ancha)
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S e a n : A  el suceso "se elige la m o n e d a  c o r r ie n te " ,

B el suceso "s e  elige la m o n e d a  q u e  tiene d o s  c a ra s",

D  el suceso "s e  elige la m o n e d a  ca rg a d a ",

C  el suceso "sale  c a ra " .

N o s  p id e n  la p ro b a b ilid a d  d e l suceso ( A r  C ) u  (B  n  C ) u  ( D ^ C ) .  C o m o  lo s sucesos A ^ C ,  B r  C  

y  D ^ > C  son in c o m p a tib le s  d o s  a d o s :

P ( I A n C ) u  ( B  n C ) U  ( D n C ) |  =  P ( A  n c »  +  P (B  n  C )  +  P ( D  n C )  =  P | A ) .  P (C / A )  +  P ( B ) - P ( C / B )  +

p,0, .p(C/D)a| l + í . 1  + í . ! a I  +  i  +  i  =  l Í i í 2
3 2 3  3 3 6 3 9  18

1 6 . 3 3  E n  u n a  bolsa h a y  5  bolas ro jas. 3  bolas negras y  d o s  bolas blancas. S e  e x tre  al a ra r u n a  

y  sin d e vo lve rla , se e x tre  otra .

a ) C a lc u la r la  p ro b a b ilid a d  de qu e  las dos bolas sean del m is m o  co lo r.

b )  C a lc u la r la  p ro b a b ilid a d  de qu e  las dos bolas sean de d is tin to  c o lo r.

“

(U n iv . V a lla d o /id . 1 9 9 1 )

S e a n : R ,  el suceso " la  p rim e ra  b o la  es ro ja” . R ? " la  segunda b o la  es r o ja " , N ,  " la  p rim e ra  b o 

la es n e g ra ". N 2 " la  segunda b o la  es n e g ra " , B ,  " la  p rim e ra  bola  es b la n c a "  y  8 ,  “ la  segunda bola  

es b la n c a ".

a ) E l suceso C  "la s  dos bolas son del m is m o  c o l o r " ,  es:

C  =  ( R ,  r  r j u  ( N ,  f ' N j I U  I B ,  o  B J  = >  P ) C )  =  P [ ( R ,  r  R 2 )  u  ( N ,  n  N 2 ) u  ( B ,  r  B ? )  ] 

y  p o r  ser los sucesos ( R ^ ’ R , ) ,  ( N , ^ N 2 ) y  ( B , O  B2 )  in c o m p a tib le s  d o s  a dos:

P IC )  =  P ( R ,  R ? J +  P | N , n N 2 l -  P ( B , n  B2 ) =  P ( R ,  I P ( R ?/ R , ) + P ( N ,  I P I N . . / N , ) +

2 0 *  6 +  2  28PIB  ) • P ( 8  / B  ) a l . í + l . i  +  l . i B  
1 2 1  10 9 10 9 10 9 90 90

14

45

b )  E l suceso D  "la s  bolas son de d is tin to  c o lo r ”  es el suceso c o n tra r io  d e  C .  d e  d o n d e :

3 1

4 5

U n a  caja A  c o n tie n e  2  bolas blancas y  3  negras. O tra  caja B c o n tie n e  3  bolas blancas y  

S a ca m o s u n a  b o la  d e  la  caja A  y  la  in tro d u c im o s  e n  la  caja B .  S i  a c o n tin u a c ió n  se e xtra e  u n a  

e la  caja B ,  ra z o n a  cuál es la p o ro b a b ilid a d  de q u e  sea blanca.

(U n iv .  d e  V a le n cia , 1 9 9 1 )

Sea B , el suceso " la  b o la  q u e  sacamos de la caja A  y  qu e  in tro d u c im o s  en la  caja B es b la n c a " ; 

el suceso N ,  " la  bola  q u e  sacam os de la caja A  y  qu e  in tro d u c im o s  en la caja B  es n e g ra " ; y  el suce

so B ? la b o la  qu e  e x tra e m o s  de la caja B  es b la n c a " . N o s  p id e n  la  p ro b a b ilid a d  del suceso:

( B , ^  B 2 ) u  ( N , n  B2 ) . y  p o r  ser ¡n c o m p a tib ie s  los sucesos B ,  n  B ? y  N , ^  B2 :

P [ ( B , n B 2 )  U  ( N , r »  B j ) |  =  P ( B , n  B ? ) +  P ( N , n B ; ) =  P í B , ) . P í B 2 / B , )  +  P I N t ) . P l B ?/ N , )  =
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2  4  3  3

5  6  5  6

17

3 0

■16.35 U R N A  I :  C o n t ie n e  6  b o lo s  ro ja s  y  4  b o la s  b la n ca s.

U R N A  I I :  C o n t ie n e  4  b o la s  ro ja s  y  8  b o la s  b la n ca s.

S e  la n z a  u n  d a d o . S i  a p a re ce  u n  n ú m e r o  m e n o r  q u e  3 .  n o s  v a m o s  a  la  u r n a  I ; si e l re s u lta d o  es 3  

o  m á s  n o s  v a m o s  a  la  u r n a  I I .  A  c o n t in u a c ió n  e x tra e m o s  u n a  b o la . S e  p id e :

o )  P ro b a b ilid a d  d e  q u e  la  b o la  sea r o ja  y  d e  la  u rn a  I I .

b )  P ro b a b ilid a d  d e  q u e  la  b o la  sea b la n c a .

( U n i v .  d e  C a s tilla  —  L a  M a n c h a ,  1 9 9 1 )

a ) Sea A  el su ce so  "s e  o b t ie n e  al la n za r u n  d a d o  u n  n ú m e r o  m e n o r  q u e  3 " ,  C  el s u c e s o  "s e  o b 

t ie n e  a l la n z a r u n  d a d o  u n  n ú m e r o  ig u a l o  m a y o r  q u e  3 " ,  R ( e l su ce so  "s e  saca b o la  ro ja d e  la u rn a  I " ,  

R (| e l su ce so  " s e  saca b o la  ro ja  d e  la  u rn a  I I " .  B , " s e  saca b o la  b la n c a  d e  la  u rn a  I "  y  B |( "s e  saca b o 

la b la n c a  d e  la u rn a  I I " .

Para sacar b o la  ro ja  d e  la  u rn a  I I  se te n d rá  q u e  v e rif ic a r  el su ce so  C n  R (|:

P I C n  R „ )  =  P ( C ) . P ( R „ / C )  - £ ■ £ -

b )  P a ra  sacar b o la  b la n c a  se te n d rá  q u e  v e r if ic a r  e l suceso ( A  O  B , )  u  (C  ^  B (| ) .  s ie n d o  in c o m p a 

t ib le s  lo s  sucesos A ^ B ,  y  C ^ B (|:

P [ ( A n B , ) u  ( C O  e |( >1 =  P ( A  r*' B , )  +  P ( C r »  B , ( ) =  P ( A )  .P < B ,/ A )  +  P ( C )  • P (B „ / C >  =

- 2  4  . 4  J l  =  _2_ 4. i  =  6 - f  2 0  _  '2 6  
6  1 0  6 '  12 15 * 9  4 5  ¡4 5 _

16.36 O n c e  b o la s  q u e  lle v a n  g ra v a d o s  lo s  n ú m e ro s  d e l 1 a l 11 e s tá n  re p a rtid a s  e n  3  u rn a s . U n a  de 

estas u rn a s  c o n tie n e  las b o la s  c o n  lo s  n ú m e ro s  1 . 2 .  3 ,  4  y  5 .  o t r a  las q u e  c o r re s p o n d e n  a  lo s  n ú m e 

ro s  6 , 7 . 8  y  9  y  la  te rc e ra  a  las d o s  b o la s  re s ta n te s. E le g id a  u n a  u rn a  al a z a r se sa ca n  d o s  b o la s . ¿ C u á l 

es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  la  s u m a  d e  lo s  n ú m e ro s  sea p a r?

( U n i v .  d e  V a lla d o !id )

S u p o n g a m o s  q u e  las u rn a s  e s tá n  n u m e ra d a s  c o n  lo s  n ú m e ro s  1 . 2  y  3 . Sea  U ( el su ce so  " s e  elige 

la  u rn a  n u m e ra d a  c o n  e l n ú m e r o  i " ,  y  A ,  B  y  C  lo s  sucesos " s e  sa ca n , re s p e c tiv a m e n te  d e  las u rn a s  n u - 

n u m e ra d a s  c o n  el 1 , 2  y  3 .  d o s  h o la s  ta le s  q u e  la  s u m a  d e  sus n ú m e ro s  sea p a r” .

N o s  p id e n  la  p ro b a b ilid a d  d e l s u c e s o : ( U , ^  A )  U  ( U 2 n  B »  u  ( ' J 3 n  C ) .

P o r  se r lo s  sucesos U ,  O  A ,  U 2 O  B  y  U 3 O  C  in c o m p a tib le s  d o s  a dos:

p ( ( u , n A ) u  i u 2 n B )  u i u 3 n c ) |  =  p í u , h a ) +  p ( u 2 h b )  +  P ( u 3 n c )  =

=  P ( U , ) . P ( A  / u , )  +  P ( U 2 ) . P < B  /  u 2 ) +  P ( U 3 ) . P ( C / U 3 )  ( 1 )

P ( U , )  = P ( U 2 )  = P ( U 3 )  =  I

L o s  caso s fa v o ra b le s  a s a ca r d o s  b o la s  d e  la  u rn a  U ,  tales q u e  la  s u m a  d e  su s  n ú m e ro s  sea p a r  s o n :

(1 .  3 ) .  (1 ,  5 ) .  (2 ,  4 )  y  (3 .  5 ) ,  e n  to ta l 4 ,  y  lo s  caso s p o s ib le s : ( ®  ) =  =  1 0 , d e  d o n d e : P ( A / U , )  =

4  2
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L o s  casos fa vo ra b le s  a sacar d o s  bolas de la  u rn a  U 2 tales qu e  la s u m a  d e  sus n ú m e ro s  sea p a r  son:

I y  (7 ,  9 ) ,  e n  to ta l 2 ,  y  lo s  caso s p o sib le s  ( ^ )  =  6 , d e  d o n d e : P ( B / U 2 ) = ^  =  1 .

N o  h a y  n in g ú n  caso fa v o ra b le  a sacar d o s  b o la s  d e  la u rn a  U -  tales q u e  la su m a  d e  sus n ú m e ro s  sea

p a r . d e  d o n d e  P (C / U 3 )  =  0 .

S u s t itu y e n d o  estos va lo re s  en (1) :

P ro b a b ilid a d  p e d id a  =  —  • —  +  —  +  —  =  Í L + J ?
3 5  3 3 3 3  15 9  45

1 1
4 5

16.37 U n a  c o m is ió n  delegada de u n  p le n o  de c ie rto  a y u n ta m ie n to  está fo rm a d a  p o r  10 co n ce ja le s 

d e  lo s  cuale s 5  p e rte n e ce n  a l p a r t id o  A .  4  a l p a r t id o  B  y  1 a l p a r t id o  C .  S e  e ligen al a za r y  d e  f o r 

m a  sucesiva 3  personas d e  d ic h a  c o m is ió n . C a lc u la  la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  la s  tre s p e rte n e z c a n  a:

a )  P a rtid o s  d is tin to s .

b )  A l  p a rt id o  A .

c ) A l  p a r t id o  C .

(U n iv .  d e  L e ó n .  1 9 9 1 )

Sea A |f B ( y  C (. re s p e c tiv a m e n te , los sucesos " e l  c a n d id a to  e le g id o  en i lu g a r pertenece a l p a rtid o  

A .  B o  C ” .

a )  E l  suceso "e le g ir  tre s p e rso n a s, e n  fo rm a  sucesiva, d e  p a rt id o s  d is t in to s "  es:

D  =  ( A , n B 2 n c 3 ) u  ( A , n c 2 n B 3 ) u  I B ,  n A 2 n c 3 ) u  < B , n c 2 n A 3 ) u < c , n a 2 o b 3 )  u  

u  ( C , n B 2 n  a 3 ) 

y  p o r  ser in c o m p a tib le s , d o s  a d o s . lo s  ú lt im o s  sucesos:

P ( D )  =  P { A , n B 2 n C 3 )  +  - - - + P { C , n B 2 n A 3 )  =  P ( A 1 ) P ( B 2 / A ) ) . P ( C 3 / A , n B 2 )  + • • •  +

+  P ( c . i - P ( B J C . i - p ( A 3 / c 1n B . ) 3 ^ . ^ . 1 - ! - ” i +  _ L . £ . ! Í  -
1 2 1  3 1  2 10 9  8  1 0  9 8  1 0 - 9 - 8

b l  P Í A ,  O  A 2 r i  A 3)  =  P I A ,  | * P ( A 2 / A ,  ) - P ( A 3 / A ,  n  A j I  =  ^ . í . |  ,

O  P l c , n c J n c 3) = p ( c , ) P ( c J/ c 1) . p ( c 3/ c , n c 2 i =  ~ o . o =  |o]

12

1 6 . 3 8  U n  a rc h iv a d o r tie n a  9  cajo nes. U n a  c a rta  tie n e  p ro b a b ilid a d  1/2 de e sta r en el a rc h iv a d o r 

y ,  si está  e n  o< a rc h iv a d o r, tie n e  la  m is m a  p ro b a b ilid a d  d o  estar e n  c u a lq u ie ra  d e  lo s 9  cajones.

a ) ¿C u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  la  c a rta  esté e n  el n o v e n o  cajón?

b )  A b r im o s  lo s  8  p r im e ro s  ca jo n e s y  la ca rta  n o  está e n  n in g u n o  de o lios. ¿ C u á l es la  p ro b a b ili

d a d  d e  q u e  la  ca rta  esté en el n o v e n o  ca jó n ?

(U n iv .  d e  B a rc e lo n a )

a ) Sea A  el suceso “ la ca rta  está e n  el a rc h iv a d o r "  y  C 9 el suceso " la  ca rta  está en e l n o ve n o  

c a jó n ” .

1 1P I A  ^  C 9 ) =  P ( A )  • P I C q / A )  =  —  . —  =
9 9 2  9  18

1
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b ) S i  s a b e m o s  q u e  la  c a rta  n o  está e n  lo s  8  p r im e r o s  c a jo n e s , la ca rta  estará e n  el n o v e n o  c a jó n  si 

y  s o lo  si está  en e l a r c h iv a d o r , o  sea q u e . la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  esté e n  e l n o v e n o  c a jó n , s a b ie n d o  q u e

n o  e s tá  e n  lo s  8  p r im e r o s  ca jo n e s , es la  m is m a  d e  q u e  esté en e l a r c h iv a d o r : ^  .

1 6 . 3 9  En c ie rta  c iu d a d  e l 40% d e  la  p o b la c ió n  tie n e  c a b e llo s  ca s ta ñ o s , el 2 5 %  tie n e  lo s  o jo s  c a s ta 

ñ o s  y  e l 1 5 %  tie n e  c a b e llo s  y  o jo s  ca sta ñ o s. S e  esco ge u n a  p e rs o n a  al a za r.

C a lc u la r :

a )  S i  t ie n e  c a b e llo s  ca s ta ñ o s , ¿c u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  ta m b ié n  te n g a  o jo s  castaños?

b )  S i  t ie n e  o jo s  ca sta ñ o s, ¿ c u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  n o  te n g a  c a b e llo s  ca sta ñ o s?

c )  ¿ O iá l  es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  n o  te n g a  c a b e llo s  n i o jo s  castaños?

(U n iv .  d e  Z a r a g o z a )  
(U n iv .  d e  M á la g a )

Sea a el n ú m e r o  de h a b ita n te s . C  el suceso " s e  esco ge u n a  p e rs o n a  d e  c a b e llo s  c a s t a ñ o s "  y  O  

el su ce so  "s e  esco ge u n a  p e rs o n a  d e  o jo s  ca sta ñ o s.

c a rd  ( C  ' ‘ 0 ) +  c a rd  ( C ^ O I +  c a rd  ( C ^ - 0 ) +  c a rd  ( C ' " ' 0 ) = a 0 0

C n o  \ C n o

0 , 1 5 a  \ 0 ,2 5 a

C n o \  C n o

0 , 1a \  0 .5 a

c a rd  < C n O )  +  c a rd  (C  n O )  =  0 ,4  a  (1 )

c a rd  ( C ^ O ) +  c a rd  ( C ^ O )  = 0 , 2 5  a (21

c a rd  ( C ^ O )  =  0 . 1 5  a  (3)

( 2 ) -  (31 : c a rd  ( C " 0 )  =  0 , 1 0  a  ;

( 1 )  -  ( 3 ) :  c a rd  ( C ^ Ó )  =  0 .2 5  a ;

c a rd  (C  r> 0 )  =  a  -  0 . 1 5  a  -  0 ,2 5  a -  0 .  1 a =  0 ,5  a

a )  E l  sab er q u e  tie n e  lo s  c a b e llo s  c a s ta ñ o s  e q u iv a le  a  r e d u c ire l e s p a c io  m u e s tra l a C  =  ( C O O ) U ( C n O ) ,  

y  lo s  casos fa v o ra b le s  a q u e  te n g a  lo s  o jo s  ca sta ñ o s, s a b ie n d o  q u e  tie n e  lo s  c a b e llo s  ca s ta ñ o s , a lo s  sucesos 

e le m e n ta le s  d e  C O O :

P ( 0 / C )  =
0 , 1 5 a

0 , 1 5  a 4- 0 ,2 5  a

15

40

b> E l  sab er q u e  tie n e  lo s  o jo s  ca sta ñ o s e q u iv a le  a  r e d u c ir  e l e s p a c io  m u e s tra l a O  =  ( C n O M C n O Í .  

y  lo s  caso s fa v o ra b le s  a q u e  n o  tenga c a b e llo s  ca sta ñ o s a lo s  su ce so s e le m e n ta le s  d e  C n O :

P Í C / O )  =
0 , 1 a

0 , 1 5  a-*- 0 .1  a
J O

2 5

c ) P ( C / 0 )  --
0 , 5  a

=  [ÓJ

U n  siste m a  está f o r m a d o  p o r  d o s  c o m p o n e n te s  A  y  B .  E l  s iste m a  f u n c io n a  si f u n c io n a  a lg u n a  

sus c o m p o n e n te s , la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  f u n c io n e  A  e s  P ( A )  =  0 .8 ,  la  d e  q u e  f u n c io n e  B  es P ( B )  =  0  7 

P ( A O B )  = 0 , 6 .

1 )  ¿ C u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  e l s iste m a  fu n c io n e ?

2 )  ¿ C u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  f u n c io n e  la c o m p o n e n te  A ,  s a b ie n d o  q u e  la  c o m p o n e n te  B  n o

(U n iv . de  M a d rid , 7991/
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1 ) F u n c io n a rá  alguna de sus co m p o n e n te s si se realiza A u B ;

P I A U  BJ  =  P I A )  + P I B ) -  P I A O  B )  =  0 , 8 + 0 . 7  - 0 . 6  =  0^9

2 )  N o s  p id e n  la  p ro b a b ilid a d  co n d ic io n a d a  d e  A  respecto de B ,  o  sea P I A / B ) :

P I A n B )
P I A / B )  =

PI B!
11)

D e A  =  I A  o  B)  U  I A  n  8 ) .  p o r  ser A n  B y  A  n  B inco m p a tib le s : 

P ( A )  =  P l A n B )  +  P ( A n B )  = >  P I A  n  B )  =  P I A )  -  P IA  -  B)  

lle va n d o  este va lo r a ( 1) :

P I A / B )
ñk -  P I A ) -  P IA  n  B)  _  0 . 8  -  0 . 6 Q.2 _  ¡2

P I B )  1 - 0 . 7  0 . 3  [3_

1 6 . 4 1  D ispo ne m o s de u n  d a d o  q u e  tiene pintadas las caras de la siguiente fo rm a :

Caras 1 . 2 .  3 .  4  de c o lo r  verde.

C a ra  5  de c o lo r ro jo .

C a ra  6  d e  c o lo  blanco, 

y  de dos urn as c o n  la  siguiente c o m p o s ic ió n :

U rn a  I  :  6  bolas c o n  b r illo . 4  s in  b rillo .

U rn a  I I :  3  bolas c o n  b rillo . 7  s in  b rillo .

La n za m o s el d a d o  y  nos fijam os en el c o lo r de la cara:

S i sale verd e  va m o s a la  u rn a  I .  si sale ro jo  a  la u rn a  I I  y  si sale b la n c o  ta m b ié n  a la II .

A  c o n tin u a c ió n  e x tra e m o s dos bolos u n a  a u n a  sin re e m p la za m ie n to . Se pide:

a ) P ro b a b ilid a d  d e  qu e  las dos bolas tengan b rillo  y  qu e  sean de la  u rn a  I.

b )  P ro b a b ilid a d  d e  qu e  las d o s  bolas tengan b rillo .

(U n iv .  C a s t i l la -L a  M a n c h a , 1 9 9 1 )

Sea V  el suceso "sale  cara de c o lo r  verd e  a lla n z a r  el d a d o ” . R  el suceso “ sale cara d e  c o lo r ro jo " . 

B el suceso "sale cara de c o lo r  b la n c o " . B, el suceso las dos bolas qu e  se sacan de la urn a I tienen b ri

llo”  y  B (| el suceso " la s  d o s  bolas que se sacan de la u rn a  I I  tienen b r illo ” ,

a ) E l suceso "la s  d o s  bolas tienen b rillo  y  son d e  la u rn a  I "  es V ^ B , :

b )  E l  suceso "la s  dos bolas tienen b r i l lo "  es (V  ^  B ( ) u  (R  o B l ( ) u  ( B  r  B ) ( ) ,  y  c o m o  los suce

sos V  n  B , . R n  B (| y  B  n  B |( son in co m p a tib le s d o s  a d o s :

P [ I V  n  B, > u  ( R ^ B J u  ( B  r .  B , , ) |  *  P ( V  n  B , ) +  P I R  n  B n ) +  P I B H  B 1(| =

=  P ( V ) . P ( B , / V )  + P ( R ) . P ( B (|/ R )  +  P ( B ) P ( B || / B )  =

. í l A  5 \ + l / _ 3  2\  + 1  / _3_ 2 v _ 120 + 6 + 6 = 13? = ¡U
6 '  10 9 '  6 *  10 9 '  6  '  10 9  1 ' 4 0  5 4 0  45
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16.42 D isp o n e m o s d e  dos m onedas, u n a  co rre cta  y  o tra  c o n  d o s  caras y  u n a  u rn a  c o n  d iez bolas.cua- 

tro  blancas y  seis negras. Sacam os dos bolas de la u rn a , si son d e l m is m o  c o lo r  elegim os la  m o n e d a  c o 

rrecto  y  la  lan zam o s a l a ire . E n  o t r o  caso, e legim os la  in c o rre c ta  y  la la n za m o s al a ire . H a lla r la  p ro b a b i

lid a d  d e  lo s  siguientes sucesos:

a ) Q u e  las d o s  bolas sean del m is m o  co lo r.

b )  O b te n e r c a ra  e n  el la n za m ie n to  de la  m o n e d a .

c )  S i  el re s u lta d o  del la n za m ie n to  de la m o n e d a  h a  sid o  c r u z .h a lla r  la  p ro b a b ilid a d  d e q u e la s d o s  

bolas elegidas sean d e  d is tin to  co lo r.
(U n iv . d e  C ó rd o b a )

a ) Sea B el suceso " la s  dos bolas son b la n c a s " y  N  el suceso " la s  dos bolas son n e g ra s ". Es

tos sucesos son inco m p a tib le s .

E l suceso "la s  d o s  bolas son del m is m o  c o lo r "  es B u N .

6 - 5

P ( 8 u  N )  P , B ,  +  P < N )  ,  í l ]  *  í | 1  =  ,  i l

( ? )

b )  Sea D  el suceso " la s  d o s  bolas son de d is tin to  c o lo r " ,  C  es suceso " o b te n e r  cara c o n  la  m o 

neda c o rre c ta "  y  E  el suceso "o b te n e r cara c o n  la m o n e d a  d e  d o s  caras".

E l suceso "o b te n e r c a ra "  será T  »  (B  ^  C )  u  (N  n  C )  u  I D  n  E ).

P ( T >  = P [ ( B ^ C ) u  ( N n c ) u  < D r »  E)|

y  p o r ser lo s  sucesos B ^ C ,  N ^ C  y  D ^ E  in c o m p a tib le s  d o s  a d o s . y  D  el suceso c o n tra r io  del suce 

so B u  N :

P ( T )  =  P I B  n  C )  *  P ( N H C )  +  P I D  n  E )  = P I B ) - P ( C / B )  +  P < N ) -P (C / N )  +  P I D I - P I E / D )  =

0 , 0 ,  

’0'  ' 2 ( ? )

1 / .  7  \ .  7 ^ 8 ^  7 >  16

2  '  1 5 )  3 0  15 “  3 0  “  . 3 0

2

c ) S i  se ha o b te n id o  c r u z  es qu e  se ha lan za d o  la m o ned a c o rre c ta , esto im p lic a  q u e  las d o s  bolas 

elegidas eran del m is m o  c o lo r, o  sea qu e  "sacar las dos bolas de d is tin to  c o lo r  y  c r u z  en la m o n e d a "  es 

el suceso im p o sib le , la  p ro b a b ilid a d  p e d id a  es 0 .

Se tienen dos urn as d e l m is m o  aspecto e x te rio r. La  p rim e ra  c o n tie n e  6  bolas blancas y  8  bolas 

negras. La  segunda. 4  bolas blancas y  3  negras. U n a  persona se a p ro x im a  a l azar a u n a  d e  las u rn a s  y  e x 

trae u n a  b o la . ¿ C u á l es la p ro b a b ilid a d  d e  q u e  sea blanca?

(U n iv .  d e  M a d rid )

Sea U ,  el suceso "e le g ir la p rim e ra  u rn a " . U 2 el suceso "e le g ir la segunda u rn a " . B ,  e l suceso "sa 

car b o la  blanca de la p rim e ra  u r n a "  y  B2 e l suceso "sacar bola  blanca d e  la segunda u rn a ” .

E l suceso B "e le g ir  u n a  u rn a  y  sacar bola  b la n c a " será: B  =  ( U ,  ^  B , ) U  ( U 2 n  B ? )  = >

P IB ) =  P [ U ,  n  B , ) U I U 2 n  B 2 )| y  p o r  ser in co m p a tib le s  los sucesos U , n B ,  y  U j D B , :
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P a ra  e fe c tu a r u n o  r ifa  se tie n e n  d o s  u rn a s  A  y  B , ta l q u e  ca d a  u n a  d e  ellas c o n tie n e  d ie z  b o - 

n u m e ra d a s  d e l 0  a l 9 .

S e  e x tra e  u n a  b o la  d e  la u rn a  A  y  se e lim in a n  d e  la  u rn a  B  las b o la s  q u e  tie n e n  u n a  n u m e ra c ió n

q u e  la  b o la  e x tra íd a  de la  u rn a  A .  S e g u id a m e n te  se e x tra e  u n a  b o la  d e  la u rn a  B.

E l  n ú m e r o  g a n a d o r se o b tie n e  p o n ie n d o  en e l lu g a r d e  las decenas e l n ú m e ro  d e  la  b o la  e x tra íd a  

la  u rn a  B  y  en el lu g a r d e  las u n id a d e s  e l n ú m e ro  d e  la b o la  e x tra íd o  d e  la u rn a  A .

a )  H a lla r  la p ro b a b ilid a d  d e  q u e  e l n ú m e ro  g a n a d o r sea e l 4 8 .

b )  H a lla r  la p ro b a b ilid a d  d e  q u e  e l n ú m e ro  g a n a d o r sea e l 1 7 .

(U n iv .  d e  V a lla d o lid . 1 9 9 1 )

a ) Sea A  el suceso "s e  e x tra e  d e  la u rn a  A  la b o la  n u m e ra d a  c o n  e l 8".  y  B el suceso "s e  e x 

trae d e  la u rn a  B la b o la  n u m e ra d a  c o n  el 4 ” :

P ( A  H  8)  =  P( A)  • P( B/AJ = A . l  =

b ) Sea C  e l suceso "se e x tra e  d e  la  u rn a  A  la b o l a  n u m e ra d a  c o n  e l 1 " ,  y  D  el suceso " s e  e x 

trae de la u rn a  B la b o la  n u m e ra d a  c o n  e l n ú m e ro  1 ".

Pi e n  di  =  P( C ) - P ( D/ C )  =  4 r ' 4  =
10  o

S e  la n z a n  d o s  d a d o s al a ire  y  la  s u m a  de lo s p u n to s  o b te n id o s  es 7 .

H a lla r  la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  en u n o  d e  lo s  d a d o s  a p a re zca  u n  1.

(U n iv .  d e  S a la m a n c a )

C a d a  cara d e l p r im e r  d a d o  se c o m b in a  c o n  c a d a  u n a  de las del s e g u n d o  d a d o , h a b ré  6  6  =  3 6  c a 

sos posibles.

Sea S  el suceso " la  su m a  de lo s  p u n to s  o b te n id o s  es 7 ” :

S  =  { ( 1 ,  6 ) .  (2 . 5 ) .  13, 4 ) .  ( 4 .3 ) .  (5 .2 ) .  ( 6 . 1 ) }  

y  A  el suceso " e n  u n o  c u a lq u ie ra  de los d a d o s aparece u n  1” :

A  =  { ( 1 .  1 ) .  ( 1,  2 ) .  ( 1 .  3 ) .  ( 1 . 4 ) .  ( 1 .  5 ) .  ( 1 .  6 ) .  ( 2 ,  1 ) ,  ( 3 ,  1 ) .  ( 4 .  1) .  ( 5 .  1) .  ( 6 , 1 )  )

S O A =  { ( 1 . 6 ) ,  ( 6 . 1 ) }

N o s  p id e n  P ( A  / S ) :

P « A / S )  *  m
P ( S)  6  l 3  I

3 6

T a m b ié n  p o d ía m o s  h a b e r ra z o n a d o  asi': E l sab er q u e  la  su m a  d e  lo s  p u n to s  o o te n id o s  es 7 . e q u i

vale  a c o n s id e ra r q u e  lo s  caso s p o sib le s  son lo s  sucesos e le m e n ta le s  q u e  c o m p o n e n  el suceso S  o  sea, 

6 . y  lo s  casos favo ra bles lo s  sucesos e le m e n ta le s  d e l suceso { ( 1 .  6 ) .  ( 6 .  1 ) } ,  o  sea. 2 .  D e  d o n d e :

P ro b a b ilid a d  p e d id a  =  \  =
6

I

3

www.FreeLibros.me



4 5 6  P R O B A B I L I D A D E S

1 6 . 4 6  Se c o n s id e ra  e l e x p e r im e n to  d e  la n z a r u n a  m o n e d a  tre s  ve ce s. S e  p id e :

1 )  C o n s t r u ir  el esp o cio  m u e s tra l.
2 )  S u p o n ie n d o  q u e  la  m o n e d a  está c a rga d a  y  q u e  la  p ro b a b ilid a d  d e  c a ra  es 0 .6 .  ¿C u a le s  son las 

p ro b a b ilid a d e s  d e  lo s  sucesos e le m e n ta le s ?  .

3 )  ¿ C u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  se o b te n g a n  a l m e n o s  u n a  ca ra ?  .

(U n iv .  d e  M a d r id . 1 9 9 1 )

1 ) S2 =  { ( C  C  C ) .  (C  C  X ) .  (C  X  C ) .  ( X  C  C ) .  (C  X  X ) .  ( X  C  X ) .  ( X  X  C ) .  ( X X X ) }

2 )  Si la p ro b a b ilid a d  d e  c a ra  es 0 .6 .  la p ro b a b ilid a d  d e  c r u z  es 1 -  0 .6  =  0 . 4 .  d e  d o n d e ,  consi 

d e ra n d o  q u e  el re s u lta d o  d e  ca d a  la n z a m ie n to  es in d e p e n d ie n te  d e l re s u lta d o  d e  lo s o t r o s  d o s :

P ( C C C )  =  0 ,6  0 , 6  0 ,6  =  0 ,2 1 6  ; P ( C C X )  =  0 .6  0 , 6  0 , 4 =  0 , 1 4 4 ;  P ( C X C )  =  0 , 6  0 . 4  0 . 6  = 0 , 1 4 4  ; 

P < C X X >  =  0 , 6  0 . 4 . 0 . 4  = 0 , 0 9 6  : P < X C C )  = 0 , 4  0 , 6  0 , 6 = 0 , 1 4 4 ;  P ( X C X )  =  0 . 4  0 . 6  0 . 4  = 0 . 0 9 6 ;  

P ( X X C ) =  0 , 4 . 0 . 4 - 0 . 6  = 0 , 0 9 6  ; P ( X X X )  =  0 .4  0 .4  0 ,4  = 0 , 0 6 4

3 ) E l  suceso c o n tra r io  del suceso “ o b te n e r al m e n o s  u n a  c a ra ”  es “ o b te n e r  tre s c ru c e s " :

P ( X X X ) =  0 ,0 6 4  = >  P lo b te n e r  a l m e n o s  u n a  c a ra ) =  1 - 0 . 0 6 4  =  0 ,9 3 6

1 6 . 4 7  S e  d is p o n e  de tre s cajas c o n  b o m b illa s . L a  p rim e ra  c o n t ie n e  d ie z  b o m b illa s , d e  las cu a le s  h a y  

c u a tro  f u n d id a s , en la s e g u n d a  h a y  seis b o m b illa s , e s ta n d o  u n a  d e  ellas f u n d id a , y  e n  la  te rc e ra  c a ja  h a y  

tres b o m b illa s  f u n d id a s  d e  u n  to ta l de o c h o . ¿ C u á l es la p ro b a b ilid a d  d e  q u e  a l to m a r u n a  b o m b illa  a l a za r 

d e  u n a  c u a lq u ie ra  d e  las cajas, esté  fu n d id a ?

(U n iv .  d e  L e ó n .  1 9 9 1 )

Sea A  el suceso "s e  elige la caja A ” . B el suceso “ se elige la caja B " .  C  e l suceso " s e  elige la  caja C . 

y  F  e l suceso "s e  to m a  u n a  b o m b illa  f u n d id a ” .

E l suceso "s e  to m a  u n a  b o m b illa  f u n d id a  d e  c u a lq u ie ra  d e  las ca ja s " es:

F = ( A n F ) U ( B n F ) u ( C n F )  A B C

L o s  sucesos A H F . B O F  y  C H  F  s o n  in co m

p a tib le s  d o s  a d o s . La  p ro b a b ilid a d  p e d id a  es: X
P í F )  =  P l í A n F ) u l B n F ) u ( c n F l )  = (  A O F B H F c n F  )

=  P Í A  n  F )  +  P í B  n  F )  +  P Í C  n  F )  =

V y
=  P Í A )  - P Í F / A )  +  P ( B ) - P Í F / B )  +  P ( C ) *P í F / C )  =

. l A + l i  + 1 2 . 1 ( 2  +  l + 2 ) .
3  1 0  3  6  3  8  3 '  5  6  8 '

1 4 8  +  2 0  +  4 5  

3  5  3  8

113

3 6 0

C o n o c ie n d o  las siguientes p ro b a b ilid a d e s : 

P Í A )  =  0 ’3  .  P Í B )  =  0 ' 5  

P Í B / Á )  y  P (  ( A  —  B )  /  Í A  U  B )  l .

y  P ( A  n  B )  =  0 ' 4

(U n iv . de  Salam anca)
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Según la fó rm u la  de la p ro b a b ilid a d  c o n d ic io n a d a :

P( B / A )  =  P ( B C ! A )  =  P ( B n A )  
P Í A )  1 — P ( A )

( 1)

- d e  ( A H B ) U ( B  n  A )  =  B .  p o r  ser A f i B  y 

B O A  in c o m p a tib le s :

P| ( A  O  B ) U  (B  O  A l )  =  P ( A H B )  +  P < B H A )  =  

=  P I B )  = >

P IB  O  A )  =  P I B )  -  P I A  o  B )  (2 )

-  p o r  las leyes de D e M o rg a n : P I A O B )  =  0 ' 4  = >

Pl  A  U  B)  =  0 ’ 4  = >  P I A U  B )  =  1 - P I A U B )  =  1 - 0 4  =  0 ’ 6 

- d e  P I A U B )  =  P I A )  +  P ( B )  —  P ( A  H  B )  = >  0 6  =  0 ’ 3  +  0 5  -  P(  A  O  B)  

—  lle va n d o  este ú lt im o  va lo r a 12) :  P I B  n  A )  =  0 ’5  —  0 ' 2  =  0 ’ 3

0 ’ 3

P I A  n  B )  =  0 ‘ 2

—  v a lo r q u e  lle va d o  a |1 )  n o s  da: P I B / A )  =
0 3  _ Í T  

1 - 0 3  0 7  7

P l í A — B ) / Í A U B ) I  -  p l I A - B ) H | A u B ) |  =  P | | A n B )  H  ( A u  B ) )  =  P I A  n  B )
P I A U B )  P I A U B )  '  P I A U B * )

R a z o n a n d o  c o m o  a n te rio rm e n te  se o b tie n e : P | A  H B )  =  P I A )  -  P ( A  H  8 )  =  0 ' 3 - 0 ' 2  =  0 ‘ 1 

de d o n d e : P (  ( A  —  B l / I A U  B )  1 =  2 2  J l  
0 6  6

S e tie n e n  tres  sucesos A .  B . C  d e  u n  e x p e r im e n to  a le a to rio , con  P ( A )  =  0 '7 .  P( B)  o  0 * 6 .  

P (C ) =  0 1  ,  P ÍA  U B )  =  0 '5 8 .  Se p ide:

a )  ¿ S o n  ind ep en d ien tes  A  y  B?

b )  ¿Cuál es e l vo lo r m á x im o  q u e  p uede  to m a r P { A H C )?  S i to m a  ese v a lo r m á x im o , ca lcu lar

(U n iv .  d e  M a d r id )

a)  P ( A u B )  =  P ( A H B )  = 0 * 5 8  

P I A )  =  0 7 .  P ( B )  =  0 '6

A  y  B son in d e p e n d ie n te s.

b )  P I A u C )  =  P I A )  +  P I C )  -  P I A H C )

P I A H B )  =  1 - 0 * 5 8  =  0*42 

P I A )  • P I B )  = 0 * 7  0*6 =  0*42
P ( A n B )  =  P ( A ) . P ( B )

P I A H C )  =  P I A )  +  P ( C )  -  P I A U C ) (1 )

esta d ife re n cia  será m á x im a  c u a n d o  P ( A u C )  sea m ín im a , y  esto o c u rr irá  c u a n d o  A u C  sea igual a A .  

o  sea c u a n d o  el suceso C  esté c o n te n id o  en el suceso A .  ( N o  puede ser A  C C  p u e s to  q u e  P I A )  >  P ( C )  

según el e n u n c ia d o ).

A u C  =  A  = >  P ( A u C )  =  P I A )  , lle va n d o  este v a lo r a  ( 1) :

P ( A H C )  =  P I A )  +  P I C )  -  P I A )  =  P I C )  =  l ñ }

PÍ A H C )  _  P I A )

P I A )  P | A ) 1 -
C C A  = >  A C C  = >  Á H C  =  A  = >  P I C / A )  =
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6 . 5 0  S e  lanza u n  d a d o  d o s  veces. C a lc u la r la  p ro b a b ilid a d  de q u e  e n  la  segunda lira d a  se o bto nga u n  

m e n o r a u e  en la
¡U n iv .  de  B a rc e lo n a )

S e a n : A r e l suceso "  sale el n ú m e ro  i en la p rim e ra  l ira d a " .

el suceso "  sale u n  n ú m e ro  m e n o r q u e  i en la  segunda l ira d a " .

N o s  p id e n : P f í A ,  n  M , ) u  ( A / ' M ? ) u  M 3 ) u  ( A 4 n M 4 ) u  ( A ( j n M 5 ) u  ( A 6 n M 6 ) | =

(p o r ser lo s  sucesos A . n M , , . . . ,  A 6 °  M 6 in c o m p a tib le s  d o s  a dos)

=  P ( A ,  n  M , ) +  P ( A j  n  M 2 ) +  P ( A 3 n  M 3 )  +  P ( A 4 n  M 4 ) +  P ( A 5 n  M 5 ) +  P ( A g n  M 6 )  =  

=  P I A ^  P I M ^ A ,  ) +  P ( A 2 )  P (M ?/ A 2 )  + P ( A 3 ) - P ( M 3/ A 3 )  + P ( A 4 ) - P ( M 4 / A 4 ) +

1.5 -  J .
6  6  36

1 . 0  +
1 . 1 + 1 . 2 +  1 . 2  +  1 . 1  +

6 6 6  6 6 6 6  6 6

15 5

36 12

S e  la n za n  7  bolas en 3  cajas A .  B  y  C .  do m o d o  qu e  ca d a  bola  tenga la m is m a  p ro b a b ilid a d  de 

en c u a lq u ie r ca ja .

1?) ¿ C u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  A  q u e d e  sin  bola?

2 o)  ¿ C u á l es la  p ro b a b ilid a d  de q u e  alguna caja q u e d e  sin bola?

3 ? ) ¿ C u á l es la p ro b a b ilid a d  d o  q u e  toda s las cajas tengan bola?

{U n iv .  d e  A lic a n te )

1?) Sea A  e l suceso " la  caja A  que da sin o o la ” .

L o s  casos posibles son 3 ; , p u e s to  q u e  la p rim e ra  bola  puede caer en cu a lq u ie ra  de las tre s ca

jas. L a  segunda b o la  puede caer en c u a lq u ie r de las tres cajas, estos tres casos se p u e d e n  c o m b in a r c o n  c a 

d a  u n o  de lo s  tres p rim e ro s , fo rm a n d o  3 x 3  m aneras d istintas d e  caer las tíos p rim e ra s  bolas. A s i .  con 

cada u n o  de los tres casos de caer las bolas tercera, c u a rta , q u in ta , sexta y  sé p tim a , se tienen 3 7 casos 

posibles.
L o s  casos favo ra bles al suceso A  son 2 1: C ada bola  p u e d e  caer o  en la caja B o  en la caja C ,  o 

sea, d e  d o s  m aneras distintas, c o m b in á n d o s e  cada d o s  m aneras d e  cada b o la  c o n  las d o s  m aneras de las 

restantes.

P I A )  =  £  =
128

2 1 8 7

2°) Sean B  el suceso " la  caja B q u e d a  sin  b o la "  y  C  el suceso " la  caja C  q u e d a  sin o o la " . 

E l suceso "a lg u n a  caja q u e d a  sin b o la ”  es igual a A U B U C :

P ( A U B U C )  = P ( A )  +  P ( B ) - f P ( C ) - P Í A n B ) - P ( A n C ) - P ( B n C )  +  P ( A n B n C )

P Í A )  =  P ÍB I =  P ( C )  =  ^
3

P I A D B )  =  P Í A  n c )  =  P ( B n C )  =  —
37

P Í A O B O C )  = 0
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P ( A U B U C )  =  3 - = - - 3 - — 1 =
* 3 '  * 3 '

1 -  2_ z J 
3 6

12 7

7 2 9

3?) E l suceso D : " to d a s  las cajas tie n e n  b o la "  es el su ce so  c o n t r a r io  d e l suceso "a lg u n a  c a ja  q u e 

d a  s in  b o l a " :

2 7 —  1 3 6 —  2 7 +  1
P ( D )  =  1 - P I A U B U C )  =  1 -

3 6

60 2

7 2 9

16.52 U n  p r o b l e m a  d e b e  se r r e s u e lt o  p o r  tre s  a lu m n o s .  L a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  l o  re s u e lv a  e l p r im e

r o  es d e  1  y  la  d e  q u e  l o  lo g re  el s e g u n d o  1 .  A d e m á s ,  la  p r o b a b i l i d a d  c o n d i c io n a d a  d e q u e  l o  re s u e lv a

2
e l s e g u n d o  s a b ie n d o  q u e  l o  h a  r e s u e lt o  e l p r i m e r o  e s  S e  p id e :

a )  P r o b a b i l id a d  d e  q u e  lo  r e s u e lv a n  e l  p r im e r o  y  e l s e g u n d o .

b )  P r o b a r  q u e  s ie m p r e  q u e  e l s e g u n d o  a l u m n o  re s u e lv e  e l p r o b le m a ,  t a m b i é n  l o  r e s u e lv e  e l p r im e r o .

c )  S a b ie n d o  q u e  s ie m p r e  q u e  e l s e g u n d o  y  el p r im e r  a l u m n o  r e s u e lv e n  e l p r o b l e m a ,  t a m b i é n  l o  re 

s u e lv e  e l t e r c e r o ,  c a lc u la r  la  p r o b a b i l id a d  d e  q u e  lo s  t r e s  r e s u e lv a n  e l p r o b le m a .

(U n iv .  d e  A l ic a n t e . 1 9 9 1 )

a)  Sea A  e l suceso " re s u e lv e  el p ro b le m a  e l p r im e r  a lu m n o " ,  B  " l o  re su e lve  e l s e g u n d o "  y  C  

' lo  resuelve e l t e r c e r o " .

Se sabe q u e  P ( A )  =  1  .  P ( B )  =  1  y  P I B / A )  =  |
¿ ó  *3

P ( A O B )  =  P ( A ) . P ( B / A )  = \ ' \
1

b ) E l p r im e r  a lu m n o  re s o lve rá  el p ro b le m a  s ie m p re  q u e  lo  re su e lva  e l s e g u n d o  si P I A / B )  -  1 ■

Del  e n u n c ia d o  y  d e  a )  se sabe q u e  P ( B )  =  1  y  P ( A  n  B )  =  1 :
3  o

» ' » -  j  4 -
3

c ) Si e l te rcer a lu m n o  re su e lve  e l p ro b le m a  s ie m p re  q u e  lo  resuelven e l p r im e r o  y  e l s e g u n d o .s e  ve

rifica  q u e  P I C / A  O  B )  =  1.

p i a o b  n c )  = p i i a o b ) n c j =  P | A n B ) - P ( C / A n B )  =  1 . 1  =  U j

16.53 T r e s  m á q u in a s  A ,  B ,  C  f a b r ic a n  t o r n i l l o s  d e l m i s m o  t i p o .  L o s  p o r c e n t a je s  d e  d e f e c tu o s o s , e n  

c a d a  m á q u in a  s o n  r e s p e c t iv a m e n t e  1 % , 2 X y  3%. S e  m e z c la n  120 t o r n i l l o s :  20 d e  la  m á q u i n a  A .  4 0  

d e  la  B  y  6 0  d e  la C  . E le g i d o  u n o  a l a z a r  r e s u lt a  d e f e c t u o s o ,  ¿ c u á l  e s  la  p r o b a b i l id a d  d e  q u e  h a y a  si

d o  f a b r i c a d o  p o r  la  m á q u in a  B ?

(U n iv . de  A lic a n te . 1991)
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S e a n  A ,  B  y  C ,  r e s p e c t iv a m e n te  lo s  su ce so s d e  q u e  lo s  t o r n il lo s  se a n  f a b r ic a d o s  p o r  la s  m á q u in a s  

A .  B y  C .  y  D  e l s u c e s o  d e  q u e  u n  t o r n i l lo  sea d e f e c t u o s o  y  D  d e  q u e  n o  sea d e f e c t u o s o . L o s  s u c e 

sos A .  B y  C  s o n  in c o m p a t ib le s  d o s  a  d o s , así c o m o  lo s  su ce so s D  y  D .

E l  s a b e r q u e  el t o r n i l lo  e le g id o  es d e f e c t u o s o  e q u iv a le  a  r e s t r in g ir  e l u n iv e r s o  a  lo s  t o m i l l o s  d e f e c 

tu o s o s , y  lo s  caso s f a v o ra b le s  a q u e  h a y a  s id o  fa b ri 

c a d o  p o r  la m á q u in a  B  (s a b ie n d o  q u e  es d e f e c t u o 

s o ) s o n  lo s  d e l s u c e s o  B

p ( B /D > =  P ( B n ° > = _______________________________  =
P (  D  ) P| ( A H D )  U ( B H  D ) U  ( C r t D > )

=  _____________________ P ( B O D ) ______________________ =  -

P ( A  n  D )  +  P  ( B  O D )  +  P ( C O D )

A B C

_______________ P(B) P(D/B)________________  =
P ( A ) - P ( D / A )  +  P ( B ) .  P ( D / B )  +  P ( C )  P ( D / C )

4 0  2

 1 2 0  '  1 0 0   =  8 0  8 0

2 0  1 | 4 0  1 +  6 0  _ 3 _  2 0  +  8 0  + 1 8 0  2 8 0

1 2 0 ' 1 0 0  120  '  100  120  100

1  6 . 5 4  U n a  c o m p a ñ ía  d e d ic a d a  a l t r a n s p o r t e  p ú b l ic o  e x p lo t a  t re s  lín e a s  p e r ifé r ic a s  d e  u n a  g ra n  c i u 

d a d  c o n  a r r e g lo  a l s ig u ie n te  r e p a r t o  d e  re c u rs o s : e l 6 0 %  d e  lo s  a u to b u s e s  c u b r e  e l s e r v ic io  d e  la  p r im e r a  

lín e a , e l 3 0 %  c u b r e  e l s e rv ic io  d e  la  s e g u n d a  l ín e a  y  e l 1 0 %  e l d e  la  te rc e ra  lín e a . U n  e s t u d io  d e l A y u n 

t a m ie n t o  p e r m it e  s a b e r q u e  la  p r o b a b i l id a d  d e  q u e . d ia r ia m e n t e , u n  a u t o b ú s  s u fra  u n a  a v e ría  es d e l 2 %  

e n  la  p r im e r a  lín e a , d e l 4  %  e n  la  s e g u n d a  l ín e a  y  d e l  ^ %  e n  la  te rc e ra  lín e a .

a )  C a lc u la r  la  p r o b a b i l id a d  d e  q u e , e n  u n  d ía . u n  a u t o b ú s , s u fra  a v e ria .

b )  S a b ie n d o  q u e  u n  a u t o b ú s  h a  s u f r id o  a v e ría , h a lla r  la  p r o b a b i l id a d  d e  q u e  h a g a  la  r u t a  d e  la 

p r im e r a  lín e a .

( U n i v .  d e  S a la /n a n e a . 1 9 9 1 )

a ) Sea A  e l s u c e s o  " e l  a u t o b ú s  e le g id o  e s  d e  la  p r im e r a  l i n e a " .  B  " e l  a u t o b ú s  es d e  la s e g u n d a  l í 

n e a " .  C  " e l  a u t o b ú s  e s  d e  la  te rc e ra  l ín e a "  y  D  " e l  a u t o b ú s  e le g id o  se a v e r ía " .

D  =  ( A  n  D ) u  (B  n  D ) U ( C O D )  = >  P ( D )  =  P ( ( A  O  D )  U  ( B  O  D )  U  ( C  <~i D ) )  = >

p o r  se r lo s  su ce so s A O D ,  B H D y C n D  in c o m p a t ib le s  d o s  a  d o s

P ( D )  =  P ( A  n  D )  +  P (B  n  D )  +  P ( C  n  D )  =  P ( A )  P ( D / A )  +  P ( B )  P ( D / B )  +  P ( C )  P ( D / C )  =

=  0 ’6  0 '0 2  +  0 ' 3 - 0 ' 0 4  + 0 ' 1  0 '0 1  =  0 '0 1 2  +  0 * 0 1 2

b )  S u p o n e r  q u e  e l a u t o b ú s  h a  s u f r id o  u n a  a v e r ía  e q u i 

v a le  a  r e s t r in g ir  e l u n iv e r s o  a l s u c e s o  D ,  o  lo  q u e  es lo  m is m o , 

lo s  caso s p o s ib le s  s o n  lo s  s u c e s o s  e le m e n ta le s  d e  s u c e s o  D . y  

lo s  ca s o s  fa v o ra b le s  d e  q u e  e l  a u t o b ú s  p e r te n e z c a  a  la  p r i m e 

ra  l ín e a  s o n  lo s  s u c e s o s  e le m e n ta le s  d e  A O D :

P ( A / D )  =  P <A n D )  -  P ( A ) - P ( P / A )  _  0 * 6 -0 * 0 2  =
P ( D )  P ( D )  0 -0 2 5

=  0 ^ 1 2  =  1 2  =  | —

0 '0 2 5  2 5   1

O 'O O I  =  

A

0 -0 2 5
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6 . 5 5  E n  u n  siste m a  d e  a la rm a , la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  h a y a  u n  in c id e n te  es d e  0 .1 .  Si éste  se p r o d u 

la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  la  a la rm a  s u e n e  es 0 ,9 5 .  L a  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  f u n c io n e  la  a la rm a  sin qu e  

in c id e n te  es d e  0 ,0 3 .  S i  ha f u n c io n a d o  la  a la rm a , c a lc u la r  la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  n o  h a y a  h a b id o

(U n iv .  d e  la s  Is la s  Ba leares , 1 9 9 1 )

Sea A  el su ce so  " h a  h a b id o  u n  in c e d e n t e "  y  B  el su ce so  " n o  ha h a b id o  u n  in c id e n t e " .  S  el 

su ce so  " la  a la rm a  suena”  y  N  " l a  a la rm a  n o  s u e 

n a " .

E l  sab er q u e  ha f u n c io n a d o  la  a la rm a  e q u iv a 

le  a re s tr in g ir  el u n iv e rs o  a l su ce so  S , y  lo s  caso s fa 

v o ra b le  a l s u c e s o  a q u e  n o  h a ya  h a o id o  in c id e n te  a 

S O B :
N

P(  B / S ) =
P ( B n s )P I B  n s )

P ( S )  P | ( S n A ) u ( S H B >

P ( B  n  S)

S H A S H B

P ( B )  P ( S ) / B ) 0 ,9  0 ,0 3

P I S H A )  +  P ( B H S ) P ( A )  • P (S / A )  +  P ( B )  • P ( S / B  

27

0 . 1  - 0 ,9 5  +  0 , 9 - 0 , 0 3

9 5  +  27

27

122

1 6 . 5 6  La s  p ro b a b ilid a d e s  de q u e  c ie rto  a rt íc u lo  e s té  fa b r ic a d o  p o r  las m á q u in a s  A  y  B .  s o n  0 ,7  

re s p e c tiv a m e n te . L a  m á q u in a  A  p r o d u c e  a rt íc u lo s  d e fe c tu o s o s  c o n  p ro b a b ilid a d  0 ,0 2  y  la  B

0 ,0 6 . Se o b s e rv a  u n  a rt ic u lo  y  re s u lta  ser d e fe c tu o s o . H a lla r  lo  p ro b a b ilid a d  d o  q u e  h a y o  si 

d o  fa b r ic a d o  p o r  la  m á q u in a  A .

(U n i v .  de  A l ic a n t e )

S a b e r q u e  e l a r t íc u lo  e s  d e fe c tu o s o  e q u iv a le  a 

lim ita r  lo s  caso s p o s ib le s  a  lo s  a rt íc u lo s  d e fe c tu o s o s  

Lo s  caso s fa v o ra b le s  a ser fa b ric a d o s  p o r  la m á q u in a  

A  s a b ie n d o  q u e  s o n  d e fe c tu o s o s  s o n  los d e l suceso 

A  r  D :

P I A  n  D )
P ( A / D )  =

  _  P I A n  D )

P I D )  ~  P f A  D |  u  ( B O D )

P ( A n  D )

P I A H D )  +  P ( B n  D I  

P ( A )  P ( D / A )

B

0 , 7  0 .0 2 14

P I A )  P ( D / A )  ■* P ( B ) - P ( D / B )  0 ,7  -0 ,0 2  +  0 ,3  0 ,0 6  1 4 * 1 8

14

3?

7_

16

E n  u n a  e s ta n te ría  h a y  6 0  n o ve la s y  2 0  lib ro s  d e  po esía . U n a  p e rs o n a  A  e lig e  u n  l ib r o  al 

a za r d e  la  e s ta n te ría  y  se lo  lle va . A  c o n t in u a c ió n  o tr a  p e rs o n a  B  e lig e  o t r o  l ib r o  al azar.

a ) ¿ C u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  e l l ib r o  s e le c c io n a d o  p o r  B  sea u n a  n o ve la ?

b )  S i se sabe q u e  B  e lig ió  u n a  n o ve la , ¿ c u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  e l l ib r o  s e le c c io n a d o  p o r

( U n i v .  d e  O v i e d o )
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a ) S e a n : A N el su ce so  " A  e lig e  u n  l ib r o  d e  n o v e la " .  A p " A  e lig e  u n  l ib r o  d e  p o e s ía "  y  B .. 

" B  elige u n  l ib r o  d e  n o v e la " .  N o s  p id e n  la  p ro b a b ilid a d  d e l su ce so  ( A N n  B r . )  u  ( A p n  B N  )  . s ie n d o  

A n  n  B N y  A p n  B n  sucesos in c o m p a tib le s :

P I  < A N n  B n  ) u  | A p n  B n  ) )  =  P ( A ^  n  b n  )  +  P ( A p n  b n  ) =  P ( A N  ) -P ( B N / A N > +  P ( A p ) .  P ( B N / A p ) =

4 7 4 06 0  5 9 , 2 0  6 0  

8 0  7 9  8 0  7 9 6 3 2 0

2 3 7

3 1 6

b ) E l  s a b e r q u e  B e lig ió  n o v e la  e q u iv a le  a  re s tr in g ir  e l e s p a c io  m u e s tra l a l suceso :

*A n  °  B n  ) u  ' A p r  * > V  el s u c eso d e  lo s  caso s fa v o ra b le s  a q u e  A  h a y a  s e le c c io n a d o  u n  l ib r o  d e  p o e 

sía a l su ce so  A p n  b n  :

P ( a p / B n  )
P« A p ° B n P ( A p )  P ( B n / A p

P \ ( A n  n  B N ) u  ( A „  n  B p j ) | R , A N I - P ( B „ / A „  > +  P ( A p I • P (B r, / A p

1200
2 0  6 0  

8 0  7 9

6 0  5  9  2 0  6 0  4 7 4 0

8 0  7 9  '  8 0  79

60

2 3 7

1 6 . 5 8  U n  e s tu d ia n te  c u e n ta , p a ra  u n  e x a m e n , c o n  la  a y u d a  d e  u n  d e s p e rta d o r, e l c u a l c o n s ig u e  des

p e r ta r lo  e n  u n  8 0 $  d e  lo s  casos. S i  o y e  e l d e s p e rta d o r, la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  re a lic e  e l e x a m e n  es 0 ,9  

y .  e n  ca s o  c o n t r a r io , de 0 .5 .

a ) S i  re a liz a  e l  e x a m e n , ¿ c u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  h a y a  o íd o  e l d e s p e rta d o r?

b )  S i  n o  re a liz a  e l e x a m e n , ¿ c u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  n o  h a y a  o íd o  e l  d e s p e rta d o r?

( U n i v .  d e  tas Isla s B a le a re s)

S ea D  el s u c e s o : " o y e  el d e s p e r t a d o r " , y  D  " n o  o y e  el d e s p e r t a d o r P < D >  -  0 . 8  = >  P ( D )  

=  1 -  0 ,8  = 0 ,2

Sea E  el s u c e s o : " r e a liz a  el e x a m e n " , y  E  " n o  re a liz a  e l e x a m e n " .

P ( E / D ) =  0 . 9 P Í E / D I  =  0. 1

P Í E / D )  =  0 , 5  = >  P < É / D )  = 0 , 5  

a)  Si re a liza  el e x a m e n , los caso s p o sib le s  q u e 

d a n  r e d u c id o s  al su ce so  E  y  lo s  caso s fa v o ra b le s  a 

q u e  h a y a  o id o  el d e s p e rta d o r a <D  r  E l :

P Í D / E )  = P ( D  r * E )P ( P r  E )

P I E )  P f ( D ^  E ) u  ( D ^  E l

P I D O  E )  P ( D )  • P < E / D > 0 . 8  0 . 9

P ( D ^  E l  +  P ( D  n  E 

P ( 6 n  E l
b )  P I D / E )  =

=  72

P ( D ) - P Í E / D I +  P ( D ) - P ( E / D )  0 . 8  0 , 9 * 0 2  0 . 5  8 2

P ( D n l )  P Í D )  P ( E / D )

3 6

41

P I E ) P(  ( D r .  E | u  ( D ^ é : P ( D )  • P ( E / D > +  P ( D ) - P ( E / D )

0 .2  -0 .5 10 5

0 . 8 - 0 . 1  * 0 . 2  0 . 5 18 9
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1 6 . 5 9  U n  a rm a r io  tie n e  d o s  ca jo n e s . E l  c a jó n  n? 1 c o n tie n e  4  m o n e d a s  d e  o r o  y  2  d e  p la ta . E l  ca

jó n  n ?  2  c o n t ie n e  3  m o n e d a s  do o r o  y  3  d e  p la ta . Se a b re  u n  c a jó n  a l a z a r y  se e x tra e  u n a  m o n e d a .

a ) P ro b a b ilid a d  de q u e  se h a y a  a b ie rto  el c a jó n  n ?  2  y  se h a y a  e x tra íd o  u n a  m o n e d a  d e  o ro .

b )  P ro b a b ilid a d  d e  q u e  se h a y a  a b ie rto  el c a jó n  n® 1 , sa b ie n d o  q u e  se h a  e x tra íd o  u n a  m o n e d a

(U n iv .  de  V a lla d o !id )

a ) Sea A  e l suceso "s e  abre el c a jó n  n ú m e ro  1 ” . B el su ce so  "s e  a b re  e l c a jó n  n ú m e r o  2 " .  

0  el suceso " s e  e x tra e  u n a  m o n e d a  d e  o r o "  y  N  el suceso "se e x tra e  u n a  m o n e d a  d e  p la ta " .

P ( B r  O )  =  P ( B )  • P ( 0 / B )  =  ^  |
2  6

b )  E l  sab er qu e  se ha e x tra íd o  u n a  m o n e d a  de o r o  e q u iv a le  a re d u c ir  e l esp a cio  m u e s tra l al suceso 

( A  r ' 0 )  U  (B  < ^ 0 ). y  el suceso d e  lo s  caso s fa vo ra b le s  a a b r ir  el c a jó n  n ú m e ro  1 sa b ie n d o  q u e  se ha ex 

t ra íd o  u n a  m o n e d a  d e  o r o  al suceso A  < ~ 0 :

P I A / O )  =  P I A n ° '
P f  l A n O l u  <B n o ) |  

y  p o r  ser lo s  sucesos A n O  y  B ^ O  in c o m p a tib le s :

P < A / 0 )  -  P ( A r ° >  P ( A ) - P ( 0 / A |  2  6
P Í A ^ O )  +  P ( B  n  O )  P ( A ) * P < 0 / A )  +  P ( B ) - P ( 0 / B ) 4  2  3  4 ^ 3

2  6  '  2  6

E n  u n a  casa h a y  tre s lla ve ro s A .  8  y  C .  el p r im e r o  c o n  5  lla ve s, e l s e g u n d o  c o n  7  y  e l ter- 

c o n  8 .  d e  las q u e  só lo  u n a  de ca d a  lla ve ro  a b re  la  p u e rta  d e l tra s te ro . Se escoge al a za r u n  lla ve ro  y ,

é l , u n a  lla ve  p o ra  in te n ta r  a b r ir  e l tra s te ro . S e  p id e :

a )  ¿ C u é l seré la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  se a cie rte  c o n  la  llave?

b )  ¿ C u é l seré la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  e l lla v e ro  e sco gid o  sea e l te rc e ro  y  la  lla ve  n o  abra?

c )  Y  si la  lla ve  e sco gid a  es la  c o rre c ta , ¿cuél seré la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  p e rte n e zc a  al p rim e r lia

(U n iv .  d e  L a  L a g u n a  —  T e n e rif e )

Sean A ,  B y  C  lo s  sucesos: "s e  elige e ll la v e r o  A " ,  "s e  elige el lla ve ro  B "  y  "se elige e l llavero 

C " .  y  S  el suceso "s e  el i ge la lla ve  q u e  abre el tra s te ro ".

a ) Se a ce rta rá  c o n  la llave si se re a liza  el suceso T  = ( A  ^  S ) u  (B  ">S )  u  ( C  ^  S ) ,  d e  d o n d e :

P I T )  =  P f  ( A n  S ) u  ( B n S ) u  ( C n S ) l  

y  p o r  ser lo s  sucesos A ^ S .  B |_>S y  C n S  in c o m p a tib le s  d o s  a dos:

P ( T )  =  P I A ^ S )  +  P IB  O  S ) +  P I C n  S ) =  P ( A )  * P ( S / A ) +  P ( B )  P (S / B ) +  P (C )  P (S / C )  =

7 - 8  +  5 - 8  +  5  72  2  
3  7

2  2  
3  ‘ 8 3 - 5 -  7 - 8

5 6  »• 40 +  35 

8 4 0

131

8 4 0

b) P ( C H S )  =  P I C )  P IS / C )  =  \  \  =
3  8

e l E l saber q u e  la lla ve  esco gida  es la c o rre c ta  e q u iv a le  a re s trin g ir el espacio m u e s tra l al suceso 

T ,  y  el suceso de lo s  caso s fa vo ra b le s  a q u e  la  llave p e rte n e zc a  al lla ve ro  A  al suceso A  n  S :
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P . A / S ,  =
P ( A ) P < S / A )

P ( T )

1  1  

3  5 

131 

8 4 0

8 4 0  

1 5  131

5 6

131

1 6 . 6 1  S u p o n ie n d o  q u e  la  r iq u e z a  es in d e p e n d ie n te  d e l s e x o , c a lc u la r:

a )  L a s  p ro b a b ilid a d e s  q u e  fa lta n  e n  la tabla

R ico /a  1 P o b re T o t a l

H o m b r e 0 .6 0 7

M u je r — 0 ,3 9 3

T o t a l 0 ,0 0 2 —

b )  L a  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  s a b ie n d o  q u e  u n a  p e rs o n a  n o  es p o b r e  q u e  S8a h o m b r e .

c )  L a  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  u n a  p e rs o n a  sea r ic a  o  m u je r .

(U n i v .  d e  C ó r d o b a . 1 9 9 1 )

a ) Sea H  e l suceso " la  p e rso n a  es h o m b r e " ,  M  " e s  m u je r " ,  R  " e s  r ic a "  y  R  " e s  p o b r e " .

L o s  sucesos R  y  R  s o n  c o n tra r io s : P ( R > =  1 -  P ( R )  =  1 -  0 ,0 0 2  -  0 .9 9 8

P o r  se r la r iq u e z a  in d e p e n d ie n te  d e l s e x o : H  e s  in d e p e n d ie n te  d e  R  y  R . y  M  es in d e p e n d ie n  

te  d e  R  y  R :

P (H  O  R ) =  P ( H ) . P Í R )  =  0 ,6 0 7 -0 ,0 0 2  =  0 . 0 0 1 2 1 4  

P ( M  n  R )  =  P { M ) . P ( R )  =  0 ,3 9 3  0 ,0 0 2  =  0 ,0 0 0 7 8 6

H  -  | H  O  R )  u  ( H  n  R )

H  O  R  y  H  O  R  in c o m p a tio le s

M =  (M  O  R )  u  (M  O  R )

M O R  y  M  u  R  in c o m p a tib le s

E l c u a d ro  d e  p ro b a b ilid a d e s  será:

P ( H )  =  P ( H  n  R )  +  P { H  O  R )  = >

0 ,6 0 7  =  0 . 0 0 1 2 1 4 + P ( H  O  R )  = >  P ( H  O  R )  =  0 .6 0 5 7 8 6

P ( M )  =  P (M  r  R )  +  P ( M  n  R¡  

0 ,3 9 3  =  0 ,0 0 0 7 8 6  +  P (M  O  R¡ P (M  O  R )  =  0 ,3 9 2 2 1 4

R R T o t a l

H 0 ,0 0 1 2 1 4 0 ,6 0 5 7 8 6 0 .6 0 7

M 0 ,0 0 0 7 8 6 0 ,3 9 2 2 1 4 0 ,3 9 3

T o t a l  i 0 ,0 0 2 0 ,9 9 8

b ) Si u n a  p e rs o n a  n o  es p o b re  es q u e  es r ic a . S a b e r q u e  u n a  p e rs o n a  es ric a  e q u iv a le  a re s tr in g ir  el 

u n iv e rs o  a l suceso R .  y  los sucesos fa v o ra b le s  a l su ce so  d e  q u e  sea h o m b re  s a b ie n d o  q u e  es ric a  q u e d a n  
re d u c id o s  a los sucesos e le m e n ta le s  d e  H  n  R :

P ( H , R , =  i ^ = ° ^ = t a ¿ 0 7 |

P ( R  U  M )  =  P I R )  +  P I M )  -  P IR  O  M ) =  0 .0 0 2  +  0 .3 9 3  -  0 ,0 0 7 8 6  =  0 .3 8 7 1 4
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E n  u n a  m a n z a n a  d e  casas h a y  1 0  a p a rc a m ie n to s . E n  c a d a  a p a r c a m ie n to  p u e d e  e n c o n tra rs e  o  

u n  a u to m ó v il c o n  in d e p e n d e n c ia  d e  l o  q u e  o c u r r a  e n  lo s  o tr o s . S i  la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  u n  a p a rc a - 

t é  o c u p a d o  e s  d e  0 ,4 ,  se p id e :

a )  Id e n t if ic a r  y  d e s c rib ir  este  m o d e lo  d e  p r o b a b ilid a d .

b )  C a lc u la r  la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  e n  c ie r t o  d ía  se e n c u e n tre n  8  a u to m ó v ile s  a p a rc a d o s .

(U n iv .  d e  O v ie d o , 1 9 9 1 )

a ) E s  u n a  p ro b a b ilid a d  b in o m ia l e n  la q u e  p  =  0 .4  y  q  =  1 -  p  =  0 ,6 .

b| C q )  < 0 .4 )8 ( 0 . 6 ) 2 =  ( 12° )  (0 .4 )8 ( 0 . 6 ) 2 =  0 .0 0 0 6 5 5 3  0 ,3 6  =  | q ,0 1 ¿ 6 1 5 8

1 6 . 6 3  E x p lic a  cu á l es la  f ó r m u la  d e  la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  al la n z a r  3  m o n e d a s  b ie n  c o n s tru id a s  se 

x  caras. S u p o n g a m o s  a h o ra  q u e  se h a n  la n z a d o  tre s m o n e d a s  b ie n  c o n s tru id a s . S e  p id e :

a )  ¿ C u á l es la p ro b a b ilid a d  d e  o b te n e r  1 cara?

b ) ¿ C u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  o b te n e r 3  caras?

c )  S i  sa b e m o s q u e  se h a  o b t e n id o  u n  n ú m e r o  im p a r  d e  ca ra s , ¿ c u á l es la  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  el n ú - 

o  d e  ca ra s  o b t e n id o  sea 1 ?

(U n iv .  d e  V a le n c ia . 1 9 9 1 )

Se tra ta  d e  u n a  p ro b a b ilid a d  b in o m ia l e n  l a q u e  p  =  0 .5  y  q  =  1 —  p  =  0 ,5 .  L a  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  

a l la n z a r tres m o n e d a s  se o b te n g a n  x  caras es:

( 3 ) ( 0 , 5 r - l 0 , 5 ) 3 -  =  ( 3 ) < 0 , 5 ) :

a)

b )

(  1 )  ( 0 . 5 ) 1 ( 0 . 5 ) 2 =  3 -  ( 0 . 5 ) 3 =  0 ,3 7 5

(  )  ( 0 . 5 ) 3 ( 0 . 5 ) ° =  ( 0 . 5 ) 3 =  0 . 1 2 5

c )  S u p o n e r  q u e  se h a  o b t e n id o  u n  n ú m e ro  im p a r  d e  caras e q u iv a le  a  re s trin g ir  el u n iv e rs o  a los 

sucesos e le m e n ta le s  d e  o b te n e r  u n  n ú m e r o  im p a r  d e  caras. L a  p ro b a b ilid a d  p e d id a  es:

P =
P ro b a b ilid a d  d e  o b te n e r u n a  cara 0 ,3 7 5

P ro b a b ilid a d  d e  o b te n e r  1 cara o  3  ca ra s  0 .3 7 5  + 0 . 1 2 5
0 ,7 5

6 . 6 4  U n a  fa m ilia  tie n e  1 0  h ijo s . L a  d is t r ib u c ió n  p o r  sexos es ig u a lm e n te  p ro b a b le . H a lla r  lo  p r o b a 

b ilid a d  de q u e  h a y a :

a )  C o m o  m u c h o  tre s n iñas.

b )  A l  m e n o s  u n a  n iña.

c )  A l  m e n o s  o c h o  n iñ o s.

d )  A l  m e n o s  u n a  n iñ a  y  u n  n iñ o .

(U n iv .  d e  L a  L a g u n a , 7

T e n e m o s  u n a  p ro b a b ilid a d  b in o m ia l.  e n  la q u e  p  =  0 ,5  es la p ro b a b ilid a d  d e  q u e  h a y a  u n a  n iñ a  y  

q  =  1 —  p  =  0 , 5  es la p ro b a b ilid a d  d e  q u e  h a y a  u n  n iñ o .
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a > P a =  ( 10° )  ( 0 . 5 ) ° ( 0 , 5 ) ’ ° +  ( ™ )  ( 0 , 5 ) W  +  ( 12° )  ( 0 . 5 ) 2 ( 0 ,5 ) 8 +  ( ™ )  ( 0 .5 ) 3 ( 0 , 5 ) 7 =

=  ( 1  +  1 0  +  4 5  +  1 2 0 ) ( 0 . 5 ) , 0  =  0 , 1 7 1 8 6 4 |

b )  E l su ce so  c o n t r a r io  d e  " a l m e n o s  u n a  n iñ a "  es " lo s  1 0  s o n  n iñ o s '* , d e  d o n d e : 

■1 0 ’

P b  =  1 -  (  )  ( 0 . 5 ) ° ( 0 . 5 ) ’ °  =  1 -  ( 0 , 5 ) ' °  =  0 . 9 9 9 0 2 3 5

C )  P c  =  ( 100 ) ( ° . 5 ) O ( 0 , 5 ) 1 0 +  ( 1 ° )  ( 0 . 5 ) ’  ( 0 , 5 ) 9 +  ( 2° )  ( 0 , 5  )2  ( 0 , 5 ) 8 =  ( 1  +  1 0  +  4 5 )  ( 0 . 5 ) ’ °  =

=  0 , 0 5 4 6 8 4

d )  E l  su ce so  c o n t r a r io  d e  " a l m e n o s  u n a  n iñ a  y  u n  n i ñ o "  es " t o d o s  s o n  n iñ a s  o  to d o s  s o n  n iñ o s " :  

1 0 \  / 1 0 '
P d =  1 “ O  ( 0 '5 ) , 0 ( 0 '5 ) 0 - (  o  )  < ° ^ > ° ( 0 . 5 ) , 0 =  1 - 2 - ( 0 , 5 ) 70 =  0 , 9 9 8 0 4 7

1 6 . 6 5  S u p o n ie n d o  q u e  c a d a  n a c id o  te n g a  p ro b a b ilid a d  d e  0 . 4 9  d e  ser v a r ó n . h a lla r  la 

d e  q u e  u n a  fa m ilia  c o n  c u a t r o  h ijo s  te n g a :

a )  T r e s  n iñ o s  y  u n a  n iñ a .

b )  L o s  tre s  m a y o re s  n iñ o s .

c )  A l  m e n o s  d o s  n iñ o s .

( U n i v .  d e  N a v a rra , 1 9 9 1 )

S i la p ro b a b ilid a d  d e  q u e  u n  n a c id o  sea n iñ o  es p  =  0 , 4 9 ,  la  p r o b a b i lid a d  d e  q u e  sea n iñ a  es q  =  

=  1 —  p  =  0 , 5 1 .

a ) P o r  la f ó r m u la  d e  B e r n o u il l i :

P a =  ( * ) ( 0 , 4 9 ) 3 ( 0 , 5 1 )  =  4 - 0 , 1 1 7 6 4 9 . 0 , 5 1  =  0 , 2 4 0 0 0 3 9  *  | 0 , 2 4

b )  S i  V t es e l s u c e s o  " e l  n a c id o  e n  i lu g a r es n i ñ o "  y  e l su ce so  " e l n a c id o  e n  i lu g a r es n i 

ñ a " ,  e l su ce so  " lo s  tre s m a y o re s  s o n  n iñ o s "  es B =  ( V ,  C  V ? n  V 3 H  V 4 )  u ( V ,  O  V 2 O  V 3 U  N 4 ) ,  de

d o n d e , p o r  se r lo s  sucesos V , n V 2 n V 3 n V 4 y  V , n V 2 n V 3 n N 4 in c o m p a t ib le s , y  lo s  sucesos 

V ,  y  V ( , i *  j  ,  y  V ,  y  N ,  i *  j  . in d e p e n d ie n te s  d o s  a d o s :

P ( B )  =  P ( V , n  v 2 n  v 3n v 4) +  P ( V , n  v 2n v 3) o n 4 )  =  P(v, ) •  P ( v 2 ) .  P ( v 3 ) .  P ( v 4 )  +  

+  P ( V , ) . P ( V 2 ) . P ( V 3 ) .  P ( N 4 ) =  0 , 4 9 - 0 , 4 9 - 0 . 4 9 - 0 , 4 9  +  0 , 4 9 - 0 , 4 9 - 0 . 4 9 - 0 , 5 1  =  

=  0 , 0 5 7 6 4 8  +  0 , 0 6 0 0 0 0 9  =  0 , 1 1 7 6 4 8 9  =* 1 0 , 1 2  1

c ) E l  su ce so  c o n t r a r io  " d e  al m e n o s  d o s  n iñ o s "  es " t r e s  o  c u a t r o  n iñ a s " .

Pc =  1 -  ( 3 )  ( 0 , 5 1 ) 3 - ( 0 ,4 9 )  ~  ( ^  )  ( 0 .5 1 ) “  =  1 -  4 .  (0 ,5 1  ) 3 - ( 0 . 4 9 )  -  (0 ,5 1  )4  =  

=  1 -  0 ,  -  0 ,0 6 7 6 5 2  =  0 ,6 7 2 3 5 2 1  *  0 ,6 7  j
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U n a  encuesta  revelo q u e  e l 2 0  %  d e  la p o b la c ió n  es fa vo ra b le  a  u n  d e te rm in a d o  p o lít ic o . E le - 

seis personas a l a za r, se desea sab er:

a )  P ro b a b ilid a d  d e  q u e  las seis personas sean favo ra bles a l p o lít ic o .

b )  P ro b a b ilid a d  d e  q u e  las seis personas le sean desfavorables.

c )  P ro b a b ilid a d  d e  q u e  m e n o s  d e  tre s personas le sean favorables.

(U n iv .  d e  M á la ga , 1 9 9 1 )

L a  p ro b a b ilid a d  d e  qu e  elegida u n a  persona sea fa vo ra b le  a l p o l ít ic o  es 0 , 2 .  y  la p ro b a b ilid a d  de 

q u e  sea d e s fa vo ra b le  es 0 ,8 .

a )  Í 0 '2 ) 6 =  1 0 ,0 0 0 0 6 4

b )  ( 0 , 8 ) 6 =  10 ,2 6 2 144~

c) (  ® )  (0.2)° (0 ,8)G +  (  ®)  (0 ,2 )1 (0 .8)5 +  ( ® )  (0 ,2 12 (0 .8)4 =  (0 .8)6 +  6 -0 .2  - (0.8) 

+  15 • (0 ,2 )2 < 0 ,8 )4 =  0 ,2 6 2 1 4 4  +  0 ,3 9 3 2 1 6  +  0 ,2 4 5 7 6  = 0 , 9 0 1 1 2

r 7
L a  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  u n  p ro y e c til de en el b la n c o  es 0 ,8 0 . S i  se la n za n  5  p ro y e c tile s  se pi-

1 )  P ro b a b ilid a d  d e  q u e  lo s  5  d e n  en el b la n co .

2 )  P ro b a b ilid a d  de q u e  a lg u n o  d e  e n  el b la n co .

(U n iv .  d e  M a d r id . 1 9 9 1 )

Sea A  el suceso " lo s  c in c o  p ro y e c tile s  d a n  en e l b la n c o " , B el suceso " a lg u n o  d e  lo s  c in c o  p r o 

y e c tile s  d a n  en el b la n c o "  y  C  " n in g u n o  d e  lo s d e  los c in c o  p ro y e c tile s  d a n  en el b la n c o ” .

1 ) P Í A )  =  (0 ,8 )5 =  0 .3 2 7 6 8

2 ) L o s  sucesos B y  C  son c o n tra rio s .

P (C )  =  (0 .  2 ) 6 = >  P ( B )  =  1 -  P ( C )  =  1 -  ( 0 . 2 ) 5 =  1 - 0 , 0 0 0 3 2  =  0 > 9 9 6 8

-

. 6 8  S e  t ira  u n a  m o n e d a  re p e tid a m e n te  hasta q u e  salga ca ra . C a lc u la r la  p ro b a b ilid a d  de q u e  h a ya  

t ira r  la  m o n e d a  m e n o s  d e  c in c o  veces.

( U n i v .  d e  B a rc e lo n a , 1 9 9 1 )

Sea A  el suceso "s a le  cara e n  alguna d e  las c u a tro  p rim e ra s  tira d a s " ,  y  B el suceso "sale  c r u z  en 

las c u a tro  p rim e ra s  tira d a s ".

L o s  sucesos A  y  B son c o n tra rio s .

P I B )  = ( 1 ' 4 P ( A )  =  1 -  P (B )  =  1 -  -  
2 4

15

16
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4 6 8  P R O B A B I L I D A D E S

S i e l 2 0 %  d o  lo s c e rro jo s  p ro d u c id o s  p o r  u n a  m á q u in a  s o n  d e fe c tu o s o s , d e te rm in a r  la 

de q u e  d e  4  c e rro jo s  e le g id o s  al a zar:

a )  U n o  es d e fe c tu o s o .

b )  A  l o  m á s  d o s  s o n  d e fe ctu o so s.

(U n iv .  d e  E x t re m a d u ra , 1 9 9 1 )

La  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  u n  c e r ro jo  e le g id o  a l a z a r sea d e fe c tu o s o  es p  =  0 ,2 ,  y  d e  q u e  n o  sea d e f e c 

tu o s o : q  =  1 —  p  =  0 ,8 .  T e n e m o s  u n a  p ro b a b ilid a d  b in o m ia l.

a )  ( ^ )  (0 .  2 ) 1 (0 .  8 ) 3  =  4 -< 0 . 2 )  ( 0 .  8 ) 3  =  0 ,4 0 9 6

b )  P o d rá  h a b e r  0 ,  1 ó  2  d e fe c tu o s o s :

( * )  ( 0 , 2 ) °  (0 ,  8 ) 4 +  ( * )  (0 ,  2 ) ’ ( 0 .  8 ) 3 +  ( ^ )  (0 .2 )2 . ( 0 ,8 ) 2 =

=  1 • ( 0 , 8 ) 4 +  0 ,4 0 9 6  +  < 0 ,2 ) 2 (0 .8 )2 =  0 ,4 0 9 6  +  0 ,4 0 9 6  +  0 , 1 5 3 6  =  ¡ 0 ,9 7 2 8

1 6 . 7 0  E n  u n  to r n e o  d e  a je d re z  lo s  s o v ié tic o s  P o p o v  y  F i l ip o v  d is p u ta n  la  f in a l. G a n a  e l q u e  antes ga

ne 5  p a rtid a s . P o p o v  g a n ó  la  p r im e ra  p a rt id a , p e ro  F i l ip o v  es ig u a l d e  b u e n o  q u e  é l. D ig a  q u é  p r o b a b i li 

d a d  tie n e  P o p o v  d e  ga n a r e l to r n e o , s in  c o n t a r  las tablas.

(U n iv .  d e  L a s  P a lm a s  d e  G r a n  C a n a ria , 1 9 9 1 )

P o p o v  ganará  si:

-  gana las c u a tro  siguie n te s p a rtid a s : P ,  =  ( ^ )

-  gana tre s d e  las c u a tro  siguie n te s p a rtid a s  y  la s e x ta : P2 =  (  3  )  ( ^ )  í  2 )  ^

-  gana tre s d e  las c in c o  siguie n te s p a rtid a s  y  la  s é p tim a : P3  =  ( 3  )  ( ( 3 ) ’ ^

-  gana tre s d e  las seis siguie n te s p a rtid a s  y  la o c ta v a :  P4  =  ( 3  )  ( 2 ^) ( ^ )  '  ^

-  gana tre s d e  las s ie te  s ig u ie n te s  p a rtid a s  y  la n o v e n a : P5  =  (  3  )  ( ^ )  (  ^ )  '  2

La  p ro b a b ilid a d  p e d id a  es la  s u m a  d e  to d o s  lo s  re s u lta d o s  a n te rio re s :

P  =  J _ + 4 . _ L  +  ! l ! i 3  1 + Í J L l ±  +  Z J L i  J _  =  —  ( 2 4 +  4 - 2 3 +  1 0 - 2 2 +  2 0 - 2  +  3 5 )  =

2 4 2 5 1 * 2 - 3  2 1 * 2 - 3  2 7 1 - 2 - 3  2 8 2 8

1 6 3 ^

2 5 6
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APENDICE

C O M B I  N A T O R I  A

V A R I A C I O N E S .  D a d o  e l c o n ju n t o  C  d e  m  e le m e n to s , lla m a re m o s  va ria c ió n  d e  o rd e n  n , a t o 

d o  s u b c o n ju n to  d e  C  f o r m a d o  p o r  n  e le m e n to s  o rd e n a d o s , c o n s id e ra n d o  q u e  d o s  va ria c io n e s  son ai s-  

tin ta s  c u a n d o  d if ie ra n  en a lg ú n  e le m e n to ,  y  si c o n s ta n  d e  lo s  m is m o s e le m e n to s , d if ie ra n  en el o r d e n  de  

c o lo c a c ió n , ( 0 <  n <  m ).

T o d a  a p lic a c ió n  in y e c tiva  d e l c o n ju n t o  A  =  { 1 .  2 ,  3 ...........   n )  en e l c o n ju n t o  C =  { a ,  ,a ?  am }

d e te rm in a  u n a  va ria c ió n  d e  o rd e n  n  d e  los m  e le m e n to s  d e  C  si se c o n s id e ra n  f ( 1 ) ,  f  ( 2 )  f ( n )  en

este o rd e n .

E l n ú m e r o  d e  v a ria cio n e s  de o rd e n  n  de m  e le m e n to s  lo  s im b o liz a re m o s  asi': V £  o  V m n

V ” =  m ( m  —  1 )  (m  — 2 )  (m  —  n  +  1)

V ^  es igual al p r o d u c t o  d e  n  fa cto re s d e c re cie n te s  a  p a rtir  d e  m .

V 2 = 5 - 4  =  2 0 ;  v |  =  5 - 4 - 3  =  6 0  ;  v j  =  5  4 . 3  2  =  120

Si ca d a  e le m e n to  d e  C  p u e d e  fig u ra r c u a lq u ie r  n ú m e ro  d e  veces en u n a  m is m a  v a ria c ió n , te n d re 

m o s  las v a ria c io n e s  c o n  re p e tic ió n .

T o d a  a p lic a c ió n  de A =  { 1 , 2 , 3  n }  en C = { a , , a 2  a m }  d e te rm in a  u n a  va ria c ió n  c o n

re p e tic ió n  d e  o rd e n  n  de lo s  e le m e n to s  d e  C  si se c o n s id e ra n  f ( 1 ) ,  f ( 2 )  f ( n )  en este o rd e n .

n  p u e d e  ser m e n o r , igual o  m a y o r  q u e  m .

E l n ú m e ro  d e  v a ria cio n e s  c o n  re p e tic ió n  d e  o rd e n  n  de m  e le m e n to s  lo  s im b o liz a re m o s  asi: R V £ , 

o  R  V m.n

R V "  =  m nm

P E R M U T A C I O N E S ,  La s  v a ria c io n e s  d e  o rd e n  m  fo rm a d a s  c o n  m  e le m e n to s , se lla m a n  p e r m u ta 

ciones.

D o s  p e rm u ta c io n e s  d is tin ta s  están  fo rm a d a s  p o r  lo s  m is m o s  e le m e n to s , d if ie re n  ta n  s o lo  en e l o r 

d e n  d e  c o lo c a c ió n  de éstos.

T o d a  a p lic a c ió n  b iy e c tiv a  del c o n ju n t o  A  =  {  1, 2  m }  en el c o n ju n t o  C  =  { a , , a2    am }

d e te rm in a  u n a  p e rm u ta c ió n  de lo s  e le m e n to s  d e  C  si se c o n s id e ra n  f ( 1 ) ,  f ( 2 )  f ( m )  en este o rd e n .

E l n ú m e ro  d e  p e rm u ta c io n e s  d e  m  e le m e n to s  lo  s im b o liz a re m o s  p o r :  Pm

Pm =  m ( m - 1 ) ( m - 2 ) . . . . 3 - 2 - 1  =  m i
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4 7 0  A P E N D I C E

P e rm u ta c io n e s  c o n  re p e tic ió n  d e  m  e le m e n to s  e n tre  lo s  q u e  h a y  a  iguales e n tre  sí, o t r o s  0  iguales 

e n tre  s í o t r o s  X iguales e n tre  s i, son lo s  d is t in to s  g ru p o s  o rd e n a d o s  d e  m  e le m e n to s , c o n s id e ra n d o  

q u e  d o s  g ru p o s  s o n  d is tin to s  c u a n d o  d if ie re  e l o rd e n  d e  c o lo c a c ió n  de lo s  m  e le m e n to s .

S u  n ú m e ro  lo  s im b o liz a re m o s  p o r  P “ *0.......*

p o . 0  X _  m i
a ! • 0 1 • • • X !

C O M B I N A C I O N E S .  D a d o  u n  c o n ju n t o  d e  m  e le m e n to s , lla m a re m o s  c o m b in a c ió n  d e  o rd e n  n , a 

t o d o  s u b c o n ju n t o  d e  C  f o r m a d o  p o r  n  e le m e n to s .

La variación {a . b, c  }  la representaremos por abe o  (a , b , c).

D o s  c o m b in a c io n e s  s o n  d is tin ta s  c u a n d o  d if ie re n  en a lg ú n  e le m e n to . E l  o rd e n  n o  se c o n s id e ra .

E l  n ú m e ro  d e  c o m b in a c io n e s  d e  o rd e n  n  de m  e le m e n to s  lo  s im b o liz a re m o s  a s í :  C ^  o  C m „

C n _  m i  _  m ( m -  1 )  ( m  — 2 ) . . . . ( m — n + 1  J

m n i  ( m - n ) l  ni

p2 .. 5 4 _ . p3 — 5’4» 3 _ . p4 — 5-4-3-2 _ c
8 1-2 ’ CS 1 2 3  " ,0 * CS - 7 T T 4  5

C o m b in a c io n e s  c o n  re p e tic ió n  d e  m  e le m e n to s  d e  o rd e n  n ,  s o n  lo s  d is t in to s  g ru p o s  de n  e le m e n 

to s , d is t in to s  o  re p e tid o s , e le g id o s  e n tre  lo s  m  d a d o s , c o n s id e ra n d o  q u e  d o s  g ru p o s  son iguales c u a n d o  

están f o rm a d o s  p o r  lo s  m is m o s  e le m e n to s  re p e tid o s  igual n ú m e r o  d e  veces.

Su n ú m e ro  lo  s im b o liz a re m o s  p o r  R C "  o  R C m . n

N U M E R O S  C O M B I N A T O R I O S .  S o n  lo s  d e  la fo rm a :

Se s im b o liz a  p o r  y  se le e : m  so b re  n .

m i

n ! • ( m - n ) l

/ m \ _  m i  

'  n  '  n i  ( m - n

P ro p ie d a d e s:

C nm =  ( m V n

m i

0 ! m i 

m  v ,m

=  1 (p o r  c o n v e n io  0 ! =  1)

( ) « ( )  ' m - n '  '  n  •
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P O T E N C I A  D E  U N  B I N O M I O .

E s ta  f ó r m u la  se lla m a  b in o m io  d e  N e w t o n .  L o s  c o e fic ie n te s  e q u id is ta n te s  d e  lo s  e x tre m o s  s o n  iguales.

H a l la n d o  u n o  d e  lo s  c o e fic ie n te s : (  " ) ,  e l s ig u ie n te  e s  (
' n '  h + 1 ...............

C u a n d o  n  n o  es e le v a d o , lo s  c o e fic ie n te s  d e  (a  +  b ) n se c a lc u la n  c ó m o d a m e n t e  p o r  e l s ig u ie n te  c u a 

d r o  lla m a d o  tr iá n g u lo  d e  T a r ta g lia :

q u e  se o b t ie n e  e s c r ib ie n d o  e n  p r im e r  lu g a r las d o s  o b lic u a s  1 . 1 , 1____  D e s p u é s , c a d a  n ú m e r o  e s  ig u a l a

la s u m a  d e  lo s  d o s  q u e  tie n e  e n c im a .

(a  +  b ) 1 =  a +  b

(a  +  b ) 2 =  a 2 +  2 a b  +  b 2

(a +  b ) 3 =  a 3 +  3 a 2 b  +  3 a b 2 +  o 3

(a +  b ) 4 =  a4 +  4 a 3 o  +  6 a 2 b 2 +  4 a b 3 +  b 4

(a  +  b ) 5 =  a 5 +  5 a 4 D +  1 0 a 3 b 2 +  1 0 a 2 b 3 +  5 a o 4 +  b 5

n  =  1 

n  =  2 

n  =  3  

n =  4  

n  =  5

1 2  1

1 3  3  1

4  6  4  1

5  1 0  1 0  5  1
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F O R M U L A S  D E  T R I G O N O M E T R I A  P L A N A  

D e f in ic ió n  d e  las f u n c io n e s  t r ig o m é t r ic a s :

V
s e n  o  =  —  

r

eos a  =  —  
r

y
tg  a  =  -  

x

co se cc*  =

s e c  a  =  -  
x

c tg  o  =  —
y

-  p a ra  á n g u lo s  m e n o r e s  d e  9 0 "  (d e  u n  t r iá n g u lo  re c tá n g u lo )

c  c a te to  o p u e s to  

a  h ip o te n u s a

c o s o  5  =  £ ? t e t o  a d Y a c e n te
a h ip o te n u s a

t g  a  _  c  _  c a t e t o  o p u e s to

c a t e t o  a d y a c e n te

U n  c a te to  e s  ig u a l a  la h ip o te n u s a  p o r  e l s e n o  d e l  á n g u lo  o p u e s t o .

U n  c a te to  e s  ig u a l a  la h ip o te n u s a  p o r  e l c o s e n o  d e l á n g u lo  c o m p r e n d id o .

V a l o r  d e l s e n o , c o s e n o  y  ta n g e n te  d e  lo s  á n g u lo s  m á s  u s a d o s :

n
n n n n

6 4 3 2

0 o 3 0 ° 4 5 ° 6 0 ° 9 0 °

sen 0
1 v / 2 V 3

1
2 2 2

eos 1
v / 3 v r 2 1

0
2 2 2

t g 0
s ^ 3

1 v / " 3 co

3

R e la c ió n  e n t r e  lo s  v a lo re s  d e  las f u n c io n e s  d e  á n g u lo s  c o m p le m e n t a r io s ,  s u p le m e n ta r io s , e tc .

9 0 ° —  o 1 8 0 ' ‘ — o —  a 9 0 ° +  a 1 8 0 ° + a 2 7 0 " . - Q 2 7 0 ° +  a

sen eos Q sen a — sen o e o s  a -  s e n  o —  eos a -  eos a

eos sen a - e o s a eos o - s e n  o —  e o s  c¡ —  sen a sen a

tg ctg a O
í1

a - t g o - c t g  a t g  a ctg a - c t g o
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A P E N D I C E  4 7 3

y  =  sen x  Y

1
1 / | \  3 n

/  ! \  ~ 2 /  i \  2

“ 2 »  - f  - i r V  i /
\  1 /

0  |  i S 2 *  X

N J /
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F ó r m u la s  m ás usadas.

s e n 2 x  +  eos2 x  =  1 ; tg  x  =
sen x  

eos x
1 +  tg 2 x  =  —

co s 2 x

sen ( x  +  y )  =  sen x  • eos y  +  eos x  • sen y  11 )

sen ( x -  y )  =  sen x  • eos y  —  eos x  • sen y  (2 )

eos ( x  +  y )  =  e o s  x • eos y  —  sen x • sen y  (3 )

eos ( x  —  y )  =  eos x • eos y  +  sen x  • sen y  (4 )

t g  I *  +  y )  =  + V  ' 5 )  :  < 9 < x - y )  =1 -  tg  x • tg  y  1 +  t g  x  t g  y

h a c ie n d o  y  =  x  e n  ( 1 ) .  ( 3 )  y  ( 5 )  : 

sen 2 x  =  2  sen x  • eos x

eos 2 x  =  eos2 x - s e n 2 x  =  2 eos2 x  —  1 =  1 — 2 sen2 x  = >

tg  2 x  =
2  tg x 

1 -  tg2 x
t g x  = 2191 

W §

eos2 X =

sen2 x =

1 +  eos 2 x

1 - e o s  2 x

(8 )

( 6 )

(7 )

2  sen eos |  

sen x  =  2  sen ^  • eos ^  =  -----------------------------------

sen x  = 219 I
1 +  £

eos2 |  + s e n 2 |

(9)

¡d iv id ie n d o  n u m e r a d o r  y  d e n o m in a d o r  p o r  

eos2 | )

eos X =  eos2 ^  — 2  x¡n2 —

eos? í  -  sen2 ^

eos2 f  +  s e n 2 ¡ 1 + t g 2 |
( 1 0 )

T r a n s f o r m a c ió n  d e  la s u m a , o  d if e re n c ia , d e  sen o s y  c o s e n o s  e n  p r o d u c t o :

S u m a n d o  y  re s ta n d o  ( 1 )  y  ( 2 ) ,  ( 3 )  y  ( 4 )  

sen ( x  +  y )  +  s e n  ( x  —  y )  =  2  • sen x  • eos y  ( 1 1 )

sen ( x  -  y )  -  sen ( x - y )  =  2  • eos x  • sen y  ( 1 2 )

eos ( x  +  y )  +  eos ( x  -  y )  =  2  • eos x  • eos y  ( 1 3 )

eos ( x  +  y )  -  eos ( x  -  y )  =  - 2  • sen x  . sen y  ( 1 4 )

h a c ie n d o
x  +  y  =  A

x -  y  =  B

A + B  A - B
x  =  — ^ —  • V  =  — ^ —
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A P E N D I C E  4 7 5

d e  d o n d e :

sen A  +  sen B  =  2  sen -  —  -  • co s  \  ( 1 5 )

sen A  -  sen B  =  2  • c o s  —   sen — -  ( 1 6 )

A  - B

2

A  - B

2

A  - B

2

A - B

c o s  A  +  c o s  B =  2 - e o s  —   cos „  ( 1 7 )

c o s  A  -  c o s  B = - 2 - s e n  A  *  B  sen ^  ~  a  ( 1 8 )

T r a n s f o r m a c ió n  d e l p r o d u c t o  d e  sen o s y  c o s e n o s  e n  s u m a :

D e  ( 1 1 ) :  sen x  eos y  =  ^ ( s e n ( x - * y )  +  sen ( x - y ) )  ( 1 9 )

( 1 3 ) :  c o s  x c o s  y  -  cos ( x  +  y )  +  c o s  ( x  — y ) j  (2 0 )

( 1 4 )  : sen x  sen y  =  1  ( c o s  ( x  -  y )  -  co s  (x  +  y » )  ( 2 1 )

O t r a s  fó rm u la s  d e  in te ré s :

sen (a  +  b  +  c )  =  sen a co s  b  co s  c  +  sen b  co s  a ■ co s  c  +  sen c  • co s  a • co s  b  -  sen a  • sen t

cos (a  +  b  +  c ) =  co s  a co s  b -  cos c  -  sen a • sen b  - co s  c  -  sen a  sen c -  co s  b  -  sen b  - sen c

«g  (a  +  b  +  c )  -= — - a—*  *9 b  +  t g  c  —  tg  a  • t g  b  • t g  c  
1 - t g  a t g  b — t g a t g  c - t g  b  • tg c

sen 3 x  =  3  sen x eos2 x  -  s e n 3 x =  3  sen x - 4  s e n 3 *

co s  3 x  =  e o s 3 - 3  sen2 X eos x  =  4  co s 3 x  - 3 c o s  x 

3  : g  x —  t g3 x
tg 3 x  =

1 —  3  t g2

sen 4 x  =  ( 4  s e r  ■ -  3  « o 3 x )  co s  x 

co s  4 x  = 8  eos4 ■ —  = eos2 • -  '

I - 6 T5 - . - T Í  .

.9  4 x  =

• sen c

• co s  a
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F u n c io n e s  trig o n o m é tric a s  inversas. 

F u n c ió n  a rc o  seno:

Y  -  a re  sen x x  . =  sen y

o r  _  _ i

x e | - 1 . 1 |
" [ - M ]

X -  1 0  1

are sen x / \

F u n c ió n  a rc o  coseno:

y  =  are eos x x =  eos y

O

x  €  | —  1 . 1| V €  [ 0 .  ir!

X -  1 0  1

a r e  e o s  x ■ \  §  \ 0

F u n c ió n  a rc o  tangente :

Y  =  a re  tg x X =  tg y

■ o
x €  R

" Y H

X - t D  0  + ®

a r e  tg  x

y ;

Propiedades.

a re  sen ( —  x )  =  —  a re  sen x V x € | - 1 . l

are sen x +  ar e  eos x  =  ^  V x  6  | —  1, 1

are t g  ( -  x ) =  -  are tg x V x  €  R

are t g  x  +  ar e  t g  —  =

-  si  x >  0  
2

- -  si x  <  0
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e x á m e n e s ”  d e  

M A T E M Á T IC A S  I
D E  S E L E C T I V I D A D

EXÁMENES DE MATEMÁTICAS I DE SELECTIVIDAD

525  p ro b lem a s , to ta lm e n te  re su e lto s , se le cc io n a d o s  de  los 
exám enes  de  S e le c tiv id a d  de  los  ú ltim os  años, ju n to  a m ás de 250 
e je rc ic ios  in te rca la d o s  en el denso  resum en  te ó rico  con  e l que 

em p ieza  cada  cap ítu lo , hacen de  este  lib ro  la m e jo r pub licac ión  

sob re  el te m a rio  de  M a te m á ticas  I.

cd
_ Q

i d )

I S B N 8 4 - 7 3 6 0 - 1 3 1 - 9

9  7 8 8 4 7 3  6 0 1 3 1 3
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