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PROLOGO

Este libro, dirigido a los estudiantes de COU vy Selectividad, abarca
plenamente el programa oficial de Matematicas | de COU, aportando en un
apéndice una serie de definiciones y férmulas de combinatoria y trigono-
metria plana.

Cada capitulo se inicia con un denso resumen practico de la teoria
correspondiente, con numerosos ejercicios y problemas donde se aplican
de manera inmediata los conceptos y férmulas expuestos. Aconsejo a los
estudiantes una lectura detenida de esta parte, con ello conseqguiré tres
objetivos: Entender sin esfuerzo los problemas que a continuacién se
resuelven, estar capacitado para contestar cualquier cuestidén tedrica que
se le presente en el examen y conseguir una solida base para afrontar sus
estudios universitarios.

Una vez estudiada la parte tedrica se resuelve con todo detalle una
seleccidn de problemas de Selectividad propuestos en los Ultimos anos en
las distintas universidades espanolas. Si bien algunos son de féacil
resolucién, otros plantean grandes dificultades al estudiante de COU que
no tiene experiencia en este tipo de problemas. Esta obra ayudara al
estudiante a resolver cualquier problema que se le presente en el examen
y lograr |a nota que desea o necesita para estudiar la carrera deseada.

Mi agradecimiento a mi hermana Lorenza, sin cuya ayuda y colaboracién no

hubiera sido posible este libro.

E. Tébar Flores
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CAPITULO 1

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
METODO DE GAUSS

Una ecuacion es lineal respectode las incognitas x, . x,, ..., X , 81 sepuede expresar de la forma:

By e Xyt By Myt B K a k (1}
siendo a,.3,, ..., a, (coeticientes de las incognitas) y k (término independiente o constante)elemen-
tos conocidos de un cuerpo K. En lo sucesivo consideraremos que K= R, cuerpo de los numeros reales.
fc,.cy.....¢ ) € R" es una solucion de la ecuacion (1) si se verifica que

3, c,+ta, cut+a ¢ =b

non

Resolver una ecuacion es obtener todas sus soluciones.

La ecuacion Eul - 5::2_* 413 = =11

g5 lhineal, siendo (3 1, - 3) una solucion, ya gue 2:3-5.1+4(—3}=-11

SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES. Se llama asi a un conjunto de ecuaciones lineales que
deben ser verificadas simultaneamente.

El sistermna
By X F By Xyt Ay, X, k, simbélicamente: E, =k,
Bay Xy ¥ gy Xa ¥ Py %, = Ky |y E,= k;
L R N P B ®n ™ Km Em= km
&5 un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas.
(c,.€;.....¢ ) € R esunasolucion del sistema (2) silas m ecuaciones de {2} son verifica-
das al sustituir las incognitas =, x,,..., x_, respectivamente, por ¢,, €, ..., € .
Una solucion del sistema :]n‘ - 'hc? = 18
Ky +2:: = —i
5”' + 3!2 e I
es {2, - 3} yaque 3.2—4(-3) = 18

242(=3) = -4
5.2+ 3§-31= 1

www.FreeLibros.me



8 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS

Resolver un sistema es obtener todas sus soluciones,

Un sistema de ecuaciones puede o no tener soluciones. Un sisterna que no admite ninguna so-
lucibn se llama sistema incompatible. Si tiene alguna solucién se llama sistema compatible. Si la solucién
es (nica se llama compatible determinado, y si tiene varias soluciones compatible indeterminado, Enre-
SUITYEN
compatible determinado (una sola solucidn]
compatible indeterminado (variss soluciones)

Sisterna incompatible (no tiene solucion)

Sistema compatible (tiene solueibn) |

E! sistema x+ya= 6
y= 3

tiene la sofucibn Gnica x = 2, y = 3, &3, por tanto, compatible determinado.

El sistemn 314--;*-3::5'

Kk+y+ 22 ad

o3 compatible indeterminado, ya que a cada valor distintode k ens x = 1=k, y = 3-8k, 1=k, correspordde una
solucitn distinta del sistema,
El sistema xt+y = 3 |

xty =5
1 incompatible. Ao tiene solucidn (restando smbx ecusciones nos da: 0 = —2, abaurdol).

Dos sisternas son equivalentes cuando ambos tienen las mismas soluciones,
Si una ecuacibn es combinacion lineal de otras, es decir, si resulta de sumarias miembro a miem -
bro, previamente multiplicadas por nimeros cualesquiera, se dice gue es consecuencia de eilas.

En el sistema Au+ 2y - 4

Ix— ¥ =
Gn +By =~ B

fa tercera rCuacibn e consecuencia de las dos primetas, ya gue &5 lgual 3 la primera ecuscién multiplicads por 3. minla
segunda multipliceds pos —2,

Si en un sisterna de m ecuaciones hay una ecuacion que es combinacion lineal de otras, puede
suprimirse y nos quedard un sistema de (m =1} ecuaciones que es equivalente al anterior.

El sisterna del Gitime sjemplo, como la tercera ecuacitn o comblnacibn lineal de las dos primeras, et equivaients
al sistema
dw +2y = 4

Ixn—- yv=2

Eliminar una inchgnita entre varias ecuaciones es obtener una ecuacion, consecuencia de las ante-
riores, y gue no contiene dicha inchgnita,

Si en el sistema 2x -3y + 1= 4
Gx+dy+32=8
45 — By -9z =17

wimamos & |8 tercara eouacion la primers multipliceda por 3. min s segunda multiplicads por 2, obtendremos la ecua-
e Mx-Ty = 3

que et consecuencia de las ecuaciones dol tatemay en fa que s ha eliminado ta 7.

www.FreeLibros.me



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS 9

TEOREMA FUNDAMENTAL DE EQUIVALENCIA: Si en un sistema de ecuaciones se sustitu-
ye una ecuacion por el resultado de sumarla miembro a miembro (previamente multiplicada por un ni-
mero distinto de cero) con otra u otras ecuaciones multiplicadas por nimeros cualasquiera, resulta un
sisterma equivalente al dado,

Si @, # 0, son equivalentes los dos sistemas siguientes:

E, = k, «, E +ta,E+--+a E_ = ok ta k,+ va ko

E, = k E = k

S B 2 - e (4)
ETL = km En'| = km

en los gue la primera ecuacién de (3} se ha sustituido por la ecuacidn
o, E +o E,+ -+ E_ o k toak,+ - +a_k

siendo o, &, ..., ¢ NUmMeros reales.

Sien el sistemys 3x + 2y+42= §
2x t3y-21= 4
-% T4y —Bz =1

se sistituye la primera ecuacion por el resultado de multiplicarla por 4y sumarle la segunda multiplicada por =5, v la
tercera multiplicada por 2 se obtiens ol sistema

=y =2r= 2
2x 43y —2e= 4
—I+ﬂ\|r—-ﬂ-z.: 1

gue es equivalente al dado,

RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS. En el teo-
rema anterior se funda el método de Gauss, o de reduccion, para resolver un sistema de ecuaciones |i-
neales,

Sea el sistema {2): Si a,, # 0, se deja la primera ecuacion invariable, |a segunda ecuacién se sus
tituye por laecuacidn que resulta de multiplicarlapor a,, y sumarle la primera ecuacion multiplicada
por —a,,. la tercera ecuacion se sustituye por la ecuacion que resulta de multiplicarla por a,, ¥ su
marle la primera multiplicada por — Byyr ¥ asi sucesivamente hasta sustituir la Oltima ecuacibn porla
que resulta de multiplicarla por a,, y sumarle la primera multiplicada por —a_ . Obtendremosasi el
sisterna

By Xy ¥ BypXg + Byt ot K o=k

bya¥p * byy¥y+-iota, x = h,
h

b?‘zx2+ h3313-1----+33ﬁ:n = h, (5)
bm!“‘} + bm313+ “'+bmn“n = hm
que es equivalente a (2] y del que se ha eliminado la incdgnita x, en las ecuaciones 2°, 3, ..., m".

En el sistema (5], si b,, # 0, se dejan invariables las dos primeras ecuaciones y se elimina, como
anteriormente, la incognita x, en cada una de las restantes ecuaciones. Se obtendrd un sistema equi-
valente al (2) de la forma:

www.FreeLibros.me



10 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS

a”x1+ai._,x=+a13x3+---+ a % = k

in"'n 1
bog Xy ¥ byaxg+ oo+ by x = hy
il 6
Cag X3 + TCan¥= I3 6)
l:m33.3+ e Emnxﬂ= b

Asi se continua hasta obtener un sistema en el que cada ecuacion tiene una incognita menos que
la ecuacidn anterior, y que serd equivalente al sistema primitivo.

Este método permite pasar de todo sistema de ecuaciones lineales a otro sistema equivalentecuya
solucién se obtiene més facilmente. Se comienza resolviendo la Oltima ecuacian, el valor (o valores) ob-
tenido se sustituye en la penaltima, se resuelve ésta y se continua de esta forma hasta llegar a la prime -
ra ecuacibn,

Ejgmplo: Aesolver al sistermns
Z2x—y+ z= 3
Iut2y — z= 4
Ox —dy +2z

Aepresentando, respectivaments, |as ecuaciones por {35, £2) v 131, v por al1) = hi2] la ecuacidn que resulta
de multiplicar la ecuacion (1) por a y sumarle la ecuacian (2] multipllcada por — b

{11 Zx—- y+ r=3 {1 P2i=—yt+ 2= 3
i2] Ix+2y - z=4’—-— (20 = 242) —3in) Ty =85z =—1 ’ —
(3] Ex—4dy+2z =3 (3= 231 =-5N) -3y -z =-8
AL x—y+ 2= 3 Zx=3ry—z=2; x=1)
{2 Ty—8z==1 — Tyem=T1467= 14 y= 2
(37)= 7(31+312) _227 =-66 :-—-Eg—g.—-a

Loz ehiculos se simplifican operando de la siguiente torma:

{1} 2 - 1 3 (1 (2 -1 1 3‘-.|I

21 a 2z -1 4 | —= (2} = 242) — 3|1} 0 7 -5 —l} —
(31 5 -4 2 3 [3)=2{3h=511) 0 -3 -1 -9

8] 2 = 1 3

{2°) 0 7 =B |=1 == gl sittema primitive e equivalente al siguiente:

(3) = 7{3)+ 3127 0 0 -22 |66

2u=ytz = 3 x =1
7T x=-52 = —1 p— 2 ‘I"‘"2
—22r = -G8 g=3

Si al aplicar el método de Gauss resulta alguna ecuacion absurda, de primer miembro nulo y el se-
gundo miembro distinto de cero (de la forma 0=k, = 0), el sistemaes incompatible, (no tiene solu-
citin).

www.FreeLibros.me



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS 11

Es incompatible el sistema x+ y =3

2x +2y = §
Pues (i =+ y =3 (1) x+y= 3
(2) 2x+ 2y=5| @21=@-20) 0=-1

Si resulta alguna ecuacion de la forma 0 x + O0-x,+ -+ +x_ =0,laecuacion de (2) que ocupa
el lugar de ésta es combinacion lineal de otras, y se ~“rescindird de ella, ya que el sisterna que queda es
equivalente al primitivo.

5i al aplicar el método de Gauss no resulta ninguna ecuacion absurda, el sistema es compatible (tie-
ne solucion). Después de eliminar las ecuaciones que son combinacion lineal de otras nos quedard un
sistema de h ecuaciones (siendo h = n) con n incdgnitas que es equivalente al dado,

h = n = el sistema es compatible determinado (tiene una sola solucidn)
h< n = elsistemaes compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones)

Sea el sisterma final:

Cra Xy T Xy Pk Xy F i F G, X, =y
Cpa¥a ¥ ¥ g Xy T oy Yy ¥ 4G, X, = 1y (7)
San *n +cnh-'lxh-l +“-+chn"n = Py
enelque ¢ ., ¢y, ..., C  sondistintos de cero.

Para resolver el sistema (7),si h = n, se halla el valor de x, dela dltima ecuacion, el valor obte-
nidos se introduce en la pendlitima ecuacion y se halla el valor de x__,, v asf se continua en orden as-
cendente hasta obtener el valor de x,.

Sea el sistema -x+ 2y +3z = 3
2x +3y= 2z = B
Ix +8y - r =13

x=2y +6r = B

{1 —x + 2y + 3z= 3 in —x+ 2y + 32z= 3

21 2x +3y - 22 - 20 = (2} + 211 Ty + 4z2=1

(3 Ix t8y - r =13 - (37) = (3) + 31N 14y 4+ Bz = 22 T
4) x —2y+ Bz= 6 (47 = (4} + (7] Gz2= 9

i -%x+2y + 3z = 3

S Ty AT T == ol sistema dado es equivalents al sistema

13" = (T} = 2(2°) 0+ 0=

(4) 8z = 8

—xt+2y+ Jz= 3
Ty + 4z 1n
9z = 9

que o1 compatible determinado (tene una sola solucidnl,

www.FreeLibros.me



12 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS

De ia Gitima ecuscibn se obtiene ¢ = 1, llevando este valor ala segunda: Ty +4-1= 11 = y =1, Llevendo
losvaloresde = e v hallados a la primera ecusciin:  —x+2:143:.1=3 = x =12

Si h< n, se dan valores arbitrariosa las n — h incOgnitas x_ . % o, .... %, y s obtienen las
inchgnitas x,, x,, ..., %, enfuncibn de estos valores.
Saa el sistermna In 4+ 2y - 2z = B
=% % Ay + dr = §
2x + By + 21 = 13

(1 3x + 2y — 2z = B (&1} 3x+ 2y - 2z = 8

2] -+ Jy + 4z w8 5 | == 2') = 3t + (1) 1y + 10z = 23 o=
13 2% + By + 2z =13 (3 = (3 + 2(2) 1y + 10z = 23

(1 c3x+ 2y~ 2z2= B

2 Ny+10z= 23 = ¢l sistema dado es equivalente al sistema

13°) = (3} - 12') 0 +0 = 0

Ix+2y-2zr= B
Ny+ 10z = 23

gue es compatible indeterminada (tiens infinites coluciones).
Las soluciones se obtionen haciendo ¥ = k_ y eicrblendo & gistema de s forma:

26 20 62 42

=8+ - s=BH+2k— —— ek — e —
Ax+ 2y= B+ 2k Ix=8+2k—-2y=8+2 T ”-I-”lc
=

23 10 62 42
My = 23=10k Y OE —— X owo—— bk — k
: =I|| 11 "33 B

1

de dondae resulta la eolucibn general K = E + Ek Yo ?:! = HEH S A
33 1 11 1

Acodavalor distinto de k corresponde una solucibn distinta.

SISTEMAS LINEALES HOMOGENEOS: Los sistema de ecuaciones lineales en que 1odos los tér-
minos independientes son nulos se llaman sistemas homogéneos:

2, ba v b X = o
8y, X, t By,K%, * +a, x = 0 17)
'rnlul + 8 ?x!'l'" i +.mn!n = 0

Los sistemas homogéneos siempre tienen la solucitn x, =0,x,=0,... x =0, llamada solu-
cibn trivial. Pueden o no tener otras soluciones distintas de la trivial.

A los sistema homogéneos se les puede aplicar el método de Gauss. Despuds de eliminar las ecua
ciones gue son combinacidn lineal de otras nos quedard un sistema de h ecuaciones (h < n) con n in-
cgnitas, equivalente al dado.

h =n = ol sistema sblo tiene la solucidn trivial
h < n = elsistema tieng infinitas soluciones
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES, METODO DE GAUSS 13

Si n< n, se dan valores arbitrarios a las n—h incbgnitas x, ., %, ..., % Y seobtienen lasin-
cognitas x,, X, . .., X, en funcién de estos valores.

Sea el sistema =% + 3y+4z =10
2x + 3y =5zr=0
3x +8y—-6GBz =0
x4+ y— z=0D
1) —% + 3y + 4z =0 i1 ~x4+3y + 4z =0
24 2x + 3y — 5z=0 2') = (2) + 201) +8y + 3z2=20
- —
{31 Ax+ %y — 6z =0 13 = (3) + 31 By + 6z=0
4} x + y - z2=0 (4 = (40 + (1) dy + 3z =0
{1} —x+3y + 4z =0
2 yiF dr = == &l sistema dado es equivalente al sistema
(37 = (3') = 2{2") 0O+ 0 =0
(47) = 8i4') —4(27) 15z =0
—x+ 3y + 4z =0
By + 3z =0
15z =0
gue sblo tiene la solucidn trivial.
Sea el sistema Ix -2y +az =
-x+8y— z= 10
is+Hy+322 = 0
{1} 3x—-2yt+t4d4z =0 (1) 3= 2y + 4z
{2} —x*+5y—- z =0 - {27 = 32} + (1) 13y + 2 = —_—
{3 x+8y+2z7z =0 (3 = ({31+12) 13y 4+ z =0
i) 3x~ 2y 4+ 4z =0
2°) By + z=0 = el sistema dado es equivalente al sistema
{3} = (3 - 2} 0 + 0=0
3x -2y 4 4z = D
13y 4+ z= 0
gue tiene infinitas soluciones.
Las soluciones se obtienen haciendo z = k, y escribiendo:
4
Ax —2y = = Ak =2y -4k = - ?-k-d-k:-ﬁ—k:x:r—ﬂk
= 1 13 13 13
13y = — k ¥ =— —k
13
= 18 1
de donde resuita la solucidn general: X = = E- K § == —3k =2k
1

A cada valor valor distintode k corresponde una solucidn distinga.
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PROBLEMAS

fUnfr. de Extremadura)

{1 1 -2 -3 3 (1) 1 -2 -3 3
12) 2 -1 -4 | = (2°)=12)=2-11) 0 3 2 1 |5
13) 3 -3 -5 | 8 (3) =13)=3-11) 0 3 4|

i) 1 =2 =3 3

{2') 0 3 2 1 => el sistema dado es equivalente al sistema:

(3"} = 13)=(2') 0 0 2 | -2

K—E"l’—3z== 3 K=3+i?+31=3+2—3=2
Jyt2z=1 = 3y=1-2z=1+2=3;y=1
2! =2 1'3_1

(Univ. de Madrid)
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16 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES, METODD OE GAUSS

Con el fin de facilitar los célculos escribiremos el sistema de la forma:

rt+t2x— ¢y = 3

Xt y= F
2z +5x + 3y = -2
11} 1 p S | 3 i) 1 2 —-11 3
{2} a 1 1 2| —- 12) 1] 1 1 2 —_—
(3 2 B 3l-2 13 = (3 -2.0) 1] 1 51—8
il 1 2 -1 3
2} i} 1 1 2 == el sistema dado es equivalente al sistema:

(3) = 13 =12} o0 0o 4]0

zt Ix—-y = 3 2=3-2x+y=—3
9
xty = 2 — =2 -E
10 5 :
4y =-10 b _T —2

(Univ. de Valancia, 1991}

(1 x-5y =—1’ (1 x—By = —1 l % =3

2) 3x +y = 5 24 = @)=30) 16y= B Ve g

3) —2x+10y = 2’ (3) _2x#10y =2 ‘ xq%
- #-

4) 3 + y= 5 (4') = 2(4) + 3(3) 32y« 16 ‘,=%

Los dos sistemas son equivalentes, |a ecuacidn (3) del segundo sistema es igual a la ecuacion (1)

del sistemna multiplicada por —2., v la segunda ecuacitn de ambos sistemas es la misma.
x— By =-1
El sistema —Zu+ 10y = 2

tiene la sequnda ecuacidn que es igual a la primera multiplicada
t y =5
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS 17

por —2, o sea que la sequnda ecuacidn es consecuencia de la primera. El sistema gue resulta al tachar

la segunda ecuacidn es equivalente al dado. Al ser el tercer sisterna equivalente al primero, las soluciones
H = g = .l_

pedidas son  x 5" ¥ i

Como los coeficientes de las incégnitas son iguales en los tres sistemas, podemos disponer |oscalcu-

los asi:
11} 1 =2 1 0 -1 -5 {1} 1 2 110 -1 -5
2) 2 1 =1 1 B -1 |—= (&)=(2)-2171" |0 5 -3 |1 B 89|—
13) 3 2 1118 7 5 (¥ =(3H-311) \0o € -2 110 10 20
(n 1 =2 1 o0 -1 =5
{2} 0 5 -3 1 B g =
{3") = 5{3F) -8B(2") 8] 0O 14 |42 -—-14 Z8
los sistemas dados son equivalentes a |os siguientes:
x—2y+ z =0 X=1 x—2y+ z = =1 %2
By—32 = 1| = y=2 : S5y—3x = 8 | = y=1
142 = 42 z=3 142 = —14 z==1
x—2y+-z = -5 x - =1
Sx=3z= 9 |=> y=3
142 = 28 2=2

filniv. de Santiago)

Sean x vy los precios del barril de los paises A y B respectivamente:

500x + 15500y = ( 500 + 15500) - 19,875 1
1000x + 1000y = (1000 + 1000)- 18 (2}

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):
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19 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES, METODO DE GAUSE

(1): 500x + 15500 y = 318000 u'}=-—5l'ﬁm x+31y=636
= =
[2): 1000x+ 1000 y = 36000 @) = ——(3) SF =38
1000
(1"} %+ 31y =636 x=636 —3y=16
—
2") = (1) — (2') 30y = 600 y = % - 20

En el pais A cuesta el barril 168 délares yen B 20 dobiares.

{Univ. de Salamarnical
Sea cba el namero pedido:
a+b+c=9 ()
tba — abc =198 = (a+10b+100c)—lc+10b+100a) = 198 :-99a+99c =198 ;
—ateg=2 21
b= E.;_'.E = a—-2b+ec=20 3]
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) ; (2] y (3):
(1) a+tb+c¢c=29 n a+ b+ ¢c= 9
(2) —a + =37 | — 2’y = {2} (1) b+ 2¢c =11 | —=—
i3) a—2b+ c=10 (3') = (3)+ {2) —2b +2c = 2
(1] ga+b+c. 8 a=8-b=c=2
2') b+2c= 11 = b=11-2c=3
(2 = |3)+202°) Ge= 24 c=4

El nirmero pedido esel 432,

(Univ. de Madrid)
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES, METODO DE GAUSS 18

Sean m el ndmero de mafisnas lluviosas, v 1 el ndmero de tardes Huviosas.

mafianas lluviosas + mafianas claras = dias de vacaciones:
m+6=d ()
tarde lluviosas + tarde claras = dias de vacaciones:
t +5=4d 2)
mafianas lluviosss + tarde lluviosas = 7
m+t1= 71 3
Las ecuaciones (1), (2) y (3]} forman el sistema:

1 m-—d a —6
21 —d + 1= -5
(3] m + t= 7

i1} m=d
il (EI —g+t= =5 e
(3= (3h=1(1) d+t= 13

(1 m-d = —6 m=—-6+d.3
(2} —d+ 1= -5 = d=1t+5=19
(37 = (3') + [2) 2t~ B t=4

Hubo 9 dias de vacaciones.

fUniv, de Castilla—La Mancha)

Puesto que la cantidad total de dinero que tienen entre los tres jugadores es igual al principio que
al final, entre los tres jugadores reunen 24 - 3 = 72 pesetas.

Sean x los pesetas que tenia el jugador A antes de empezar ¢l juego, y las gue teniael jugador B
v 2 las que tenia ¢l jugador C.

Si A pierde la primera partida, B pierde la segunda y C la tercera:

Dinero de A Dinero de B Dinero de C
Al final de la 12 partida X—y—12 2y 2z
Al final de la 22 partida | 2{x—y—x) 2y—(x—y—z)—2z= 43
dy—n—1z
Al final de la 32 partida d(x—y—1z) 23y —-xn—12) 47 —2{x—y—2)=(Iy—=x=2)=
Tz—%—y

de donde resulta el sistema:
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20 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODD OE GAUSS

x+y+t =1 x+y+ =72 i
Ax — y — 2] = 24 x —y—z= 6 (2]
24 | —x +3y — z =12 (3]
28| —x —y+Tz=24 (4}

M)+1{2): 2x=78; |x=39
(1+13): 4y=84; |y=21
(1)+(4): Bz = 86 z =12

2{—x + 3y — 1z}
—-%— ¥y +7z

{Univ. del Pais Vasca)

Composicion de la mezcla en litros: | Agua | Vino | Total
Composicidn primitiva: " ¥ 10
al afadir z litros de vino: ® y+z 10+z
N al afadir de nuevo 2 | de vino: ® y+2z 10+2z2

Si en la segunda composicion la cantidad de agua
esel 30% del total
X 30

05z = E = 10x-32=30 (1}

5i en la tercera composicion la cantidad de agua es el 20% del total:

X - 20

I — == J0x -4z = 20 2
10+2z 100 L ik

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2);

i) 10x -3z = 30 1) 10x—3z=30 x==8
—— -#
124 10x —42 = 20 2 = {1 —{2) z= 10 =10

sz afiaden 10 litros de vino en cada ocasibn y hay € litros de agua en cada una de las composiciones,

{Univ. de Castifla—Ls Mancha, 1997)

Sea x la edad actual del padre, y la del hijo mayor y z la del menor;
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS 21

— la edad del padre es doble que la suma de las edades de los dos hijos:

x =2y +2z2) (1)

— hace unos afios (exactamente la diferencia de las edades actuales de los hijos) la edad del padre era
triple que la surma de las edades en aquel tiempo de sus hijos:

x=(y—z) = 3lly—tly=2a)] +lz=ly—2ll} {2}

— cuando pasen tantos afios como la suma de las edades actuales de los hijos, la suma de edades de las
tres personas serd 150 afos:

[x +dy+z)]+ly+ily+a)+lz+(y+2)| = 150 13)

Las ecuaciones [1), (2) y (3) forman, después de reducirlas, el siguiente sisterna:

I E=y=2F = 8 (1 x—2y—2z =0

{2} x+2y—Bz = 0O —n (2] = (2) - (1) dy—-6z = 0 el
(3 x+dy+ 4z = 150 131 = 13— (2) 2y +12z = 150

(1) x—2y—22= 0 * = B0
(2" 4y—-6z = 0 = y =15

{3") = 2(3') - (2°} 3Dz = 300 z =10

La edad del padre cuando nacid el primer hijo era 50 — 15 = 35 y cuando nacié el segundo hijo
era 50 — 10 = 40,

1). Las gréficas de las funciones dadas, por ser lineales en x e y, representan tres rectas.

Las tres rectas CONCUrriran en un punto si el sistema

—ax * y = 2
—B% + y ==b
X +y s —1

es compatible determinado,
Aplicando el método de Gauss al sisterma escrito de la forma:

(1 y+ x=-1 (1) y+x=—1
2) y-Bx=-b| —= [2)1=1(2)-01) —-Tx=1-b| —=
{3) y—ax = 2 {3) = (31—{1) —{1+alx=3
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22 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES, METOOO DE GAUSS

[ y+x=—1
{2} —7Tx=1-b
(37)==T(3")+ (1+a)(2') O=a-b —ab-20

el sistermna serd compatible determinado si a—b—ab —20= 0.

21 Las tres graficas serén paralelas si ios coeficientes angulares de las tres rectas son iguales:

a=6=-1

se llega a una contradiccion, lo que nos dice que para ningln valor de a y b las tres rectas serdn para-
lelas,

3} 8 a @ {—1,6, las tres rectas se cortardn dos a dos,

Si ac {=1,6!, laprimera recta sard paralela a alguna de las otrasdos. S5i a=6 vy b==2,
las dos primeras rectas son coincidentes,

fUniv. de La Laguna — Tenerife)

(1) 1 =1 3 3 (1) 1 -1 3 3
29 1 2 2] —-— (2') = (2) = {1} 0 3 4|-1)|—
3 2 1 2 5 (3') = 31 =201 0 3 -4 |-=1
{1} 1T - 3 3
{2') 0 3 -4 |- = &l sistema dado es equivalente al sistema
(3') = {3} = (2" 4] 4] 4] (4]

Xx—y+3z = 3 I la)

3y—4z ==1 b}

que estd formado por dos ecuaciones, linealmente independientes, con tres incognitas. El sistema es
compatible indeterminado (infinitas soluciones),

4z
De (b): 3y=—1+4z = s g
Y Y 3 3
llevando este valor a {a) : x=3+v—31=3—%+4—35_3z-,3__5_;

haciendo z = 3k:

=.§_ . =|:-_l+ . -
xaﬁk.y 349_..7.:“;
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{1 1 2] 3 (1) T 3

2} (1 -3 1)-—- 2% = 21=11 (ﬂ -5 1 -2 ) —
(3 2 1 m (3 = (131 =2{1) 0 -3 rm—6

(1) 1 2 3 x+2y= 3

{2°) 0 =6| =2 ] = -Gy = =2

(3") = BI{3I— 32" a 0| 5m—24 0=56m-24

La dltima igusldad serd una incongruencia si 5m —24 es distinto de 0, luego el sistema serdcom
patible si

Em-24 =0 = |m= =

(1) 3 2 a {1} 3 2 a

(2] ("2 5 h)—- (2'y = 3{2)+2{1) [D 19 I 3b + Ea) —

(3) 4 g c [3") = 3(3)=411) 0 19 3c—4a
i1 3 2 a
(2] [ﬂ 11| 3b-2a ) => el sisitema tenrd una sola solucion s
(3" = ()= (2" o i] Ga+3b—3¢c

Ba+ 3b=3c=0 =

fUniv. de Valladalid)
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24 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS

i) 1 1 1 0 1) 1 1 1 9]
(2} o 1 1 2| —= {2} a 1 1 2 |—= &lsistemada
{3) (ﬂ 12 a) (3)=13)-12) \o0 0 1]|a-2
- do es equivalente al sistema:
x+ty+z=0 w=—y—z=—4ta—agt2=-2
yt+tz=2 = y=2-z=2-a+2=4-a
z =a-2 z=a—2

|1-c=-2: y=4—a; z=a-2

Cualquiera gue sea el valor del parametro a, existe una solucibn del sistema, o sea que &ste es com-
patible determinade.

(Univ. de Madrid, 1987)

(4 }] 4 o -4 i1 4 0 —4
i2) 1 =1 8| —a— {2y = 42— (1) (ﬂ —4 dg+d | -

(3 1 =2 =i (I) = (3)+ 2) 0 —a—1 —1+a
i) 4 0 -

{2°) o -4 4a+4

(3 = —4{3)+ 2+ 112 o 0 d4s’+d4a+B

Si 4a?+4a+ B+ 0, el sistema solo tiene la solucibn trivial: x = y= z=0, y si 4a°+4a+8=
= 0, &l sistemna tiene infinitas soluciones:

4P+4a+ 8= 0 > a= IV 1;‘:'4'3 _ —4iv‘BcTﬁ

na hay ningon valor real de a para el que el sistema tiene solucién distinta de la trivial.

(Univ. de Madrid)
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(1) x+ 2y + z=10 (1) x+2y+ z2=10

2] x4+ @ty + 22 =0 | —= (2)={2}-1) ay + 2=10 e
{3) % + (2-aly + (a=2)z= 0 (3" = (3 =11} —ay 4 {a-3z =10

(1} x+2y + 2=0

2’1 ay 4+ z=10

(3" = {3 + (27} [a=2jz = 0

Si a # 2, |as tres ecuaciones son linealmente independientes, solo existe la solucién trivial.
Si a = 2, el sistema dado es equivalente al sisterna;

x+2y +z=20
2y +2=10

como el sistema tiene dos ecuaciones linealmente independientes con tres incdgnitas, tiene infinitas so.

luciones.
De la ultima ecuacion:

llevando este valor a fa primera ecuacion |

“r=—2y
x==—2y+2y =0

haciendo y = k, tenemos la solucién general:

B r=—2k

y=k o3

{n 1
(2)
(3 3

1
(2')
(3') = (3)=-5(2')

1 {1 1 -1 1 1
m)-.-- (2= (21=-2101) 0 1T =1 m—2| ==
4 (3F=13)-311 \0 & -m-3| 1

11 =1 1 1

0 1 =1 m—2 )

\0 0 —m+2 | 11-5m

Si —m+2+£0,m+2, elsistemaes COMPATIBLE DETERMINADO (una sola solucibn)

5/ m = 2, laultima igualdad al aplicar Gauss sera: 0 = 1, absurdo, el sistema es INCOMPATI:

BLE (no tiene solucitn),
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26 SISTEMASDE ECUATIONES LINEALES, METQDO DE GAUSS

b) Para m = 1, el sisterna resultante al aplicar Gauss es:

K—y+z2 = 1 x=1+y=-z=1+5—6=0

y—2 =—1 = y=—1+z==14+6=5
z= B t=6

(Univ. de Santiago, 1991)

111 a 1 1 1 {1 a 1 2 i

{2) 1 a 1 -l = 2y =3a(2)—=1 |0 a?=1 a=1 | &=1]| —=
i3) 1 1 a a (3= 3= \o 1-a a1 | &°=a
i a 1 1 1
i2') 0 a*1 2 Fr | .
[3") = (1+ali3')+i2") 0 0 a*+a-2 | a*+a¥—a-1
a 1 1 T
0 fa+1ila—1) a=1 fa+1)la=1)
o o {a+2}{a—1) fa=1)a+1)%

S a@i1,-2), elsistemaes COMPATIBLE DETERMINADO (tiene una solucidn)

El sistema es equivalente al sistema;

Bx - ¥ + Z — 1 5 "
+ g— + lg— - _ la=11{a+1) ta+1)

l 11{ T:l {a T B -+ = - ! :
a ¥ } {a+1)a—1) = i TP

la+2lla—1)z= {a—1]{a+1}?

: ta+ 1%
= fa+1jla—1)— la—1) e ) l_“""l o
fa+1)a=1) a+2 at+2'
11 _ @+’
- a+? 3+2 _ a+2-1-—&—2a-1 _ al—a-1) _—a—1
a ala+ 2) ala+2) a+2

S5 a= 1, por Gauss hubiésemos llegado sl cuadro:

1 1 1
o 0 ©O
0

0 o 0 soluciones)

1
D‘) == el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (tiene infinitas
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El sistema dado es equivalente al formado por la ecuacion
xtytz=] K=l=y=—z

haciendo y = k, z =h, tenemos la solucién general

|x=1-k=h ; y=k ; z=h

Si a=-—2, por Gauss hubiéramos llegado al cuadro

-2 1 1 la ultima linea equivale a decir gue 0 = — 3, absurdo, luego
E : ‘g i el sistema es INCOMPATIBLE ino tiene solucion)

w—— e - . fUniv, de Cantabria

El sistema serd compatible indeterminado si al aplicar Gauss nos resulta al menos una fila de ce-
ros, ya que al tener el sistema tres incognitas el namero maximo de ecuaciones linealmente independien-

tes tiene que ser dos:

(1) 1 3 2 3 (11 T R SR 3
12} 4 1 & | 4|—= (27 =12)-4) 0 -1 a-B|-8|—=
(3) -6 4 -6 |-2 (3 = (31 +6(1) 0 22 6 |16
1 1 3 2 3

12') 0 =11 &8 —B

(3") =(3') + 2(2') 0 0 2a-10 0

gl sistema sera compatible indeterminado si 22— 10=0 = |a=5
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CAPITULO 2

MATRICES

MATRICES.
Se llama matriz real de dimensién mxn o de orden mxn, al conjunto de m-n numeros reales orde-
nados en m filas y n columnas,

a'I'I: a]? ! 'a'll'l
3 Byg v,
a-rnl am] ar'l'l-h

Los m-.n nameros reales a, se Haman rérminos o elementos de la matriz. Los numeros natura-

les | y | designan, respectivamente, Ia fila y la columna a las que pertenece el elemento CHE

Las matrices se suelen representar por letras maydsculas, A, B,.,..,0 A__ . B  .... cuando
sea conveniente indicar su dimension, o bien por fa”'l' . fb”] - - {ﬂ,i 'mm . {hq'p.q r s
= -2 1
A ok 2 °.| A 3 2
2x3 ~3 2 aJ ¥ A=
-8 &

Se dice que una linea (fila o columna) es combinacién lineal de otras lineas paralelas a ella P P
cuando resulta de sumar éstas, multiplicadas respectivamente por nimeros A, !uz ... cualesquiera.

En la matriz anterior, A lg tercera fila es combinacian lineal de las dos primeras, ya que es lgual ala primera

32
mas ta segunda multiplicada por 2,

Dos matrices son eguicdimensionales si tienen el mismo nimero de filas y el mismo ndimero de co-
lumnas.

El conjunto de matrices equidimensionales, de m filasy n columnas se simboliza por . #,, .
Dos matrices A= (a |y B= “:'..:' son iguales si son equidimensionales e iguales todos los ele-

mentos correspondientes,

-'ﬁi: B < ﬂ”ﬁ- b” vi‘E i_.lrzi"'im.' Y lbrj"ii.-‘ll-z‘--"rnj
Las matrices f[a b c} I z 3
A= B =
4 e !J 14 5 B
saran igualessiysolosi a =1, b=32 €©=3 d=4 =5 y f==8.
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I MATRICES

Matriz nula es la que tiene todos sus elementos iguales a 0. Se simboliza per O o por O cuan-
do no haya duda de su dimensidn.

Son matrices nulas:

In_-.. o nl FJ’ 6 o0 o

1 T : 0= |0 o,..=|0 68 0|
2%3 s dn Fa3

: ]_u o o L0, 0o 0 o

Matriz fila es la que tiene una sola fila: A, .y matriz columna es la que tiene una sola columna

an'
[y
B2y |
21
A'lll = [nﬂ a'l:?" ah’-] E-lnl-- . |
Lhm!
Matriz opuesta de |la matriz A = [a | eslamatriz B = 1—a.|1 . Sagscribe: B = = A
8 b r— 3 -
La matriz oguissta de - d Bs |—= ~d |
] f =B -

Matriz cuadrada es la que tiene 8l mismo nimera de filas que de columnas.

Las matrices cuadradas de n filas y n columnas, o sea de dimegnsion nwxn, diremos simplemente
que son de orden 0.

Se llama disgonal principal de una mairiz cuadrada a la formada por los elementos a . La olra
diagonal se llama secundaria (la formada por los elementos a_ talesque | + | =n+4 1]

Se llama traza de una matriz cuadrada a la suma de los elernentos de 1a diagonal principal.

Tr (M) = a,, +8,,+ - +a

i

En una matriz cuadrada se llama conjugado del elemente a  al elemento a

Matriz diagonal es la matriz cuadrada cuyos términos no situados en la diagonal principal son nu -

los,
a 0 0 i o u] o 0 n]
0 b 1] : o =7 0 0 3 0
0 0 ¢ 0o © 6 o o 4
Matriz escalar es la matriz diagonal i
es 'agonal que tiene iguales todos los elementos de |a diagonal principal,
k 0 r:t'l
o0 k D (k=0)
o o
Matriz unidad esla matriz diagonal que tiene todaos los elementos de la diagonal principal iguales
al,

La matriz unidad de orden n se simboliza por | o por | cuando no hay duda sobre su orden,

i o "I 0 L]
. = 1 foe=: [ 1 0
F L:' 1] 3
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MATHICES 3
Matriz triangular ez [a matriz cuadrada gue tiene nulos todos los elementos situados por encima o
por debajo de la diagonal principal,

Es triangular superior si son nulos los elementos situados por debajo de la diagonal principal, v
triangular infarior si son nulos los elementos situados por encima de la diagonal principal.

[a a4 =

2 a o
|
Lamatiiz (0 & 1 as triangular superior, v 3 -1 D a4 triangular inferior,
(0 o 4 4 o 3l

Matriz simétrica es la matriz cuadrada gue tigne iguales sus elementos conjugados, es decir, a, =

= a, para todo 1y todo .
2 1] [ =
b d &
= &
Matriz antisimétrica es la matriz cuadrada que verifica la propiedad: a, = —a, para todo valor

de |y todo valor de | Los elementos de la diagonal principal son nulos,

a & b
= 4] o
=ty =

SUumA DE MATRICES.

La suma o adicion de dos matrices A y B del mismo orden, m= n, es otra matriz C, de orden

= N, Ccuyos elementos se obtienen sumande los elementos de A y B gue ocupan lugares homolo-
gos,
84y ‘A2 Ay by, byy...by, a,tb,, a,*b,...a, +b,
_ 837 Bouieee g, Boy  Bog wvoby, | |85 tbyy B3, tby5. 3, tby,
A+B-= 3 -
ar:tl alrl:" ) I-'!m-l" t"rnl bm?"'hmn a|'r|l+.blr|1 an|?+hm1"'amn+bmn

Dos matrices se podrdn sumar si y solo sl son equidimensionales.

2 3 =1 |4 2 3] C2+4  3+T —1+3] "B & 2'|
a5, | 4 2+ |1 2 4| = |=2+1 442 2-4] = [—1 -EJ
5 B -3 |_2 -4 3] 5+2 6-4 -3+3 ¥y 2 0

Propiedades de [a suma de matrices:
1% Lasuma de matrices es ley de composicion interna.

V(A B)E | "rmmJ?: A+B=CE€ mosn

2°? Propiedad asociativa: A + [B+Cl=({A+BI+C WA.BCl=(#

M
3% Existe el elementio neutro. Este es la matriz nula de orden m « n, que simbolizaremos por 0.
47 Existe el glemento simetrico © matriz opuasta.

WA S # A-AE & {f A+(=Al=0

VR I Kn
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6? Propiedad conmutativa: A+B=B+A V(A B | l’mniz
Por cumplir las cinco propiedades anteriores, el conjunto de matrices &  .tieneestructura de
grupo abeliano respecto de la suma.

PRODUCTO DE MATRICES.

Dadas las matrices A = {a..ij de dimensién mxn y la matriz B = u:p”l de dimensidn n« p, se
llama productode A por B ala matriz C = fc, | de dimensibn m x p, en donde el elemento genéri
co ¢, es igual a la suma de los productos siguientes: primer slemento de la fila | de A por ef prime-

rode lacolumna j de B, el segundo elemento de la fila 1 de A porel segundo de lacolumnajdeB, .. |
el n-ésimo de la filai de A por el n-ésimo de la columna | de B

k=
— +- E R =
c,=a,b, +a,b, + a4 b }:1;”' b,
k=
Bll EI'J - ﬂ.“. I:""I1 b:? N ‘hh:l
8yy 857 .. -35, ) h;n b:,._, .b:p _
i‘r'l'l'I m2" amn bn'l t'f.z bnp
|_Il:=-'| k=n k= 1
—_— — g
PR 3, b, L.y b
k=1 k=1 =1
Fi"l E=d ke=p
= | 2.8 by 2.2 Bua TR
E=1 K k=1
=y = ke
Lamhbhl Lamhbhi' Lafll P
I_I-e=| k=1 k=1

Solo sera posible el producto de A por B siel nimero de columnas de A es igual 8l nimero de
filasde B.

s o L

Pmpfeda;:'es del producto de marrices:

s+ 2b 1 2 3 a b .:WI' [ a+2d+35 b+2e+3h c+2+31)
== [ :[ i d " i = |
3o+ 4ab 4% 81 g n 1| [4at5d+Bg Ab+5p+En 4:+5+.—ﬁiJ

— Propiedad asociativa:
A - (B -C“q] = [A___: El_mpl-l::‘m“1

s nep
— Propiedad distributiva del producto respecto de la suma:

A, -{E“P-F-CMDJI = Apian Bhss T Auisia Cusa

mxn

l‘A + 8 "c - Am.n'cnqp-‘_amzﬂ‘cnﬂp

Ll men nEp
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MATRICES 33

— En general, no se verifica la propiedad conmutativa.

2 1 dl’! ﬂ ‘0 13
A-B = =2 T =
4 -2 1 s ol 12 -2
- = A.-BFB-A
1 3 M -6 3
2 1
B-A = |=2 T [“ D-J = |24 =16 7
4 o L* ~2 1 8 4 0
Hay casos en que existe A_ . B“F y No existe Bmp- Amm.ﬂ p = m.

En los casos especiales en que A-B = B A, se dice que las matrices A y B son permutables.

Solamentesi A y B son permutables se podra decir que (A + B)2 = A?+ 2 AB + B?, puesen
general (A + B} = (A + B) (A + B) = A" + AB + BA + B2,

— Toda matriz escalar de orden n conmuta con toda matriz cuadrada de orden n.

En particular, la matriz unidad | conmuta con cualgier matriz cuadrada de orden n, verifican.
dose:
| -A =4 .l = A

n n n n n

El elemento neutro, respecto de producto, de las matrices cuadradas de orden n es la matriz uni-
dad 1.

PRODUCTO DE UNA MATRIZ POR UN NUMERO.
El producto de la matriz A = {aq'} , de orden mxn, por el namero real X es la matriz A-A=

= (A -a ), dr orden m . n, cuyos elementos se abtienen multiplicando todos los elementos de A por A,

May, N3, ... A-ay,
XA = Ay, My, ... Aeag
Aea o Aed g Aea

S =h  F i0 -5 0
5.
a a4 6] |15 20 30

El producto de una matriz por un namero cumple las siguientes propiedades:

1 AMA+B) =AA +AB
20 (A+H)IA = NA +uA
30 M A) = (Ap)A
4° 1.A=A

Por cumplir estas cuatro propiedades y las cinco anteriores de la suma, el conjunto  _#,,, . dema-
rices de orden m =< n, tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo de los ndimeros reales.
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H MATHICES

MATRIZ TRANSPUESTA.

Matriz transpuesta de la matriz A_ - eslamatriz B, __ que resulta de cambiar ordenadamente
sus filas por sus columnas.

La matriz transpuesta de A se simboliza por A' o por A'.

a b A & &
A= | [#] —1 l‘:'i+=
e t b d 1]

Propiedadeas de fa matriz transpuesta;

~ (AY =A

— (A +B)l'=A"'4pB!

— (kA = kA"

~ (A-B)f = B"A -

= 5i A ogsimétrica: A'=A
— Si A es antisimétrica: (A} = A, o bign —A = A’

MATRIZ INVERSA,

Sea A una matriz cuadrads de orden n, Se dice gue A tiene inversa si existe una matrly 8, cua
drada de orden n, tal que A-B = |__Sedice que B es la matriz inversa de A,

Lo matriz inversa de A, cuando exisie, se simbaliza por A ' verificandose:

lA.A '=a'.A=1|
La matriz inverss de A, cuando existe, es dnica.

Una martriz cuadrada tiene inversa i v solo 5 25 posible pasar, por transformaciones elementales
sobre las filas, del cuadro

Al

al cuadro (1lay

Una rransformacitn efemental  wobre lis filey da una mantriz es cunlguisra de im operscionet siouientss:

= Multiplicar. o dividir, 1ot elementos de ura Tily por un namero

— Cambdar snvirs o dot fila

— Sumgd 8 lod elemantod de uns Nils, multiplicsdot o »o por un ndmeis, loy Correspondientes elemeniol de otra
fila muitiplicados por otro nbmero,

T - i L T R I ¢ i 1 1] v B
5"' ﬁ"' | | - R
2 3l @ 2 3le 1 @y=21-200 o 1]|-2 1
()= 11— 2 [1 o‘ 3 —1] . i -’IJ
o =
2 o 1l-2 1 -2 1
1 0 0 mf1 o o [ 1 o0 o
SeaA=| 3 1 8| : {3 1+ 5|0 1 0] —=
4+ o 2] @i-4 o 21l0 o
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MATRICES 35S

n 1 O L1} 1 o 01 {1} III 1 o 1 0 D
[2°) = (2) = 3(1) 0 1 S|-3 1 uJ_.. {2 t (0 1 5|=3 1 D|—
F1=13+4N ‘0 0 2| 4 o0 1] @r=-13 lo o 1] 2 %
i1 1 0 O 1 0 o T 0 0
27y = 21 -8 {3 g1 Q-1 1 - g = AV |-13 1 g
| 1 1
3 o o 1 2 O = 2 0o -
2 2

Si en alguno de los pasos del calculo de la matnz inversa de A, en la parte izquierda de la recta ver-
tical aparece una fila de ceros o dos filas proporcionales, la matriz A no tiene inversa.

r. 1 < {19 || 1 3 2 | 1 0O D\I
Seg A= | -2 1 3 : 21 -7 1 a o 1 0| —
L3 2 1] (3) la 2 1la o 1
B} 1 ¥ 2 1 1] 0
[2') = 21+ 211) fa 7 7| 2 1 0| = Anotieneinversa,
() = (3} - 3(1) 0 -7 -nl-3 o0 1

El célculo de la matriz inversa de esta forma se conoce por cédlcwio de fa matriz inversa por el méto-
do de Gauss.

Las ecuaciones matriciales de la forma
AX+B=0C (1)
cuando A esuna matriz cuadrada e inversible se resuelven del siguiente modo:
AX+B=C = AX=C-8B

multiplicando por la izquierda por A '

ATAX) = A (C-8) = (ATAIX=A""(C—B) = IX= 'x=n"{c~3:l

Encontrar una matriz X gque sativfaga la scuacion A-X + B = C, siendo

1 i} 1 2
A= [ ] : B - ( ﬁ} ; cC = 3 1 1

z 3 L0 0 3 2 0 o

{Limiv. de Santiago)
Veamos s A tiene inversa;

i) i a1 a ) th ( 1t o] 1 ©
{2) b 4 3 ] 1 {2 = 21 -2 (1) | 0 3| =2 ]
(&1} i o 1 ol . 1 o
2"} = ll!'l o 1 _ 2 i == A tiens invarss, slendo AT = 2 1

4 i 3 3 3

Comprobado gue A tiens Inversa, podemos operar de la sigubente forma:
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36 MATRICES

AX+B=C => AX=C-B = A (AX)=A (C-B = (A 'A)X=A'lC—8B =

AT c-B)

X=X =
ot o D”[s 1 1"|i {1 2 nJ _ Ir‘ Mz = 4 |27 ¢
T2 1-\ ) 1l 2 1 =2 2 &
-= =l L2 0o o 3 s 2 = s & o
3 3\ ¢ R I 173 32 -3 3 3 3

NOTA: Enef capitule siguiente, despuds de conocer [a teoria de determinantes, te ampliard Ia teorfa de la matriz
invarsa.
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PROBLEMAS

fUniv, de Madrid, 18591)

aB=[132-1] _5‘ = [13+31+ 22412 = [3+3-4-2] = [o]

3 31 383 32 3-1) 3 9 & -3
1 P T B - T Y= ) 1 3T 2z A
8.A= 132-1]|= =3
-2 [ 2 T] =2y =33 <52 =2H-1 ~2 - -4 2
2 251, 23 2E -1 2 B 4 -2

(Univ. de Valencia)

1 1 1 1 % ytz 1 xt y+z 1
x| 2| + |2 1[:]=ﬂ=5-2x tlay+z| = |0 = |x+2y+2| = |0|=>
—1 0o 1 0 —x z 0 -X 4z 0
() X+ Y4221 {1 x+y+z= 1 X=1y—z=1+3-2=2
2] 2x+2y+ 230 | —= (2= (3)+ (1) y+2z= 1 | = y=1-22=-3
(A -x +2=0 (3 = 2)=-2(1) - z=-2 2=2
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3 MATRICES

{1 2X+ Y=A 1 2X+ Y=A
‘ . } = |v=212a-8)
2)  4x-3Yy-g (2') = (21-201)  —5Y=B=2A B
1 1 1
IX = A=Y =A== (2A-B) = = w = —(3A+
X g 2A-8l= £ (3A+B) = |X = L(3A+B)
« 1(‘-3: 24 21 13 -4 -21]) [0 20 0 [1 2 0
“0l\l-9 18 3] T [-11 12 1a)) "0 |20 3 s0| |-2 3 s
5 1[*-2 16 14 13 -4 -21] 1[-15 20 38 [-3 4 7]
“5l|l-6 12 23] |-11 12 14 5| 5 o0 1w |1 o 2

{Univ. de Madrid)

5 -4 2 5 -4 2
AT = z =1 1 e TN | 1 =
—4 4 —1 —4 4 -1

[ 5.5 4(—4)2+2{-4)  5(—4)+(-4)(—1)+24  5.2+(—4).1+2{-1)
= 2.5 +(—12+1(—4)  2(—4)+{-1) (-1}+ 1.4 2-24 =111+ 1=1) =
| —4-5 + 4.2 +(=1){—4) —4—d)+ -1+ (14 4.2+ 4.1 +=[=11=1}

8 -8 4
= | a4 -3 2

-8 & =3
1 -8 4 1 0 © 2 -8 4
28~1 = 4 -2 2| = |0 1 o] = | 8 =3 =
8 B -2 0o 0 1 -8 B -3
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MATRICES 38

gstd comprobado que A% = 2A— |
At = AT AT = 28-)) (2A—1) = 4A=—2AH2A +l=42A—)—4A + 1=4A—3i =

17 =16 8

= 8 =7 4
—18 16 -7

(Unjv. de Madrid, 1991)

] la matriz pedida.

3 0 o 3x =3y 3y —3z o 0
AX=0 =>» = -
2 G 0 2x -2y 2y-22 0 0

3x -3 =
3"" i EI como las ecuaciones tercera y cuarta son, respectivamentea, igua-
3 ¥ =aE = les @ la primera y segunda multiplicadas por 2/3; el sistema que
=2y =0 resulta de tachar dichas ecuaciones es equivalente al anterior;
2y =2 =10
Ix—3y =0 X =y k k
— = X= Y == k = x =
31;' = 31 = D 1=y ke K

(Univ. de Madrid, 1991)

. 1 2 1 2 1T=2¥%1 —4+2 —=1+2-1
m=1P= -1 =z 1||=1 =2 IJ = [44—2 = —2+4 2 1-2+1|=
—F -z 1]]=t =2 ~142—1 Z2+4-2 1=2+1
6 0o o
=0 o0 o0
o o o0
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40 MATRICES

Como la matriz A? conmutacon | [en la multiplicacién) :

At 2= (AZ4 1) (AT 1) = (A241)0=0 = |A%= (2=

fUniv. de Ledn)

El producto de matrices cuadradas verifica la propiedad distributiva respecto de la suma, luego:
iP+Q)¥ = (P+Q}(P+Q) = P2+ PQ + QP + Q2

si PQ noesiguala QP: P2+ 2PO+ 0%+ (P+Q)2.

La igualdad del enunciado sblo se verificara si P y Q, ademds de ser cuadradas, conmutan respecto
del producto.

fUniv. de Las Paimas ge Gran Canarial

Haremos la demostracion por el método de induccidn:

pera n=1: A'=2"1.A=a

R B LR EHE A

la férmula se verificapars n=1 y n=2, suponiendoque A" = 27 " A;

Al At A= VAR S22V AT T A= A ™Y o e AT

la es cierta también para n = h + 1. Estd demostrado que A" = =Y
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MATRICES 4°

1 o 0olT o o 1 0 O
Al=pat.a=12 1t Of|1 v @|=|3 1 0O
2 0o 1]l o 1 3 1
0 0
wieiy esios 1esultados podemaos considerar que Ah= |h 1 O
h 0 1
10 o]t o o 1 0 0
v de aqui AT=pa"a=|h 1 o||p 1 o]l=|lh+tr 1 0
h 0 1 1 0 1 k+1 O 1

que tiene la misma forma que A"

1.0 O 1 o 0
Estd desmostrado por induccionque A" = |h 1 0| ;lueca: A= lioo 1 0
h 0 1 00 a0 1

{Univ. de Cantabiria)

1T 0 1 10 1 1 0 2
A=1lo 1 of|lo 1 0l=|o 1 o] ;
o 0o 1 o 0o 1 g 0 1
1T 0 111 0 7] 1 D 3
Al=pATA=0 1 o||l0 1 O|=1|0 1 O
o0 1]0 0 1] 0 0
f {7
lafarmula A"= |0 1 O se cumple para n = 1,2 y 3; suponiendo gue también se cum-
o o 1
plepara n = h:
1 D h . 1 0 h 1 D0 1 1 0 h+
A"=lo 1 ol = A"=A"A=|0 1 0| |0 1 o|=l0 1 0| =
o 0 1 0 o 11l lo o 1 o 0 1
también se cumple para n=h+1. T 0 n
Estd demostrado, por el método de induccidnque A" = |0 1 O
0o o
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42 MATRICES

1T 1 1 1 1 1 3 3 3
B = |1 1 1 i 1 1l=13 3 3|=38
11 1T 11 3 & 3

g3 = g%.8 = (38).B=3B"=3(3B)=3'8; B*=B’.B=(3"8).8=3"8"=-3%(3B)=3"8B
considerando estos resultados, podemos hacer la hipdtesisde que B" = 3" "B ()

de donde: g '=8".8=(3"""8).B=3"".B"=3""(3B) = 2"-8

Esta demostrada, por el método de induccién, que la formula (1] es cierta, luego

;_In—-'l 3n—l :3“—1
Bn. _ 3”‘113 = 3n—t 3n—l an—T
3'-1—1 an—l an—l

fm’u. de adrd, 1’

4 5 -11[4 5 -1 16-15+3 20-20+4 -4+5+0 4 4
A*=|-3 -4 1||-3 -4 1| =|-12+12-3 -15+16-4 3-4+0|=]-3 -3 -1
-3 -4 0]|-3 4 0 —12+12+40 -15+16+0 3-4+0 g 1 .=
4 5 —1][4 4 1 16— 15+0 16-15—-1 4-5+1
Al= AAT=|-3 -4 1||-3 -3 1| =[-12+12+0 —12+12+1 -3+4-1|=
3 -4 olLo 1 -1 |-12+12+0 -12412+40 -3+4+0
1 0 0
=10 1 0|=1 ; 428 = 142x3+2 = A8 = aT92XIT2 o AM2XE AT o
0 o0 1
4 4
3,42 2 _ 142 42 2 2
={AY) AT = MI A= |A*= A= |3 -3 -
0 1 =
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MATRICES 43

{Univ. de Madrid, 1997)

[a’+ be nh+bd] [1 u] [ah be+1 blatd ] [ﬂ 0]
s . = = —
ac+ed be+d? 0 1 cla+d) be+d?+ 1 0 0

a®+bc+1=10 R
bia + d) =0 (2)
cia + d) =0 (3)
d+bct1 =0 (4)

b=0 => llevandoestevalora (1): a®+1=0; a® =,

De {2): bla+dl=0 = (3] imposible luego b= 0
' a+d=0 => d=—a (5] P =

Con el mismo razonamiento, de {3) y (4] se obtiene gque ¢+ 0.

e I
De (1): be=-a"—1 == ¢c= a*—1

:  acadapar devaloresde a2 y b oblendremos

valor de ¢, porejemplo,para a =1y b=1: e=—2, yde {5) d =-1, resultando la martriz

e[ i
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44 MATRICES

- Um'v. de Alicante)

a) Matriz de la produccidn por min sto:

1 1.5 2 25 ~— longitud de los clavos
100 200 500 300] - clavestipo A

M= | 50 20 30 1 -— " ¢
700 @00 400 BOG) - ¢ " H

Esta matriz hay que interpretaria de la siguiente forma - por ejemplo, el elemento a5 = 30 sy
nifica que en un minuto se producen 30 clavosde 2 cm. de longitud del tipo O, el glemento a,, =
= BO0 significa que en un minuto se producen B00 claves de 1.5 cm. de longitud del tipo H.

Matriz de los precios de los clavos sealn su longitud y tipo!

A Q H
0,20 0230 040

tipo de los clavos
clavos de longitud 1

i 030 o045 080 - " ¢ " 1.5
040 060 08O —-— " ¢ " 2
050 075 100] = " 2.5

(by, = 0,60 significa que el clavo del tipp Q de 2 cm. de longitud vale 0,60 pesetas)

b} Si M esuna matriz de dimensiones 3«4 vy N unamatriz 4 » 3, las dimensiones de M- N
werin 31 3

Si alos elementos de M los simbolizamos por a, .alosde N por b, v alosde M.N por ¢ :
cy =8, b, *a b, ta,b,, +8,,b4 = 100.0.20+200-0.30 +500.0,40 + 300.0,50 = 430 =
gl importe de los claves del tipo A producidos en un minuto es 430 pesetas

Caq = 8y By T8yl Ha b T oy by, = 50.0,30 +20.0,45 +30.0,60+10.0,76 = 495 =
el importe de los clavos del tipo @ producidos en un minuto e 49.5 pesetas
€33 = 83,0, 4T 35,b,5 F a5, b, +a,, b, ,=700.0,40 +600-0,60 +400.0,80 +800 - 1 = 1760 =
el importe de los clavos del tipo H producides en un minutoes 1760 pesetas.
c) Lamatriz N.-M es de dimensiones 4x 4. Simbolizaremos sus elementos por d
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MATRICES 45

dyy = by, a,, +by,a,, +ba, = 0,20-100+0,30.50 +0,40.700 = 315 =

"

el importe de los clavos de 1 ¢m. producidos en un minuto es 315 pias,

Azp = Doy y5F byydyy + byy 8y, = 0,30-200 +0,45.20 + 0,60.600 = 429 =

el importe de los claves de 1.5 om. producidos en un minuto es 429 pesetas.

dyy = by 83 Thy,a,5 b a = 040.500 +0,60.30 +0,80.400 = 538 =

el importe de los clavos de 2 cm. producidos en un minuto es 538 pesetas.

Gga = byy8,4 Thya,, Thyya,, = 050-300+0,75-10+1.800 = 957.7 =

el importe de los clavos de 2.5 om. producidos en un minuto es 957,7 pesstas.

i Univ. de Cadiz)

Emplearemos el método de Gauss:

{1} 1 m 0 #) 1 0 0 1]
{2) 0 1 m Q| 0 1 0 ©
il
(3) o o 1 m| 0O O 1 0
(4 0 o o 1 o 0 0 1
{1 1 m O O 1 0 0 ©
23 0 1 m 0 0 1 0 o0
i
(3)=(31-m{4) | O O 1 0 0 0 1 —m
(4) 0 0 o0 1 0 o 0 1
(1) 1 m 0 0 1 0 0 ©
29 =(2)=mi39| 0 1 0 o 0 1 -m m
(3] g 0 1 0 0 0 1 -m
(4) o o 0 1 0 0 o 1
M=(1)-m23 {1 ©O 0 0O 1 =m m -m?
{2 0 1 0 o 0 1 —m m? £
(3 0O 0 1 0 0 0 1 —-m
4] 0 0 o] 1 ¥ 0 0 1
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48 MATRICES

f * , f

o oo - (=T = = oo QO - oo O —
e o 0 oo — o oo — o 00 ~ ™
o~ 0O g o - o 9 Qo — .__l"z [ =] o - -I"...‘ .ﬂ
-0 o o - o o= e T = ] - O ~—iM

— DT ™ — o uyied - 0 N wiN .In.u..__hT.‘
I

o4
o — ™ T R = [ T BT TN I e 255“20
| i
o 4214 T ow o 4mﬁﬂ 4...,m_...u_ﬂ
s
=
nm_. ™ o T = T o~ =] Na o D NOoO o O
& | | | alk -
—_— — ——
=
m p —
] - o o —-Tr =
m + = & e =
u ] — ) A
88 = W 7
L ST S \
m. W < =g
— - = - — -
E -58% cthbh% EabhET Zhe =

10
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MATRICES 47

(1Y) = H‘I-%li'l -2 0 0 0 'z'% "‘% “gﬁ _';_5
{2) = (2 +2(3™) 0 1w 0 0 % %‘ % ‘% ==
(3) 0 o '% o | -3 'T?:u % ‘E
L - % (1”) 1 0 0 o0 ‘”z?g zis zzﬁ 51'_.5
(2" = %:2"] 0 1 0 O 2“5 -2% 51 --2%
{3“"!=—§ (3 o o 1 © % 2_"5 _E?E zis
(4°") = 2—:":5 (4) 0 0 0 1 % ~§?5— 21,’5 %

(Univ. de Castilla— La Mancha, 1991)

Veamossi A tiene Inversa:

(3§ 1 a o111t o 0 (1 1 0 0|1 O O

2) 1 2 o0o|lo 1 o] — (21=12)-11) o 2 o|l-1 1 0o|—
3 1 2 4]0 0 1 (3) =131 —1(2) o o alo -1 1

) 1 0 0 1 0 0 1 o o0

. 1 1 -1 _ |1 1
2") = 5 @) o 1 0|-3 3 I: = AT = S = 0
1
3= 13 6 o 1] a-+ <+ I -
4 7 4 0 -3 3
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48 MATRICES

AX+B=C = AX=C—-B == A '(AX)=A"IC=B) = (A AIX =1IX=

1 0o o]f2 o o 2
T

Xx= |3 3 0|2 4 2|/=]o0

Y 1)lle o 2 =k

=3 % 2

1T 3 2 1
Sean E=l:4 JvC—[s 3}
Veamos si C tiene inversa:

1} [2 1‘1 0

(1) (2
(2)=2121—-5101) |0

(2) 5 a|lo 1
(1 =(1) -2 [2 0 6 —2) 11"}=%m
2’) 0 1 |-5 2 {2')

- 3
la matriz C tiene inversa, siendo C ' = [ X 2]

il

A=BC!

I

Al -

3—15 -1+86
12-10 -4+4

www.FreeLibros.me

AC = BC™'=(ACIC™'= AlcC™") = A

X = A" (C-B}|
0 o
2 1
4 8

fLiny. de Madrid)

1 1 n) o
1 -5 2
] 0 3 -1
—
0 1 |-5 2

= A



CAPITULO 3

DETERMINANTES Y MATRIZ INVERSA

CETERMINANTES.

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Se llama determinante de la matriz A al polinomio cu-
v=% 1erminos son todos los posibles productos de n factores tomados entre los 0 elementos de A,
s= modo que en cada término haya un solo factor de cada fila y un solo factor de cada columna, v
sf=ctando a cada término del signo + o del — segun que las permutaciones de los indices de las filas ¥
#= columnas sean de la misma o distinta clase,

3¢ recuerda gue entré las n! permutaciones que se pueden formar con los 1 primeros nimeros naturales. ss
g permutacion principal a la permutacien 123 ... . n.

En otra permutacion cualguiera, s dice gue dos elementos forman inversidn euasndo #stan en orden contrario gue
= 3 parmutacion principal. Se dice gue unz permutacion es paro imoar séglin sea par o impar el nomers de sus in-
DR,

Parz hallir ¢l numera de inversiones de una permutacion basts con comparar cada elementa con todos los que
= sguen En la permutacion 3214, el 3 tarma inversion con el 2 v con &l 1.8l 2 forma inversivn con &l 1, v &l 1 no for
== owersion con el 4, Hay, pues, tres inversiones, par tanto la PErmutacion &8s impar.

Farz hallar el signo de cada terming del determinante. se ordenan las glementos gue en &l interviensn sscriblendo
&= poumer lugar ol gque pertenece a la primera fils, en sequndo lugar el de ls conunds fila v asi sucesivamente hasta eicri.
por &l de la ultima file, De este modo, la permutacion correspondiente a ias filas serd 3 principal, gue os par_ v solo
=aore gue estudiar la permutacion correspondiente a las columnas.

El numero de términos de un determinante de arden n es nl
El determinante de la matriz cuadrada A de orden n se simbaliza por |A| . o por det (A), o
s=crbiendo los elementosde A entre dos rectas verticales:

Byq Bygees By
Al=det(A) = [o21 322 - 8y,
a1'|'| an? * ann

Determinantes de segundo orden.
Aplicando la definicidn:;
bt B
= 8y BT 85 8y,
B2y 833
Un determinante de segundo orden es igual al producto de los elementos de la diagonal principal
=enos el producto de los elementos de la diagonal secundaria.
3 _q|
=3 T —{~4).2 = 3+B = 11

2 1)
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Daterminanta de tercer orden,
Aplicando la definicidn;

84y By3 843

= + + - -
Byy 833 8,5 T 8y By 853 T 5 85 Byy Ty 85585783 85,8, 3

11 93385578, 85 33y
Byy Bap B4y

Los terminos can signo + son el formado por los elementos de la diagonal principal y cada parale-
la a ella con el elemento del vértice opuesto, Los términos con signo — son el tormado por los elemen
tosde ladiagonal secundaria y cada paralela a ella con el elemento del vértice opuesto. (Regla de Sarrus)

2 3 4
-1 5 G| =7-5:9+4. =1 B+FB[-TN—4-5.(-TN-2-6:B—-3F:(1-1}-9 =
—7 8 8

a Q0= 32 = 126+ 140 =86+ 37 = 3

Propiedades de los determinantes:

1. Un determinante que tiene todos los elementos de una linea (fila o columna) iguales a 0, es
igual a 0.

2. Un daterminante que tiene dos lineas paralelas iguales es nulo.

11 i 2
1] 1| =0, por tener la primera columna y la tereera iguales.
& B B

3.Un determinante en el que los elementos de una linea son maltiplos de los elementos de una
paralela a ella es nulo.

4 =1 3
— B 2 —8| = 0, porgue lasegunda fila es lgual & la primera multiplicada por =2
5 7 4

4. Un determinante en ef gue los elementos de una linea son combinacion lineal de |os de otras
lineas paralelas a alla es nulo.

4 d a+2d

o

S b+2e

= 0, porgue la tercera columna es igual & la primera mas dos veces la segunde
c f c+2f

5. El valor de un determinante no varia si se cambian las filas por las columnas sin alterar el orden

relativo de los elementos de cada una. Es lo mismo que decir gue el determinante de una matriz cua-
drada es igual al determinante de su matriz transpuesta; |A | Al
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6. Un determinante no varia al sumar a los elementos de una [inea los correspondientes de otra
paralela a ella multiplicados por un nimero A, los de otra multiplicados por u | etc.

a i] C #+3p—2c b «
d @ fl = d+ 38— 2F @ I
h | g +3h-=2| h |

7. Sise cambian entre s dos filas (o dos columnas), el determinante cambia de signo.

b [ b a o
d B i = | & d f
q h il h a

B. Si se multiplican todos loselementosde una fila (o de una columna) por un mismoenamero A,
el yalor del determinante queda multiplicado por 3,

| & b c fa 5b c
|

- | d v f = |d Ea ¥ = B IAl
Ig h i ] S5h i

9., Si en un determinante todos los elementos de una linea son multiplos de un ndmero A, se
puade sacar oste nOomero coma factor.

Ba —db < a 1] C
B —de 1| = B:-(-4) |d g f
By — dh i q h !

10. S se multiplican todos los elementos de un determinante |Al de orden n por un mismao
numero A, el valor del nuevo determinante es A"-|Al. Equivale a decirque 1A -Al= A"- 1AL

a i} C S5a 5h Sc
[a! g e 1| == |sd s& s1| =5%IAl
e h i 5¢ &  5il

11. 5i los elementoes de una linea constan de h sumandos, se puede descomponer el determi-
nante en suma de h determinantes que tienen iguales a @l las restantes lineas, y en lugar de aguella

la formada por los primeros sumandos, por los sequndos, . . ., v por los h—&simos respectivamente .
By "'1' bz, a d %y & d Wy it d :'I & d
12 . ¥o + !2 [ o = x5 | ] [ + ?J, b - L 24 b &
Xy + ¥y + ¥4 c i Ny [ = ] ¥ c f zy © f

Por ser identicas las segundat columnas v las terceras
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2 -3 1 3 -3 1 2+3 -3 i
1 1} 7 + 4 ] 7 = 144 (1] 7
3 -2 4 68 -2 4 |3+6 -2 4|

12. El determinante de una matriz triangular es igual al producte de los elementos de la diago
nal principal,

= a-!-!‘l--]

0
8
t
g

rF o'a
-_—aa o

a
b
[
d
Esta propiedad, junto con la 6. , nos facilita el cdlculo del valor de un determinante, transfar

méndolo en otra igual a 8l que tenga nulos los elementos situados por encima (o por debajo] de la
diagonal principal.

(2 @ 4 1 (2 =120-2011 (3) (4" = (4)+301)
1 2 o —3‘ 1 o 0 0|
2 1 3 3| | 2 -3 3 9
3 4 -3 _a‘ 3 —2 -3 1

] 72 4 Z =1 4 a -1

i (2 [31=(31+@2) @@ =@ @h+329 11 2% 13 ) = 4 -3

10 0 [ 10 0 0]

| 2 3 o 2 z -3 ¥ Ol -1.(-31.1-513=45
-2 5 -5 a -2 -5 0
-1 4 B 11 | 4 g 3

13. E| determinante del producto de dos matrices cuadradas A vy B, de qual arden, es igual

al producto de los determinantesde A yde B: |A Bl = |a] . [B]
2 1 0 o
A=10 3 & ;. Bi= -3 2 1 D lAT==12: IBI=1Y = [AlIBI 132
0 o0 -2 . 4 & 8]
2 3‘| 10 n] 1M 17 25
A-B= (D 3 5 -3 2 11 = [ 11 31 43
lo o —a] 4 5 BJ -8 —-10 -16.)
o7 %
IABl=| 11 31 43| = 11-31(=16)+ 17-43. |8} + 25-17-(—10) —=25-31.(-8) - 17+ 11+ (=18} -
-8 -10 —16

—11-43.{=10) = — G456 ~BE4E - 2750 + G200 + 2997 + 4730 = - 132

14. Todo determinante nulo tiene, al menos, una fila (y una columna) que s combinacion
lineal de las restantes.

B el 3
4 —fF =5|=8+110-216+156—-00-8 =0
11 =18 -1
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(81 21 {3 (1) (29 =1{2)+201) {3 =13} =311 (4]] (2 (@ =2F)+ 172
K& ~2 3 1 ] 0 1 5] ull
4 6 5| =| 4 2 —17 = |4 2 l.'I| = 0 ==
CR TR T 1 a _a4 "no 4 ol

7
(39 = 213 = 3N+ #2000 ] =213 42801 £ 1712) =0  => (I =-—141)- '3- 2]

17

& tercern columna e igual 8 1a primera multipliceda por — 14 mas |a segunda multipliceds por  — ? .

Si sparamos sobre bas Hlas obtendremos que a tercera fila es igual a la primera multiplicada por 2 més |a segunda
myl tipliceds por 3.

Menor complementario de un elemento. 5ien un determinante | Al de orden n se suprimen la
fila de lugar i v la columna de lugar |, se obtiene un determinante de orden n—1 que se llama menor
complementario dei elemento a . Se simboliza por o

] a B
i1 Mz B33
Gz Byg T
Al=lag a5 23 g i %ep ~ |
& & i@ Byl
dqy Bag gy 3= ad N b+

Adjunto del elemento 8, .88 igual al menor complementario del elemento g, afectado del signo

. L - v - - L
- 0 — segun gue |+ | sea par o impar. Se simboliza por A,I. signdo Au = (=1} .
o 1] K] a n
n 12 13 2:1 3 313 143 21 a2
Al= |8y By 2a5| ¢ Ay =111 rag,=- Apg=i=-11 -aq=
82 Ay Ap

By B By

Desarrollo de un determinante por los glementos de una linea. Un determinante es igual a la suma
de los productos de los elementos de una linea cualguiera por sus adjuntos correspondientes.

8y 845 843 By
By Ay, By By | [N A ta Apta s Ata Ay
By, By; 833 8y, 85 A Tay, Aggtay, Ay Ta Ay,

g1 Byg By Ay

Esta propiedad facilita el cdlculo de un determinante de orden n &l poderlo expresar como
uma de determinantes de orden n—1, éstos a su vez se expresardn en funcidn de otros de orden
n—2, ste. Asi se llega a expresar el determinante primitive en funcion de determinantes de segundo o
tereer orden

Desarrallando por [os elementos de la primeara fila:

R =0 1 3 2 2 3 3 2 1 3

j ; ; _: =1 |4 -3 | -2| 3 -3 8| —-3)| 3 4 -3 = (6+48-28+18+
B 4 o | <

S 2 2 1 4 2 12 4

=32 24— 212+ 36+24 —94+54 181+ (I + 1B+ 3+ 12+12 - 12) =20-2(85] + 3{65) = 45
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La suma de los productos de los elementos de una linea por los adjuntos correspondientes a los
elementos de una linea paralela, esnula. Si A =1(a i} &8 una matriz cuadrada de cuarto arden:

8y Ayt e Agpta g Agta AL =0 A3 At ey A tag Ay a0 AL =0

Deterrminante de Vandermonde. Es el formado por las potencias sucesivas de n numeros distintos:
a b, c, ..., a h ordenadas del siguiente modo:

1 1 1 1 1
a b c g h
D=1 p2 2 # K
arl—l b"—1l it IS gn-'l &
Es igual al producto de todas las diferencias obtenidas restando cada nimero a, b, ¢, .g.h, de
todos los que le siguen:
D=(b—a)lfc—al...lg—alth—al-{eb)... [g—b)llh—b)...lg—c){h—c).. (h—g

o 1|
2 4 7

22 4 7?7 ¢
2% 43 3 g

2 (-2 [T-210-2117-4NP-4){83-7) = 2.5.7.3.5-2 = 2100

Matriz singular. Se llama asi @ la matriz cusdrada cuyo determinante es nulo.
Matriz regular, Se |lama asi a toda matriz cuadrada cuyo determinante es distinio de cera.

2 T =1
M = [3 5 2“ r Ml=10a+24-21+20-28-9a = a-5

Lamatriz M essinguiorsi a = 5, yesregularsi 8 = 6

MATRIZ INVERSA.

Sea A una matriz cuadrada y regular, de orden n. Se llama matriz inversa de A, a la matriz
cuadrada de orden n, que se simboliza por A ' tal que:

A-Aa'=a"".a=1

n

La matriz A tendrd inversa si y solo si es cuadrada y su determinante es distinto de cero,

1 BBy [A11 Agy - By
P By Byy...85 i AT 1 A,Iz A”._ An:
........... |- e e e
8,y 8.a-0.8,, Agn Ag . AL

En la préctica, para hallar la matriz inversa de la matriz A, se hacen los siguientes pasos:
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12, Se halla el determinante de A, Sélosi |Al # 0 secontinua, puessi [Al=0 no existe la
matriz inversa de A,

2%, Se escribe la transpuesta de A,

39. Se sustituye cada elemento de A' por su adjunto y se divide la matriz resultante por | A1,

1
2 1'[ . T2 & o [a 5 8
Sea A= | . |Al=8-3=5; A'= AT s 2 =
3 4] 1 4 55__3 2 -3 2
5 5
[ 1 ul_r:l o (o0 ]
- s 1l le 1| lo s
Sen A i - Al=2: A 3 :13_; g A e "3_2| lz —2_i2 8
a'_zéﬁ"""ﬂﬁi'"551ﬂ1us
3_21 lz—z ‘s 3
L 11 ol lo ol o 1
Tt o o 1 o o
7
=4 |13 = = |_13 T =
=5 |-13 2 -0 3 5
2 o 2 I B

Si la matriz cuadrada A es de orden mayor que tres, el calculo de su matriz inversa suele ser ma-
nos laborioso por el metodo de Gauss.

8i A y B son dos matrices cuadradas del mismo orden y regulares, se verifica;

- A

I = =
|ta.8) "= B

Si A esunamatriz regular, la transpuesta de la inversa de A esigual a la inversa de |a transpuesta
de A:

A~y = ah)™

La matriz inversa facilita la resolucién de la ecuaciones matriciales del tipo AX =8 cuando A es
una matriz cuadrada regular:

AX=8 = A'Aax)=a""8 = (ATAIX=A""B 2> IX=A""8 > |x=,a,“g_

) [3 1 B 1 13
Sea reslover la ecuacibn AX =B . siendo b= y B=
15 2 o 1 23

Seqin hemos visto, coma (Al = 10 X = A 'm

Hallamaos la matriz inversa de A
, 3 5 1T 2 = . 2 v} [e 1 13 2 1 3
A = - T ; A=ps A= E
12 L -5 3f {10 1 23] |0 -2 &

Los sistemas de ecuacianes lineales de igual nimero de ecuaciones que de incognitas, en los que la
matriz de los coeficientes es regular se puede transformar en una ecuacién matricial del tipo anterior:
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BHK+ 31:""""31:4

1:-=+ azzyr+ 3,52 = h2
84, X+ By ¥ + 2532= by

ecuacion que podemos simbolizar asi:

Si lAl=0:

Bea resolver el sistema

El sistema se puede escribir de la forma

1 -2
1 3
2 5

axiste la inversa de A, y porlo tanta AX =

Hallemos la invarsa do A;

| 2'|
Al=|-2 3 5
i3
® 2 13
¥| = 0 2

= b‘
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8, 83 93 X b,
- 83y 83 833 Y| =|b;
3y, B3, 3] |% D4
AX = B
AX=B => X=A'B
1—2"""" 2 Tl
x+3dy + 2= 3
2:+5~p+-iz:5
-1
{3 AX = B
L o
1
2| = 12-8+5-6-10+8=1+0 =>
4
B = X=A B
(3 s |2 5 |2 3
|2 4‘_1 4| '@ 2| ra 13
- P 1
A‘:ll-' zi 2| -‘ H 0 2
4| 1 al 1
’ -9
‘1 2f |1 2 \1
L 13 sl |2 s -23|J
—d —3 21
2% al=| 1 = x=2, y=1, 27~
5J 5] -1

-7
-1/



PROBLEMAS

- Univ. de Madrid)

La tercera fila es igual a la primera multiplicada por 2, o sea que el determinante tiene dos filas pro-
porcionales, por tanto es iqual a 0.

{Univ. de Madrid)

Sacando factor comin: a de la primera fila, b de la segunda y bc de la tercera:

be —-b a
D = ab®c|-be Z2b. —a
be —-b Ja
sacando factor comin : be de |a primera columna, b de la segunda y a de la tercera:
1 =1 1
D = (ab%c) (bca) |-1 2 =1| = ab*c? (B+1+1-2-1-3) = [2a%b%c?
1 =1 3

fUniv, 28 Latin)
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En un deter minante de orden n, el menor complementario del elemento a, es el determinante de
orden n=1 gue resulta al tachar, en el primitivo, la fila | y la columnaj.

En un determinante de orden n, &l adjunto del elemento a es igual al producto de (=1)""' por &l
determinante de orden n—1 gue resulta al tachar, en el primitive, la fila | y la eolumna .

Si desighamos por «; el menor complementario del elemento a, vy por A el adjunto de a, se ve-
riticard:

= i)
Ay = 1=11 ey
si i+ ] &sun ndamero par: A, =,
Ll LE L L e immr: A - '_'ﬂ

Restando la primera fila a todas las demds y desarrallando después por |os elementos de la Gltima
columna;

T T T « B b
e g i R L LI = (-Dabe = abe]
0
0 0 ¢ O R

{Univ. de Cordoba)l

Sacando a factor comin de los elementos de la primera fila, b de los de la segunda v c de los de

la tercera:
1 a &
D=abe|1 b b2
g et
restande la primera fila de las otras dos:
1 a a’

D=abc|O b-a b?-g?
0 E—a et—aT
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desarrollando por los elementos de la primaera columna:

b-a (b +a) (b~a)
D= abe-1.

c—a e +a)le—a)
sacando factor comin (b—a) de los elementos de la primera fila y (c —a) de los de la segunda fila:

1 b+a

D = abe (h—a lc—-a) = labe b—3) (c—a) (c b))

c+a

Se podrian haber simplificado los calculos considerando que el determinante que queda después de
ia primera reduccion es yn determinante de Vandermonde.

fUniv, de Madrdid, 1991)

Sacando 5 factor comin de la primera fila, 3 de la segunda v 7 de la tercera:

1 1 1
D=537 b &
a® B

el determinante gue nos queds es un determinante de Vandermande:

D =106 (b—a) c—al (c—b}

Es un determinante de Vandermonde, por tanto:

D = (log 30 - log 3) (log 300 —log 3] {log 300 — log 30] = log %aq E__:'-i-mg % -

= log 10-10g 100105 10 = 1-2.1 = | 2]
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(Unjv. de Salamanca)

Restando & la primera fila la cuarta y a |a sequnda a tercera:

st —b? 0 0 b? —a?
0 a?—h? p?-a? 0
D=
ab b? a? ab
b? ab ab at

sumando a la cuarta columna la primera, y a la tercera la segunda:

a® —b? 0 0 o

= 0 a?—t? 0 0
ab b? a’+b? 2ab
b® ab Zab a+b?

desarrollando este determinante por los elementos de la primera fila, asi como el resultante:

al _b? o o al+b® 2ab
D = (a?—b®)| b? a?+b? 2ab | = {a®=b?) ia®—b?) =
ab 2ab  a®+b’ 2ab a® + b’

(a2 —b2)? [ (a2 +b?)? —4a®b?| = (a2 —b%)? (a® + b + 22707 - 4a%b7) =

(a?=b2)? (a2—b%)° = |a?—b?)"

ft/niv. de Zaragozal
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Sumando a los elementos de la primera fila los correspondientes elementos de la segunda fila
multiplicados por 3, el valor del determinante no varfa:

a+3d c+3f b+3e a [ b
D,=|-d ~f -& | = |-d —f -—e
g i h g i h

smcando (— 1} factor comun de los elementos de la sequnda fila:

a c b
D, =1-1|d f e
g i h

conmutando entre si la seqgunda y la tercera columnas, el determinante cambia de signo:

] b c
D'E,:{—‘]l‘-jl'd 2 f =D,I=|
g h i

Cambiando entre si , en D,. la primera y tercera columnas, el determinante cambia de signo ;

e d d e f
Daz c b al=1I1=1]a b c
i h g g h i

cambiando entre si la primera y segunda filas, el determinante cambia de signo:
a +] G
Dy = (=1 (=1|d ] fl=0D =1
q h i

fUniv, de Madrid)

Liarmaremos D al determinante.
Desarroliando O por los elementos de la Gltima columna:

- 1 0 0 —x 1 0 0O
0 —x 1 0 0 —x 1 o

= —_h R B T
D = {a—x). (=1} 0 O =x 4 + 1.f=1) 0 0 —x 1
g 0 0 —x e d c b

El primer determinante es igual al producto de los elementos de la diagonal principal, ya gue los
s=mentos por debajo de esta diagonal son todos nulos, El segundo determinante lo desarrollamos par
o5 slementos de la ditima columna:
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o
I

-x 1 0 - 1 0
la—x) (—x)*— (ht-n‘*‘ Bl A #4070 =% i )=
0 0 —x e d ¢

la=x)x* —b(—x) >+ (ex®P+e+dx) = —x +ax '+ bx*+ cx®+dx + e

{Univ. de Madrid)

8) Como un determinante &5 nulo s1 tiene dos filas (o columnas) guales, el determinante dado se
anulardsi x = 1, puesen este caso la sequnda fila es igual a la primera. Resulta de agui que % = 1 es

una raiz de la ecuacion,
b) También para x = — 1 la tercera fila es igual a la primera, luego x = — 1 &5 otra raiz de la

ecuacién,

{Univ. de Maerid)

Sumando a la tercera columna la sequnda, &l determinante no varia:

1 g8 b+c 1 a8 a+b4c
1 b c+a|l =1 b a+b4+c
1 c a+th 1 ¢ a+h+c

y este determinante es igual a cero puesto gue tiene dos columnes proporcionales, |a tercera es jgual @ la
primera multiplicada por a + b + ¢,

Haremos las siguientes operaciones:
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1?) Sacar factor comin a de la primera fila, b de la segunda v ¢ de la tarcera:
271 Multiplicar la primera columna por abe:

1 &' &f ;- a al ? a a be a a°
D= 2 3| =abe| ! 2| = | abc 2l =lac b b?

1 v} b b b b — b &}

1 & B % e ef E.:_': e e? &b ¢ &

fUniv. de Madrid)

Sumando a la primera celumna las otras dos, en el primer determinante;

a+h b+e e+a Zla+b+t+tc) b+e ¢ +a
D=|m+n o+l | +ml=|2m+rn+1) n+tl | +m|=
x+y y+2 z+x 2+ y + 2} ytz oz 4 x

a+b+tec b+c c+a
=2im+n+ | n+ | + m
x+ty+ z ¥y Tz It x

rermando & 1o sequnda v tercera columnas la primera:

a+h+c -3 =b
D=2|m+n + | -m =n
X +y -z —-x =y

- wme—sndo a la primera columna las otras dos

[ —ia —b
D=2]1 e 1]] —i
z —% —y

| sasaedo de la segunda columna y de la tercera factor comin —1;

i

c a 1] c a
D=21=1){=1)|1 m n|l=2|1 m
z P ¥ zZ X ¥

emercambiando la primera columna con la segunda y tercera el determinante no varia, pues tendremos
e zambios de gigno: (= 1).{=1) = 1:
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a ] c
O=2m n 1
® ¥ z

que &5 lo que gueriamos obtener.

Si los elementos del determinante D son + 1 & =1, los términos del desarrallo de D:

a b [
D= (d e f = aei +bfg +cdh — [ceg + bdi+afh)
q h i

pertenecen al conjunto {1,—11, luego los valores posiblesde D son 6,4.2,0,-2.—4,—6.

Cualesquiera que sean los valores de a. b vy €, sumando o restando z la segunda y tercera colum-

na la primera, (segin sean los signosde a, b y ¢} podemos reducir a 0 los elementos segundo y tercero
de la primers fila. El determinante quedarsd de la forma:

a o 0 a 0 o
D= |d exd fzxd| = |d m n| =almg—np)
@ hzg itg g B g

ae {1,—-1] ¥ m.g,n, p partenecen 2l conjunto [0, 2, -2, los valores posibles de D = almg—np)
son 8, 4,0, —4, -8,

De todo lo anterior se deduce gue los valores posiblesde D son 4,0, =4 y como existen valores
de D iguala 4, por gjemplo:

1 1 1
T | =4
1 I

el valor méximo gue puede tomar D es 4.

{Como curiosidad indicaremos que al poder ser cada elemento de O iguala = 1, la matriz D puede
tener 29 = 512 formas distintas).

A+E 111—2 2+Z -2 4| _|= 2
2 2|2+2 =3=1] 2| 4 2| | 2 1
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DETERMINANTES ¥ MATRIZ INVERSA. 6
, [-t=3 2-2 F T[4 o [4 0 6 0
2-2 3-1-1 o 4] [0 4 . 0 16

1 2 2 3 -2 -3 2
A= =3-4=-1; A= s Btelt = =B =
3 2 3 =2 1] | 2=

g '=A

{Univ. de Cat ancha, 199

S RN

bi Na se verifica, en general, que el determinante de la suma de dos matrices es igual a lasuma de
los determinantes de las dos matrices.

En este caso:

5 3
IAB+C| = = —-5+68 =1
¥ .9 = |AB+C|= |ABI+ ICI

4
lA-E]-I-lCI:I_E 2|-|-|I l|={12+1m+f—4-—3}z15

3 3
¢] IDl=—84-3=-7#0 == existe D7
4 )
-4 -3 7
n'= " . D_1=i = 7 7
1 -4 -+l-3 1 LR §
7 7

{Univ. de Castilla—La Marcha)
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La matriz cuadrada A tendra inversa si su determinante es distinio de 0.

t 8 =1
A= |0 m 3| =—m?+dm-3: IAI=0 = mi-4m+3=0 =
4 1 -m
o 4:VI6-12 _4:2 3
2 2 “-«-.1
La matriz A tiene inversasi m& (1,3}
1 0 = 1 0 4
Para m=2: A= |0 2 3| : IAI=1; A= g 2 9 :
la 1 -2 % & =2
[ 12 1] | a 1 0 2
L B, =y 9 -1 3
0 4 t 1 0 ! S
A= | - - Sl =] 2 -3
g ¥ 5 . -1 B % .9
0 4 14 1 0
2 1 0 1 a 2

S ftinivi o Ledn)

al 'IAI=|:3 g] =4-_3=1=0 == existe la inversa de &

AX=8 = A'axi=aA"a; ATAIX = IX=A"'B = |x=A""B
Hallemos la inversa de A

PN O T [ 2 -3
3 2 ' V.q - ) -1 =
% 2 =3I 1 2-6 2+3 —d4 5
—1 212 =1 -1+4 —-1-2 3 -3
—4 5| |2 3 -8+5 —12+10 -3 =2
bl X.A = = = + B
3 -3 2 -3 2-6 3 3

Esto nos sirve de comprobacitn de que el producto de matrices no es conmutativo.
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Univ. de Valencia, 19271)

P_ﬂ 12 15]
12 11 10

-6 3 3]-N==[1 z]
o L TR T -1 3

1 2
como [INI= 3 3| =3+ 2=5=0, N admite matriz inversa:

M+NA=P = NA=P-M => N'(NA)= N"'(P—M) => (N"'NJA=IA=]A = NP —M)]

[

Hallemos N~

2,
I
M i
&
| I
-
-
il
or]—

a n 13 6+9 g+11 12+13

i 3 -2 G g 12 1 18-18 27 -22 3626
de donde: A:E nE =

. Al =—abc = 0, A tiene inversa,

AX =B == A '(AX)=A"'"BE = (A 'AIX = A 'B=IX=|X=A"B

b o] |0 of |0 b
0 g 0 a 0 a 0
A = cl; b ; : Pl SN 0 8 . 0 e _[{0 Of)
a 0 O lAll]lo 0 a 0 a 0
0 ¢ 0 ¢ o 0
b ol lo ol lo sl
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‘1
1 L3

0 0 =—ab o o < 0 U-l-.d c
—ahcu_m o ? 5 0 = % ﬂg-ﬂ e =
1 t d

0 0 - 0 0 alg 0 H

fliniv. de Castilia — La Mancha, 1591)

Sea A.-X=B: o 1 2
-1 1 3| =12+2-8-5=1 =» lamariz A uene inversa.
=1 =b

A-X=8B = A 'AX)=A""B; (ATAIXx=A""B; IX=A""B; x:.n.‘?l

Hallemos la inversa de A:

P S [ = 1 1]
0 -1 4 $ =&l “iZn-kl iR A 2 3 1
: Y A o -1 4 0o 4 |0 -1]| i B 3
‘“‘“,1,3_5 Amgi= s 5] leok 2 3= =
a -1 4] |0 4] |0 -1 -3 4 1
L 1 =1 1 -1 1 1‘
-2 3 N[+ o0 2 o0 -0 8 i 0
Xx=A'8B=|7 -8 =2||-t 3 1 o] =|28 22 -2 0
-3 4 1]l-8 =1 4 o0 12 11 2 a

fUniv. de Salamancal

1 0 —
det (A)= |0 2 1] =1#0 = det {4} =1 = ‘A tieneinversa.
1 1 a
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AX =B4+C = (ATTAX)=(TAFTB +C) = [(A)-T[ANX= X = (A) ' (B+C)

Hallemos (TA} ':

2 9 o 1 Do 2
1 {}‘_1 ol It 1
A=A = ; g _: : {ta)-! = 1 ___D —1| 1 - _1 ¥
) det (' A 1 o v o 1 1
. A g
o - 1 =1 |1 0
| 2 1‘_1] 1l lo 2l
-1 -2 =1: i, =2]TT o 2 [g a o
== |-1 1 -1 X=|=1 1t =1||1 4 2|=|0 2 o
2=l 4 2 -1 2|lo 2 o [+ o 2

{Univ. de Valencia, 1991)

T @ 0O 1T 0 -1 1 1 1 2 2 1
Sea B=|0 2 D y €=10 0 0|l+2|2 3 0|=|4 6 O
T 0 3 8 3 -3 3 4 5 15 11 7

|Bl=B=0 == lamatriz B tiene inversa,

gA=C = B 'Ba)=B""'c = B 'BIA=B'C = 1A= [A=F'C
Haliemusﬁ": , =
7 0 0 0 a 2
0 3 0 3 0 0
1 0 1 6§ 0 0
o 0 3 6| lo 3 0o 3 0 o 6l 5 o 2
0 1 1 1 0
L 12 0o 0 0 o 2|
6 0 0l[3 2 1 18 12 6 i A
n=r*::=% o 3 o|lla & o :% 12 18 o|l=|2 3 o
2 o0 2llhs 1 7 24 18 12 4 3 2

La matriz A es regular si es cuadrada y su determinante no es nulo:
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70 DETERMINANTESY MATAIZ INVERSA

3 2 1 I 2 1 2 3
IAl= 12 3 0|l=]12 3 0 =1| |=—2+E=4*ﬂ == A esregular
4 3 2 g =2 =1

Sin calcular la matriz A podiamos haber estudiado sl es regular usando la igualdad BA = C:

B-A=C = a=3, b=23; lamatriz A escuadrada de orden 3.
12«3} im=bl  13,3)
BRA=C == IB:Al=IClI == IBI.IAl= 1CI

3 2 3 2 1 4 6
IBl=6; ICi=|4 6 0| =|4 & 0| =1. 31=-12+.3s=24
15 11 7 6 -3 0 e =

Bl-1Al=I1ClI = B-1AI=24 = |&l=4=10

fUniv. de Madrid, 1991)

a b a C 1 0
A+Al=21 = + =3
e d b d ] 1

det (A) = 2 => ad—be = 2

2a = 2 A=

b+e =0 b= —-¢ b=+1

dd=2 | d=1 =
ad—bc =2 1 1—-felc=2 ; ¢?=1; c=21

fUnFm adrHJ

b
] {a matriz pedida, tal que P = 0.
c
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B=P'AP = PB=PP'AP} = (PFFT)AP = IAP = AP =

F1 b 4 — 4 -6 a b d4a+6Bb —-3a—56b 4da—6h 4b—Bc
el = =
B el |6 -8 3 5] |b c 4b+ 6c -—-3b-5c 33—-5b 3Ab-5¢c

4a +6h = 4a—6b Bb=—6b, b=0

—3a-— = = 2c 0O
Ja—ab 4h=6e = 3a=6c,a=2c == P = LoD
4b+6c = 3a—5b 0 c

—3b—-58c = 3b-6¢c

{Univ. de Salamancal

det. & =1, det. B =1 = A ¢y B tienen Inversa.

AXB+C =D = AXB=D-C = A 'jaxpiz"'=a""'tp-ca™’

(A“TAYXIBET) = (X1 =X = AT {D—g)B”" |

Hallemos las inversas de A y B

a [t = 4o s BB 9] p u]
= — = — =
0 1 L L0 R T T B B
11 =1 g -1 o 1
o 1 0
1 0 0 vl ’ 1T o o
E*_[n 4y :}B“:%—“ 0 ;? 4T 9l -lo 1 o
o 0 1 e St o 1 1
0o of |10 1 0
1 -1 o-1| fo 1]
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AR R

Q
_ 1 2l 1] [ sl 13
Al= A A= = =
1] 1 a 1 (4] L] 0 1
Por la forma de A? y A% podemos suponer gue:

e ] el L H

¥}
estd demostrado, por induccion, que e [I nl

R 1 0 - 1 1 —n 1 —n
A" =1 A" = T T =
no1 Tle 0

1

" (Univ. del Pai Vasco)

Il 1
det. A = =2Ixl— Ix—2
Ix—21 2
fix) poralosvaloresde x gue hacen fix) = 0
Considerando que |11ix)| =
—fix) para losvalores de x que hacen fix) < O
b1l i pars: Xl || = —x i; ®l=%
-x " =<0 0
#—2 para x> 2 2
Ix=2| = i
lx—2|l=—x+2 | Ix—2i=x—2
I

—(x-2)=—x+2 para x<2
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2—w)— =% +2)=—x—2 para —o<x<0
det. A=2Ixl-x=2|= 2x —l—x+2}= -2 " 0D x<2
2x —|x=2) = =+2 " 2= x4 +m

La matriz A no tendrd inversa para los valores de x en gue se anule el determinante de A,
Enelintervals |- 0f: —x—2=0 == x=-2

Enelintervale [0,2[: 3Ix-2=0 = x:%.

Enelintervalo [2, += | no hay ningin valor de x queanulea x + 2 (el valor —2 no pertene
= & dicho |ntervalo),

La matriz A no tiene inversas) » esiguala —2 & a %

s, e
i de Madrid)

La condicion necesaria v suflciente para gue una matriz tenga inversa es que ésta sea cuadrada y
=y su determirante sea distinto de cero.

Tal y como estén redactadas, fas afirmaciones al y bl no son equivalentes:

Si A y B tienen inversas, son matrices cuadradas, pero si son de distinto orden no existe AB.

Si AB tienenversa s una malriz cuadrada, pero puede gque A y B no sean cuadradas, por ejem-

fes U
1 0 utl
A=
0o 1 1 1 0 -1] |2 B 2 2
= AB= 3 6| = 3
2 5 B ¥ 4 7 7 13
B - 3 6 * '

4 7 -2 =2
] : u

4Bl =
713

A.B tene inversa, pero A v B no tienen inversa por no ser matrices cuadradas.
Si el enunciado hubiera sido: Siendo A4 y B mv radradas del mismo orden estudiar i son

ssuivalentes las siguientes alirmaciones:
al las marrices A y 8 tienen inversa
Bl AB tienen inversa

& 2512 caso si son equivalentes. En efecto:

A B y AB son matrices cuadradas
Si AyBtieneninversa: Al Oy [Bl=0 = |AB| =/AlIIBl= 0 = AB tiene inversa.
S AB tieneinwersa (AB|+0 = |ABl= Al IBl=0 = 1Al=0y IBl=+0 = Ay EH

mENen Inversa.
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SR i o

o S i e i
fﬁ? gﬁmiﬁ” A, B y C matrices cuadradas dgl misma orden, unhrduquaﬂa AB = A&’mm&ﬁ
&N 10do caso que sea | E=ﬂ.ﬁ§ﬁ””Wﬁ quesi [Al#0, fs&pusdmﬁte‘ﬁwhﬁﬁ

. S
%’ e R e
Wi - Ao

{Univ. de Madrid)

Por ser A cuadraday |A' = 0, A tiene inversa.

Multiplicanda, por la izquierda, la igualdad AB = AC por A~':

AB = AC => A '(AB) = A '|AC) = (por |a propiedad asociative del producta de ma-
trices}

[aﬂ._1ﬁ.}ﬂ = (ATAIC = [por ser & "A = I, matriz unidad)

[-B=1.C = B=2EC
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CAPITULO 4

RANGO DE UNA MATRIZ

RANGO O CARACTERISTICA DE UNA MATRIZ,

Sien una matriz A de dimension m = n  se suprimen a filas y b columnas, se obtiene una ma-
wiz de dimensign [m — a) =« (n — b) que se llama submatriz de A, 5 la submatriz es cuadrada de
arden h, o sea, estd formada por los elementos comunes a b filas y h columnas, su determinante es un
menor de arden i de A

S5i en la matriz

2 1 3 4 8 o0
A~ |5 0 1 2 85 1
in 6 7 8 2 4
g 0 3 2 1 )

s suprimen la fila segunda, v las columnas primera y cuarta, se obtione la submatriz:

P i 8 0

IE 7 2 4

(O 3 ] a8
farmada por 1o elementos comunes a las filas primera, tercars y cuarta, v a las columnas segunda, tercera, guinta v sex-
a

3l se suprimen fa fila segunda, v las columnas primera, tercera v Cuarta, se obtiens la submatriz

1 8 o
H= |8 2 4|
o 1 8

formada por los glementos comunes a las filas primera, tercera y cuarta, v @ las columnas segunda, quinta v sexta Su de
mrminante:

[ &8 o0
IH|= |6 2 ni
0 1 Bl

= un manor de orden 3.

Como ls dimension de la matrdz A e 426, de A podremaos formar menores de orden 1 (31 se toman los elemen-
04 comunes a una fila y una columnal, de arden 2 (sl se toman los slemen tos comunes a dos filas v dos columnas), de
orden 3 (s se toman los elementos comunes a tres filas y tres columnas) v de orden 4 {si se tomanios elem entos comu-
=5 3 cuatro filas v cuatro columnas).

Dado un menor |H| de una matriz A, formado por los elementos comunes a h filas y h colum-
nas, se llama menor orlado de 'H| a todo menor deorden h + 1 formado por aquellas h filas mds
otra cualquiera de las restantes filas y por aquellas columnas mas otra cualquiera de las restantes co-
SiMINas.
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Enlamatriz A del ajemplo anterior, podemas orlar al menor de arden 3¢

! & 0
IHI= |6 2 4
g 1 B

con la segunda fla v las columnas primera, teréera y cubrta, obteniendo, respectivaments. los menores oriados da orden 41

1 8 0 2 1 8 0 3 1 o 4
8 2 4 a‘ ; 8 2 4 ?‘ ‘E 2 4 9
0._1_.8 s‘ 0_1_.8 3 o 1.8 2
0 5 1 5 0 5 i 1| 0 5 1 Fi

Si todos los menores de orden h de una matriz son nulos, también son nulos todos [os menores de
orden superior a h,

Todo menor de arden b+ 1 o podemos desarroliar por los elementos de una flla (o columna), v vendrd express
do por una suma cuyos sumandos son o producto de un ndmera por un menor de orden b lgue por hipStesis s nulo)
luego |2 suma es nula

S son nulos todos los mengres obtenidos orlando un menor  (H| = 0 de orden h, con la fila de
lugar i y cada una de las columnas restantes, dicha fila es combinacion lineal de las h filas que determi
nan | H . (lgual si se trata de colurmnas)

Si no se puede orlar el menor 'H| = 0 deorden h, por no existir columnas distintas de las que
han determinado dicho menor, todas las filas gue no figuran en (H| son combinamidn lineal de lash
gue determinan  [H . (lgual si se trata de columnas),

Si la matriz A es cuadrada vy su determinante es nulo, al menos una de sus filas |y una de sus co-
lumnas) es combinacibn lineal de otras filas (columnas),

Rango o caracteristica de una matriz A es el mayor orden de los menores distintos de cero que
s pueden ohtener en la matriz. Se simboliza por r{Aj,

En la matriz 1 o - I

A= |4 1 -2 -3
E 1 4 -5

se pueden formar menores de arden 1, de orden 2 v de orden 3, Todos los menores de tarcer orden son mlow ga guy
|a tercera ila 85 combinacian lineal de las dos orimeras fos iguad & 1a primera més e segunda multiplicada por 2], v comp

ol menor
1

0
=10
] 1

pl rango de A es 2.

Si en la matriz A hay algun menor no nulo de arden b, y son nulos todos los menores de ordenes
superioresa h, el rango de A esh.

Si ol rango de la matriz & es h, tedo menor nulo de orden h se llama menor principal de A,

(v 0

En la matriz A del Gltima ajampio, | ; ® 0 . e un menor principal porgue of rango de A es 2, v 2

sl orden de sste menoer no nulo

Siheselrango de lamatriz Ay |H| un mener principal, todas tas filas (columnas) de la matri.
A son combinaciones fineales de las h filas (columnas) gue determinan TH 1,

Si @ una matriz A se le agrega o suprime una linea que es combinagion lineal de otras paralelas,
s¢ obtiene otra matriz que tiens &l mismo rango que A,
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Lo matriz L] 1] 3 =1
4

[1 o 3 -1
4 ¥ =2 =

yva fue la tercera tila de A es lgual ala primera multiplicada por 2, mis la tercera .

tiere ¢l mismo rongo gque s matriz

LLas matrices nulas son las unicas matrices que tignen su rango igual a cero.

CALCULD DEL RANGD DE UNA MATRIZ

Antes de empezar @ operar s conveniente comprobar 5 con un simple examen se reconoce algu-
na fila o columna que sea combunacion lineal de otras. En este caso se suprime dicha fila o columna y
la matriz gque nos gueda tene el mismo rango que A,

Hallar el rango de 1 -2 3 8
A =3 2 1 -3
la o 4 2

La tercera fila os (gl 3 la suma de las dos primerss, ol eliminerds nos gueda ls matriz

1 -2 3 5

3 2 1 -3

Sy _

i i bl mlarmo rango que A Como & menor dé segundo arden =2+ B8 =8 mdistintode cero. ¥ nose

pueden formar menores de tarcer orden, ol rango de A ex 2.

5 todos los elementos de una fila lo columna) son maltiplos de un namero, pueden dividirse los
slermentos de esa fila (o columnal por dicha namero, ¥ nos quedard una matriz que tiene el mismo ran-
o0 gue la primitiva,

o0 500 600 (3 -5 & -
3 -5 &
rango di a B8 12 = rango ds 1 -2 3 = rango : Y 3J =2,
21 -38 42 3 -5 @

VB e = = G+E = =120 0.

‘3 -5
-2

Generalmente se suele operar as|

— 8¢ halla un menor [H! = 0, y se orla con la fila i y las columnas restantes | o con la colum-
na | vy las filas restantes).

— Si todos estos orlados son nulos; |2 fila | (o 1a columna j) es combinacion lineal de las filas (o
de las columnas) de H, y s2 suprime. Nos quedard una matriz que tiene el mismao rango que A,

— Si entre los menores orlados hay algunos | K | distinto de cero, se sigue trabajando con | K|
srlindola del mismo modo que hemos indicado para  |H 1.

Siguiendo de esta forma, al ir aumentando el orden de los menores [HI, (K1, .. e rebajan-
do el numero de filas (columnas), llegaremosaunmenor (L1 = 0 vy no padremos orlarlo al no tener
mas filas (o columnas) que las que forman este menor. El rango de A es igual al orden de (L [.
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Hallar &l rango da 1 Q a -2 1
A= |2 5 =1 2 o

7 10 7 =2 3

.0 0 1 4 8

Tenemos el menor

[ = 5§ 0. Orlando este menor con la tercera fila v lp tercera, cuarts y guinta €o

lumnas:
Toa 3 l: 0, _z‘
2 5 1| =3+60-105+10=0, [2 8 2| =—10-40+70-20=0
7 18 7 7. 10 -2
TR
5 0| =15+20-3® =0
10 3

COMmo esins Menofes san 1ados nulos, [a tercerg fila es combinacion hneal de la dos primienass, al tacharla fos gueda una

marriz que tieng &l Mismao rango gue &

M 0 ¥ -2 1]

rango de A4 = rango da 2 5 -1 2 n|
o o 1 4 8l

11 0

arlando el mismo manor '| 5| con la tercera fila v las restantes columnay,
i 0 3
2 5 =1|=6#0 =% 4 nopoder formar menores de-cudrto orden:  rapgode A - 3
o a 1

Sila matriz A escuadrada, se halla |A |, si |Al« 0, el rango es igual al ordende A, y & |Al =
= [} se procede como se ha indicado anteriormente.

Método de Gauss para obtener el rango de una matriz A,

Cansiste en ir obteniendn sucesivamente, por transformaciones elementales sobre las filas (o co
lumnas), matrices que tienen el mismao rango de A v tales gue tengan nulos todos los elementos de I3
primera columna excepto el elemento coman a la primera fila y primera columna, que sea distinto de
cero el elemento comin de la segunda fila y la segunda columna vy nulos los situados par debajo de €|
en la segunda columna, que sea distinio de cero el elemento comun a la tercera fila v tercera columna
y nulos los situados por debajo de &l en la tercera columna, etc. Se llegara asi @ una Matriz cuyo rango
se caloulard facilmente.

Si durante el proceso aparece alguna linea de ceros, se prescinde de ella.
Puede presentarse la necesidad de cambiar entre si dos filas para que el elemento comun a la fila |
y @ la columna | no sea nulo.

Hallar e rango de 1 0 3 -2 11|
2 & =1 ¥ 0

A =
7 10 7 —2 1
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(1] | 1 | 3 -2 1 i = 1 0 3 =2 1

21 2 5 1 2 I.II: = 2 25 =241 ['u 5 =7 B _21 o
(3 l 7 0 7 3| @=@-700 o 0 -4 12 4

41 T =2 5 4 1] 4 = @+ (1 Lo -2 B 2 2|

i 12 =g i 6 3 -2 1

{2} 0 5 7 & -2 L 5 & o5

137 = (I —242) g 0 0 0 ] " . .

4"} = Bid) + 22§ 0 0 25 22 & .

ngo de #sia Ultrms matriz, que st guasl que el rango de A, g3 3, pUBSTO gue Bl Meno?

i B 3
1] 5 -7 =1-5-26= 0
0 0o 26

& pusden formesr mennres die ordan cuatro,

RANGO DE UN SISTEMA DE VECTORES DE UN ESPACIO VECTORIAL

El rango de un sistema de vectores g5 el numero maximo de vectores linealmente independientes
ohtenidos dal sisterma. Es igual al rango de fa matriz cuyas filas {0 columnas) son las componentes de
los veclores del sistema

E! rango de un sistema de vectores es igual a la dimension del subespacio engendrado por este
zistema de vectores, La dimension del subespacio engendrado por un sistema de vectores es igual al ran.
go de la matriz cuyas filas son las componenetes de los vectores del sistema.

Un sistema de n vectores de un espacio vectorial de dimensidn n serd una base si, v $6lo si, un ran-
go esigual a n. O lo que g3 lo mismo, si no es nule el determinante de la matriz cuyas filas lo columnas)
son las companentes de los n vectores del sistema.

Rango de filas de una matriz M es el rango del sistema de vectores fila de la matriz.

Rango de columnas de una matriz M 25 el rango del sistema de vectores columna de la matriz.

Dada una matriz M, son iguales, el rango de filas y el rango de columnas de dicha matriz, e igua-
s al rango de la matriz M,

Para hallar ¢f rango del sistema de veotores: ((1. 3. 0. —4), (2.1, 3. 2). (4, 7. 3. =6} }, hallamos el rango de la ma
triz:
1 3 o -4
A= (2 1 3 2

4 7 3 -6
Aplicando el método de Gauss:
i r'l 3 o -4 (1) 1 3 o -4
(2] z 1 3 2| - (2 = (2) =21 g -b 3 10| =
(3 Ll F) 3 -8 {3 = {3) — 212} (i] 5 =3 -10
1 1 3 0 =4
(1} 1 3 0 A
{2') 0 -5 3 10| =% A tieneel mismo rango que
(3") = (F)+ (2') o 0 0 o SR
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‘ = —55 0 elrango de A es 2, wgual al rango del sistema de vectores dado,
0 =5

y Comao .

La dimensian del subespacio enaendrado por el sistema de vectores del Gltimo ejemplo es 2.

éEs ol sistema vectores ({1, 2, 3), (0,3, 5), 10,0, 4)  una base de R3?

1 2 B
0 3 & =12#0 =% lostres vectores del sistema dado constituyen una base de R
o 0o 4
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PROBLEMAS

171 El dinimz menor de orden 4, | Al es nulo puesto que tiene una fila de ceros.

1 0 0
El menor de orden 3: 0 1 0 =1+0 = elrangode A es 3
0o o0 1
o 1 0 0 o1 0 0 0 o 1 0
2] AT = a o 1 0 0O _1 0 = o 0 0 1
- g 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
o 0o 0 0 o 0o o 0 0 0 0 O
0 0 1 0 o 0 1 0 0 0o 0 0
At ataz- |0 0 0 1 o0 0 1f o 0 0 O
- 0 0o 0 0 0o 0 0 o0 0 0o 0 O
a 0o 0 0 0O 0 0 o o o 0 0

A7 = A% A% - 0.A% = 0. matriz nula de orden 4.

{Univ. de Santiaga)
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La primera fila es igual 2 la suma de las otras dos, o sea que es comiinacion lineal de ellas. El rango
de A esel mismo que ef de la matriz gue resulta de suprimir de A la primera fila:

1T 3 2 -2
rangude.ﬁ.=rangudu[ ]
2 1 2 2

3

1|=‘i—ﬁ#ﬂ.ﬂ1ranguduﬂns2.

1
y coma el menor |2

(Univ, de Castifla— La Mancha, 1321)

Como A esuna matriz cuadrada hallaremos su determinante. Restando de cada fila la anterior:

t 0 1
lal=|t 1 t|l= |0 1=t ¢t = (1=t} {321} ; |Al=0 = t1=1}{3-21t}=0 ==
1 3=t 0 0 32t
t =D
|
— =ﬂ; ==
3 =2t 1 5

(1 [T O
1 0 .
siot=1; A= |1 |1 1 . como |Al=0 ] =120, [rim=2]
‘- 1 TP U P S T |
1 1zl
0 0 0] S
i t=10; A= |0 1 o . como |Al=0 y =3=0, [rlA)= 2]
o 3 A
:
2 $ o
2
{ Rl A= |3 3| emiol Ki1=0 =2.0,rA)= 2
s 1 5" 5 1 2 ¥ Y . E a
3, 32 ;
2 2 |

Sblo para tER— {0, 1, existe A~', gue son los valores de t que hacen (Al + 0.

LETIR
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f. a '

La segunda fila es proporcional a la primera, de donde el rango de A es igual al rango de la matriz
gue resulta de suprimir la sequnda fila:

1 1 1
rango A = rango
3 3 1

—si t = 3, lasegunda fila, de esta Ultima matriz, es proporcional a la primera, todos los menoresde or-
den 2 serdn nulos, y el rango serd 1,
i 1

t
Elrango de A es 2 para todo valor de t distinto de 3.

—% t # 3, el menor

=1t—3 =0, elrangn serd 2.

fUiniv. de.Sﬂfama.\‘_

El rango de una matriz no cambia si 3 loselementos de una lines se le suman los elementos corres:
pondientes de otra linea paralela multiplicados por un ndmeroc.
Sumando a la segunda fila la primera multiplicada por —2, y a |a tercera fila |a segunda muitiplica-

da por —%:
i 2 e 1

1
Fango A = rango |0 O 0O B-2t| = rango [ : g t ]

Oriando el menor 11| con fa dltima columna y 3 sequnda fila :
1 1
o0 82t

= 8-21, queesnulosi 1= 4 ynonulosi 1= 4, de donda:

[;:arn t=4 elrangode Aesl, ypara t = 4, .lrmda-auz.]

{Univ. gde Castilta la Mancha. 1891)
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La segunda fila es igual 8 la tercera multiplicada por —2, por lo tanto, al eliminar la segunda fila
nos queda una matriz gue tiene el mismo rango que A:

t 0 t o
rango A = rango 2 3 4 i

orlando el menor 111= 1= 0, con la primera fila y las columnas primera, sequrda y tercera resultan
los siguigntes manores:
1 t nl 3 lu D] t n|
= = 1 ; - e u 7 = =1
-2 1 3 -4 N

—si 1t = 0, estostres manores son nulos, y par tante

—si t+# 0, hay menores de segundo orden no nulos, luego | r (A} = 2 |

fLiniv. de Pamplonal

El rango de M es |gual al rango de la matriz que resulta de sumar a los elemenios de una linea (fila
ocalumna) los de otra paralela multiplicados por un ndmero cualquiera,
Sumando a las columnas primera y segunda la tercera multiplicada por —1-
X—Z VY—£ z
rango M = rango | O X—y y—i
0 a 1

=2 y=12 H

0 K—y y—z| = {x—2) [e=vyl
o] 0 1

— 5 X ¥z ¥ xwvzﬁnunm'hlﬂﬂ_]

0

X =z 2z
—Al W W XSy = x—z ¥ 0, rango M = 2|
1

K=y y—I

=x—‘rln,m

E— m=[n 0 u] B rwen
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niv. del Pais Vasco)

al Lamatniz M no tendra inversa para los valores de k que anulen su determinante.

-k 4 5 6 ! 4 b [

mis 2% 1T 2 3oy oy 2 3
—k —k g -1 1 =k '@ =1

1 -k =k =1

-k -k =k =1
restando de cada fila la anterior, el determinante no varia:

1 4 L] B B —E B

5 i = ; -3
== 2 TR T3 S8 ke s =a| = R ™ =
0 —k-1-2 -4 5 i eid =k
0 0 -k 0 =hi =
. 4 k=10
= — k{9 -3k} : Mi=0 = -k (83-3k)I=0 ::-‘

8-3k =0, k=12

| la matriz no tiene inversasi k =0 & k = 3

5 k& (0,3 | eldeterminunte de M noesnulo, el rango de M esd.

Si k=0
0 4 & G 4 5 6 4 5
m= [0 1T 2 31 emenor (1 2 3|=(-1) =-3.#0,
0 0 0 -1 0 0 -1 1 2
0o 0 0 -1
girangode M g5 3.
Si k=23:
-3 4 5 8
=3 1 gz 3 0 -1
M = : , orlando &l menor # 0, con lasegun.
-3 =3 & = —F =
=g 4 =3 1
== fila y la segunda columna:
I
~310 1| =6+27-3-6=24=0 = elrango de M es 3.
b= =i
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fUniv, de Madrig)

Recordemios que el rango de una matriz es el mayor orden de los menores distintos de cero gue e
pueden hailar en la matriz.

Ejemplos de matrices de orden dos que tienen rango dos:

1 g [3 4 1 2] [-5 &
o 1 0 5 3 4 7 -8

Ejemplos de matrices de orden dos que tienen rango uno:

1 1 2 3 2 3] [2 ﬂ
o 0 4 B 2 3] |-§8 -9

Ejemplo de matriz de orden dos gue tiene rango cero:

i

Ejermplos de matrices de orden tres que tienen rango dos:

1 o o 1 2 3 1 2 3 i F -3
o 1 0 4 5 8 4 5 6 4 5 B
0 0 0 0 0 0 5 7 8] |-2 -4 -6

Ejermplos de matrices de orden tres que tienean rango uno:

T 0 0 3 N 31T 2 3

1 2 2
0 0 0 o o 0 2 4 & |-2 -4 -8
a B B -3 -6 -9

o o @ o 0 |3

Ejermplo de matriz de orden tres que tlene rango cero

o 0 0
c 0 10
o o 0

fUniv. oe La Lagunz — Tenerifel
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El rango de A es 2l mismo que el rango de la matriz que resulta de cambiar entre sf las dos prime-

ras columnas:

-1 2 0o

rango A =rango | 0 1 1
2 3 7

(1} -1 2
i2) 0o 1
(3 =13 = 712} o o

(1)
{21
(3)

7
3

i1 =1 2 0 7
—= (2] 0 1 1 3| —=
@=@+200 Lo 7 7 21

-1t 2 0 ¥
= rango A = rango " =2

fUniv, de Alicante)

El rango de una matriz no varia 5 & cambia el orden de sus columnas:

-1 T

rango B = rango oo

3 - 1

o 4
() -1 1
2’ 0 2
{3 =13 -2’} [ I
(4) = 14) = (3) .0 0

é
1
—3
a

1
a+1
3—a

¥]

(A}
2)
3)
14)

2
3

o
a—3

(1) =% T
(2°) = {20+ (1) 0 2 a+l
{3=1{3)+3¢1) |0 2 4
14) o 2

oW N

Si a4 3 todos los elementos de [a diagonal principal, de esta ultima matriz que es triangular, % -
ran distinto de 0, su determinante no es nulo, v su rango sera 4,

Sia=3:

rango de B = rango

L= B = = B

= = R

oo & =

L= N =T K 6
]
o
3

|

Lo

By =

B =4

(AT S
i
5]

fliniv, de Salamanca)
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88 RANGO DE UNA MATRIZ

Intercambiando entre si las dos primeras columnas el rango no varia:

1 2 3 B (1) {1 1 2 3 6
0D - 4 2 {21 2] g -1 4 2
rangg M=rango |1 3 —1 4| (3] —= {3I=(3)-(1) 0 1 4 2| —»
2 4 6 12| (4) {4'y=1{4)-2(1) 0 0 0 0
1 4 5 2 51 {5')=8)=11] g 2 8 -4
i1 1 2 3 &
12) El. -1 4 2 |:‘ 3 3 E}
13" = {3} + {21 o 0o o o = rango M = rango =2
(4 00 0 0o 0 -1 4 2
(5= 15"y +2(2) o 0 0 0

al El rango del sistema de vectores es igual al rango e la matriz

1 2 3 i (] t 2 3
M = 2 3 1 {2} e RI=R=2i e = s

3 4 5 13 3y=(3-301 |0 -2 -4

2 4 & (4 4)=141— (2 [0 1 &
il ¥ ¥ 3
(2} 0 -1 -5 - _ 3 TR

! = rango M = 3 = rango idn = 3
13")=(31-212) |0 5 o wtede =9
4" )=(41+(2) [0 0 0O
b]
o 1 2 3

Los vectores dados no formardn una base si san linealmente dependientes, esto implica que

1 1 1 1 1 1
rango 2 2 t <2 = 2 2 1| =0 ﬂ'lit~2}=ﬂ=} t=ﬂ,r=2
L ¢ B t 0 0
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(Univ. de Madrid)

Los vectores dados seran linealmente independientes si

a T =2 a 1 =2
rangs | 1 a 2| =3 <> 1 a 2|+0 < 43°+2a—-2=0
2a 1 0 Za 1 a
457°42a-2=0 = x:‘zi\“':+3z=*3§5=,{']1 => 4a’+23-2 =
]

- 4{3+1F[a—12j = s a g {—L;—} ios vectores dados serd |. i.

f Univ. de Zaragoza)

Sielvector (1,4, a,b) pertenece al subespacio engendrade por los vectores (1,2, —1,2) y
0.1, 2, 1], es que &5 combinacién |lineal de ellos, de donde <& verificard:

1T 4 g b
ramga (1 2 —1 2| = 2

T 2
o 1|=|=uel‘il = 2l rangoes 2

Orlando este menor con la tercera y cuarta columna obtenemos dos menores de orden 3 que deben
ser nulos (de lo contrario el rango de la matriz seria 3, contra la hipdtesis):

1 4 8
1 2- =1 =0 = 4+a+1-B=0: a—-3=0; |a=3-
g 3T 2 '
1 4 b
1 20 2| =0 = 2+b-2-4=0; b-4=0;
[

{Lniv. de Alicante)
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El vector A sera combinacién lineal de los vectores B y C sies 2 el rango de la matriz:

a B 4] A A'=A-2C a 6 O A"=A'-3B[a+3 0 O
M=|-1 2 0| B — g -1 2 0| —=3 =1 2 0
g 1 2| c C a1 2. C 0 1 2

$l a =— 3, elrangode M es 2, verificdndose:

A'=0; A'-3B=0; A-2C-3B =10 = A=ZC+3B

”1&‘ &IW im vectorial sobre el cuerpo Q de los niimeras racionales de los polinomios de
rado menor T"ﬁ,ﬂumw:,mmumdmr

v=8-Tx—x2

a=2-x4x b=2-xt;  e=lxelx

fUniv. de La Laguna)

En el espacio vectorial sobre g cuerpo @ de los polinomies de grado menor gue 3, de una variable,

consideremos la base B = {1, x, x| Respecto de esta base, los vectores dados se expresan de la si-

gutente forma:

v=(4-2-1;a=12-11), b= [%_ﬂ_—l'l. c =0 é %I
Estudiemos si los vectores 3, b v ¢ son 1.1, o |, d. hallando el rango de la matriz
2 -1 1
i % 0 -1
s £ 1

IM|=;—+‘I+%T 0 = rangode M = 2 = losvectores 8. b v € 1.1,

Como es 3 la dimension del espacio vectorial sobre Q de los polinomios de grado menor que 3, de
una variable, todo conjunto de mds de 3 vectores serd un conjunto de vectores | d. | de donde el vector

v g5 combinacidn lingal de a,. b v ¢
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CAPITULO 5

TEOREMA DE ROUCHE—-FROBENIUS

TEOREMA DE ROUCHE—-FROBENIUS.

Dado el sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas

a,, X;+ 8.5 M54 -+ a3, %X = b,
8y, Xy b By Xy b8 In:b;‘ i
“.1.1 K: T a.—n? xE t ---+am.1. xﬂ = b.—h

=3 A la matriz de los coeficientes y B la matriz ampliada con los términos independientes:

Bey By 8:n 3y 84 ---3, by
A= | % B3 B2n B |%21 %22--%, 0z
a-'1|'I amE amn am] ma a.|-|-|n. b"l"l

La condicion necesaria y suficiente para que el sistema tenga solucion es gue el rango de la ma-
7 de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada sean iguales.

Si el rango de ambas matrices es igual al nomero de incognitas, la solucién es unica. Si el rango es
«nor que el nimero de incognitas, hay infinitas soluciones.

rlA) = r(B} = n? de incognitas = sistemacompatible deter-

A =riB] = sistemacompatible minado (solueitn Grica)

(tiene solucion} | (A} = ¢(B) < n de incoanitas => sistema compatible inde-
terminando (infinitas so-
luciones)

riA] # riB) => sistema incompatible (no tiene solucion}

Estudiar, seghn los valores del parametro a, el sistema

X +y=1
2 —y=10
-% +ay = 1

{Univ, de Ledn)
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92 TEOREMA DE ROUCHE-FROBENILS

Escribarmos la matriz de los cosficientes v la matriz ampliada:

Comp la matriz B es cuadrada, hallamos su determinante:

1 1 1
lgl=| 2 =1 0| =-i1+Za—1—2=23—-4; |Bl=0 = 2a—4=0; a=2 =>sias2 IBI+0,
-1 # 1

el rangode B es 3. ysi a = 2, rangode B =2, puesta que al dnico menor del tercer orden esnulo v existe al manos

1 1

l = —1=-2=0.
2 —1

un menor de sequndo orden distinto de cero: I

1 1
Como en A tenemos el menor 1 I| # 0, y no podemaos formar menores da tercet arden, el rango de A es
2 =1

2 cualguiera que sea el valor de a

De lo anterior & deduce:

rango de A = 2 x )
aw 2 == SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solucidn)
rangode B = 3
rangode A =2 - o
8= =» SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (una sola salucion)
rangode B = 2

Estudiar, sagin los valores del parametro a, el sisterna:

x+2y+ 3z = 3
dx + ay + = 4

-6 — By + 42 = =2
{ Ui, ole Cantabrial

Escribamos la matriz de los cosficientes y la matriz ampliada:

1 2 3 1. ¥ 3
A = 4 ] 1 . B -
-6 -6 4 -6 -6 4 -2

1}
S
™
mar

Caomola matriz A os cuadrade, hallaremos su determinante:
1 2 3 -
lale | 4 g8 1| =4a—-12—-72+18a+6-32=222-110; IAl=10 :.1221—11[}=13.a==£§-=5.
=6 =6 4
gs distinto de 0.

si a# 5, elrangode A es 3. ysi o =5 & rangode A es 2, ys que el menor

Si 2+ 5, elrangode B es 3, yaque ol menor formado por las tres primeras columnas y 1as tres filas es Jgual 4
Ial= o,

S5 a=05:
1 2

‘ =5-8+0,
a 5

-6 -6 4 -2

arlando esta menor con i3 tercera fila y Ly tercara columna obtendremos el determinanta da A&, que &5 nulo, luego o
tanemos que estudiar el menor gue resulta de arlar este menor con la tercera fla v 1a columna da los térmings indepen:

dientes:
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120 3
A5 4
-6 -6 -2

De lo amterior se deduce:

rango de A
a¥® b |

rango de B

rango de A
a= 5 1

rango de B

HESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

TEQOREMA DE ROUCHE—-FROBENIUS 83

=—1W0-48—-724+00+24+16 =0 => elrangode B es 2.

u

li 1]
L S |

=% SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (solucién dinica)

=> SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas solucianes)

Estudiado un sistema de ecuaciones lineales por medio de |a regla de Rouché—Frobenius, si resul-
1z compatible podemos hallar su solucion, Ademds de los métodos expuestos en capitulos anteriores,
podemos aplicar los determinantes para resolver un sistema de ecuaciones lineales,

Si el sisterna (1] tlene igual nimero de ecuaciones que de Incognitas, la matriz A de los coeficien:
tes serd cuadrada, y e sistema serd compatible determinado cuando det (A} = 0. Se dice, en este

caso, gue Bs un sistema de Cramer:

El valor de cada incognita viene dado por una fraccion cuyo denominador es el determinante de
@ matriz de los coeficientes y cuyo numerador es el determinante de la matriz que resulta de sustituir
en la matriz de los coeficientes la columna de los coeficientes de la incdgnita por los términos indepen:

dientes.

Et sistema

# wn sisterna de Cramer, yva que

2x+ Iy — r
% — Byd+ 22
3w + 2y — 3z

32

2 a3 -1
i =& 2| = W0+1B-2-15—-8B+D=323+0
3 2 -3
p e slucidn es)
E 3 =1
-4 -5 2
-8 2 -3 90-36+8+30-24-36 2
T Tz 3 = 32 " ®m
1 -5 2
3a F =3
z2 8 -1
1 & 2
13 -6 31 24+36+6-12+24+18 86
B g e 3z "
1 <5 2
3 2 -3

www.FreeLibros.me



94 TEOREMA DE ROUCHE-FROBEMIUS

2 3 &g
Il <& o]
,. 13 2 6| eo-3+iz+swemwire 160,
li' 3 32 3z
v -5 2
3 2 -3

En el caso general de m ecuaciones con n incognitas, si  rfA)=r{B) =h, podemossuponer que
un menor principal estd constituido por las h primeras filas y las h primeras columnas, ya que un cam-
bio en el arden de las ecuaciones de (1) y en el orden de sus incognitas no modifica la naturaleza del

sistemna ni sus soluciones:

Si el menor
81y 3y LIS
s, & a
21 22 n £ 0
HHT ah? ¥ ahh

es un menor principal, las h primeras ecuaciones, cuyos coeficientes se corresponden con las filas del

menor, se llaman ecuaciones principales y las incognitas x, . x, ... . X, , Cuyos coeficientas se corres
ponden con las columnas del menor, se |laman incagnitas principales. El sistema (1) 5 equivalente al

sistema:
4+ &= = o [ -
3y “1 + a12:"‘2 +a1h "h_ |:'1 II_:'1r1-1:":|1-1 a1u X
By, Ky + By Xy F ity n = by =y, Xy T T8y, X
ah'l x'l + ahi‘ K? 22 +ahh X = t'h _"Em-.'! mel — & jll,-
Respecto de las incognitas x,, x,, . . ., X,, este sistema es un sisterna de Cramer. Estas incog-

nitas se obtienen en funcibn de las n —h restantes, que pueden tomar valores arbitrarios. A cada

conjunto de valores que atribuyamosa x ... %, cofresponde una solucion del sistema (1),
Si hemos de resolver £l sistema 2+ 3y — ¥+ 1 = -
x+ 2yt z—-21= B

X+ oy — 22 + 31t ==

tendremos qua estudiar previaments si es compatible,

I’z a -1 1 2 3 -1 1
A= |1 2 1 -2 i B= |7 2 1 —2 &8
l‘ i -2 3 1 1 -2 3 -a
Orlando el menor ‘ =84—-3=1= 0 con lawrcera fita y las colurmnnas tercera y Cuafta:
2 3 = 2 I 1
! i
LN 5 1 =—8+4+3-1+2-2+6=0 !__EJ' 2| =12-6+1-2+4-9=0
1 1 -2 |‘I 1 K|

como estos dos menores son nulos, el rango de A es 2,
Para hallar ¢ rango de B basta orlar el menor que nos ha dado el rango de A con |2 Gltima columns de B:
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2 3, -]
1 2] B =-12+24+5-10-16+9=0
T 1 -3

como este Menor o5 nulo, el rangode B e 2

riA) = r (B = 2 < nimero deincbgnitas =p SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas solu-

cloregl

2

Los slementos del menor # 0. gue nos ha dado el rangode A v de B secorresponden con las dos

primeras ecuaciones y las Iinedgnitas =, v, El sistema dado es equivalents al sistama:

2+ Jyp=B+z—1
x+ Jy=8B-2+21

gue rospecto de las incdgnitas =, vy &3 un sistema de Cramer, de donde:

154 2—1 3|
1B —=z+21 2 100+ 7z -2y —24+35—6i
= } jobat £ R el e RGNS SR T
2 3 '
|
] Z
|E' 5+:-11
1. B—z+21l
y=—" — = 1§22+ 41 —5-7 +1=11-3Jz+51t
|2‘ 3 |
R
g haclondo = = & v ¢ = u, se abtiene la solucion general:
= —14+56N-8u
¥y = 11=3A+8pu
z = X
1 = u

A cads par de valoresde A v u corresponde ung solucidn particular (por ejemplo, si A =0, g = 0, se obtiens

asolucion x =—14, y =11, z=0, t = 0}

S5 riA)=r(B) =n, numero de incognitas, el sistema sera compatible determinado. Las incognitas
principales seran las n incognitas del sistema, v al dejar el sistema con las n ecuaciones principales, ten-
dramos un sistema de Cramer,

SISTEMAS HOMOGENMNEOS.

Se llama as’ a los sistemas de ecuaciones lineales en los que son nulos los términos independientes
ge cada una de las ecuaciones, El sistema:

Byy Xy + @4y Ky +ooct @y X, =0

By Xy By Xy +occ+ 2, %k =0 (2)
4+ -+ —

Hm! H1 e an'l.E Hi’ amn uﬂ 0

=5 un sistema linsal homogéneo de m ecusciones con n inchgnitas.
Este sistema siempre admite la solucion x, = x, =- - =x_ =0, llamada solucidn trivial.
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26 TEOREMA DE ROUCHE—FROBENIUS

Si el sisterma admite la solucidn x, = o, , Mg =i, ..., x =&, distinta de la trivial, también ad-
mite la solucion X, = X By, Xp=Nag, -, x = ha_, cualquiera que sea el nameroreal A El siste
ma tiene infinitas soluciones.

El teorema de Rouché—Frobenius aplicado a un sistema lineal homogéneo dice; Si el rango de la

matriz A de los coeficientes es igual al numero de incognitas, el sistema solo admite la solucion trivial,
y si 8| rango de A es menor que el nimero de incognitas, €l sistema tiene infinitas soluciones.

Si la matriz de los coeficientes es cuadrada, el sistema tendra solo la solucidn rivial sl y sélo
si det (&)= 0, ytendra infinitas soluciones sl y sdlo si det (A} =0

Estudiar, saghn los valores dal parbmetro m, af sistema

Qe+ 1y + dz =0
2% — 13y + 22 =0
{m+2ix = 12y +922 = 0
flirde. e Madridg)
La matriz de los coeficientes es:
4 12
A= 2 =13 2

| m+2 - 12 12
Como la matriz A es cuadrads, paa hallar 5 rango calculamos su delerminante!

4 12 4
m+2 =12 12

restando a la primers columna la cuarta, v desarrollando @l determinante abtenido por los elemaentosde la primera ol um -

"8
0 12 4 12 4
lal= | 0 —13 2| =im=10) | = {m-10) (24 +52) = 76 |m - 10)
m-10 -12 12 Lok

[Al=D = 78im—10) =0 => m=10 =S s m= 10 el rangode A es 3, ysi m =2 e rangode

4 12
=13

A ps 2, yaque sl menor | =_§2-24% 0.

D lo anterior se deduca:

fi a7 10 rangode A = 3= nbmerode incognitas => el sistema sblo tiene la solucibn trivial

§ a= 10 rangode A = 2 < nOmercdeinchgnites = & sistema tiene infinitas soluciones,

RESOLUCION DE SISTEMAS HOMOGENEDS.

Si el rango de la matriz de los coeficientes es igual al numero de incdgnitas, sdlo existe s solucion
trivial

Si rlA) =h < namero de incognitas, podemos suponer que un menor principal estd constituido
por laz h primgras filas v las h primeras columnas, ya gue un cambio en &l orden de las ecuaciones
de (2] v en el orden de sus incognitas no modifica la naturaleza del sisterna nj sus soluciones:
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By Bpporoo By
el sistema (2] es equivalente al sistema:
e o, i
By Xy F A Xyt Bn n Anat ®ner 910 %,
By Ky o+ By Xy Trom T 8y, X F—a, (X —Ha. %
2,8, +&, X, + A X =R 1% "Bin ¥n

Este sistema es un sistema de Cramer respecto de las incognitas x,.X,.....x, . Se obtienen estas incog

nitas en funcion de las n—h restantes, gue pueden tomar valores arbitrarios. A cada conjunto de valo-
res que atribuyamos a x__, ..., X . corresponde una solucion del sistema (2),

Para resolver el sistema 2x+ 3y — 2+ 1= 0O
X+ 2y + =2t =0
x + y =2z 4+ 3 = 0
ssmos de hallar el rango de la matriz
2 -1 1
A= T 2 =2
1T 1 -2 3

i
.

Zu# e hpmss visto en gl efemplo da la paging 94 es 2, siendo = d=3= 1+ 0 un manar principal.

Comao las filas de ete menor e corresponden con (as dos primeras ecuaciongs, v 135 columnas e corresponden con
o cosficiontes de x o v, ol sistema s eguivalente al siguiante:

2x+ 3y= - 1

K+ @y =—t+21

moe 23 Un sistema de Cramer respecto de las inchanitas = & y, de donda:

2~ 1 3‘ ‘2 r-t‘

o B 24 2z - =32/ ~ By ZH ¢ v :_.:I._:f.igr.:...;_23+qt=z+t=—3!‘+5t
2 3‘ 1 ‘2 3|
1 2 1 2

sxciendo £ = & v = u. lasolucion general es

= Bk -8By
y=—3h+5u
r= X\
L=y
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PROBLEMAS

(Univ. de Mélaga)

| 1 2 3
A= |V -3 - B= |1 -3 I
21 2 1 m
1 2 .
L 3| =—-3-2+0 = rangode A= 12
Bl = —3m+4+3+18-2m-1=—-5m+24 ; BI=0 = Bm+24=0m =1;-f
24 rango A = 2
i mw = = SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solucion)
5 rango B = 3
24 fango A =2
§ m=-— =~ SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADOQ (solucion Gnica)
5 ranges B = 2

{Univ. de Madrid}
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100 TEQAEMADE SUUCHE-FACBENILS

al B 1 4 8 1 4 g
A = 5 =2 4 B = 5 -2 4 L&l
1 1 1] 1 1 0 1

tanto en A comao en B, la tercera fila es un tercio de la diferencia de la primera y la sequnda, luego en
¢l cidlculo del rango podemos eliminar la tercera fila:

n la 1 d] 3 |a 1 ‘ s
rango de A = rango = 2 puesto que s

5 -2 4 5 -2

8 1 4 9 8 1
rango de B = rango =7 puesio gue | | # 0
" M ls 2 4 a] ’ 5 —2

Irangu A =rangt B = 2 < namero de incdgnitas, el sisterma es COMPATIBLE iNDETERMINADDl
{tiene infinitas soluciones}

b) 68 -1 3 ol 3 B
C=|-6 8 @© : bD=|-6 8 0 -0
2 -5 - 2 5 =1 4

Empézamu‘s estudiando la matriz © por ser cuadrada

Cle —48 + =48+ 6 =0 => elrangode C es menor gue 3

‘B D] = -8+ 0 = elrangode Ces 2
-5 =1
2 0
Para hallar @i rango de D basta arlar @l meanor 5 Y . que nos ha dado el rango de C, con la

dltima columna:

~F. 2. 8

8 0:-10 = ~150—-48+10-96 = —284=0 = elrangode Des 3

58 =1. 4

rango C' = 2
g ‘ = SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solucion)
ranga O = 3

c 1 1 1| 1 1 1 1
E = 3 -4 o : F = 3 -4 0 g
7 =1 =3 7 =1 =3 8

Empezamos estudiando la matriz E por ser cuadrada.

IE1I=12—-3+2B84+0 =46+ 0 = rangaE=3

Como en F podemos tomar el misme menor de orden 3 gue nos ha dado el rango de E, y no po-
demos tomar menaores de orden 4, el rango de F también es 3
= P L_- R R |
:rrangu E = range F = ndmero de incdgnitas = SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO
| funa sola solugidn) |
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{Univ, de Barcelana)

Escribamaos la matriz de los coeficientes v la matriz ampliada:

1 | a 1 1 a 1
M = 3 - N =
2 0 1 2 0 1 2

T 1
Comao 5 IJI = —2 » D,wnoelrango de M comoel de N es 2, el sistama es COMPA.
TIELE INDETERMINADO (tiene infinitas soluciones), " 1
Como el menor gue nos ha dado el rango de A y de B eseal s ol ¢ al ser las columnas los

cosficientes de x v de y. se toman estas incognitas como principdles, v el sistema dado se puede es-
cribir de la torma:
1— 24

2

x+y=1—az -,ix1—m—x=‘j—az—~'i+{?= z —

2x = 2= z x=1-

#faciendo z = 2k: s=1—-k ; y=11-2alk : 2z=2k

scadavalor de k corresponde una solucidn del sistema,

J"Um'. dla fas as‘EaIewmsJ

al Escribamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

2 -1 2 —1 m
A= |m 3 ; 8= m 3 4
3 -1 3 —1 2
|§ _:l ==2+3=1%0 = elrangode A es 2, cualguiera gue sea el valor de m.
2 -1 m
1Bl= |m 3 4| = 12-12—-m*-9m+B+2m = —-m*—-Tm+8
3 - 2
7+ +3 -71:9 8
= + - . — = =
Bl=0 = m*+7m-8 . m 5 3 <
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102 TEQREMA DE ROUCHE-FROBEMNIUS

si mef {1,—8}: rango A-Zl

SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solucién )
rango B

]

i me|1,-8i: mngo A

[}

= SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADC

B rango B =12 {una sala solucion)
3 . 3 2 -1 i
bl Si me [ 1,—8), como el menor que nos ha dado el rango de A (v de Bl es 3 ' , Bl sig-
tema dado g3 equivalente al sistema:
2k—y=m
3k—y =2 |
gue es un sistema de Cramer:
‘m - T| 2 m|
2 =1 —m+32 3 2
= = = 2— : ee— = -ﬂ—3
R E S
3 =1 3
Iﬂﬂﬁ! m:l:_x_=2—'|=1 H y=4-3=1
" m=-8 x=2-(-8=10,; y=4-3(-81=28

(Ui, el Pars Vasco)

Escribamos |a matriz de |os coeficientes y la matriz ampliada:

1 1 1 1 1 1 m+1
A= |m 1T m=1 - B=Im 1 m=! m
1 m 1 14 m 1 1
lAIL= 1% m=T+m’—1—mim=1—m=m=1; (Al=0 <> m=1

si o m=1: rango A =3
= SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO lsolucidn dnica)

range B = 3

Aplicanda la regla de Cramer:

m+1 1 1
m | m—1
g 0 1 m K (m+t)+im—t+m = 1—mim—1}{m+1l-m _ —mi+m*+2m—1
1 1 1 m—1 m=1
m 1 m—1
1 i 1
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1 m+1 1
m m m-1
L= 1 1 1 1 _ mtimt)(m=t}+m-m—(m—1l-m(m+1) _—m
m—1 m—1 m-—1
1 1 m+l
m 1 m
= 1 m 1t temimmil—ml -m’-m o mi-m mim?—1)
m=1 m=1 m—1 m—1
_ mim+1)(m-1) _ HLRRET)
m—1
i m=1
1 1 1 1 i 2
A= 1 1 ] ¥ B=|1 0 1
1 1 1 1 1 1
Como IAI=0 v I: ;I =_1=0, elrangode A es 2,

Orlando este menor.en B, con la tercera fila v la cuarta columna:

I‘I:E
1__Q

N

=0+1+2-0-1-1=1«0 elrangode B es 3

si m=1: rangn A =

2
| == SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiena solucion)
3

rango B =

(Univ. de La Laguna Tenerife)

Escribamos la matriz de los coeficientes v la matriz ampliada:

1 2 3 1 2 3 1
_|1 k 3 _ k a 3
A= 5 I = : = le 4 =1 o
0 3 -1 0 3 -1 2
1 2 3 1 1 2 3 1 ke2 0 2
IB|= 1 K 3 3 = a k-2 0 2 =71 1 -1 o =—2“{-—2]—-? + 6 =
o 1 -1%Y O 0 1 =1 0 9 4 2
0 3 -1 2 0 3 -1 2

= =2k+8 ; IBl=0 = k=4
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Si k=4 el rango de B es 4, puesto que (Bl O esun menor de cuarto orden, y el rango de
A es 3, por ejemplo el menor

1 z 3 $ —1
0 Y =g| = I =220
0 L 3 =

si k# 4 rango de A = 3
} = SISTEMA INCOMPATIELE (no tiene solucidn)

rango de B = 4

S5 k=4
F1 2 3 1 2 3 1
A= 1 4 3 : B= 1 4 3 3
0 T =1 0 1 =1 0
0 3 =1 (4] 3 -1 2
como (Bl = 0,y el menor
1 2 3
i) 1 =1 =2 =0, elrangode B es 3, asi como el rango de A [este Gltimo me-
0 3 -1 nor lo podemos obiener en Al

sl k=4: rangode A = 3
= SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO

rangode B = 3 {solucitn dnica)

Para resolverlo se consideran como ecuaciones principales las gue corresponden al menor gue nosg
ha dado el rango de A y de B. El sistema dado es equivalente af sistema:

x+2y+ 32 =1 :=1—2y—32;
y—-— z=0 | = 2=y [2=1]
3y — z =2 29y=270 =1

fUniv. de Valladolid)

Escribamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

1 —=1 1 1 -1 i 2

M= 2 i -2 : N = 2 3 -2 -8
4 1 a q 1 E b
1T =1 1
M= |2 3 -2| =3\+B4+2-12+24+2a=5a; |M|=0 = Ba=0, a=0
4 1 a
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Como en M tenemos este mismo menor :

st a+0: rangode M = 3
= SISTEMA COMPATIELE DETERMINADO

rangode N = 3 {solucibn Onica)
Aplicando la regla de Cramer:
2 =1 1
- | 3 -
- B 1 al 6Ga+2b—8—-3b+4-8a —2a-h-4
B i =1 i B Ba - 5a
2 -2
4 1 a
1 2 1
2 -8 -
e 4 b al _Ba-16+2b+32+2b-4a -12a+4b+ 18
5a 5a - 5a
1 =1 2
2 3 -8
S 4 1 bl  3Ib+R2+4-24+8+2h Eb+20 b+ 4
a ba N 5a Ga a
si a=20
1 =1 1 1 =1 1 2
M= |2 3 =2 N = 2 i -2 -8
4 1 0 4 1 8] b
1
cmmo (M| =0 yel menor 1: — 1= 0, el rango de M es 2, cualguiera que sea el valor de b.

=

Crlando el menor con la seqgunda fila v la cuarta columna de N

=1 1 2
1 0 B| =3b—-4—-2b+B=>b+4 == astemenorseanula para b = — 4, de donde:
3 -2 -8

g a=0Dy b+ —4: rangade M =2

== SISTEMA INCOMPATIBLE (no tienesolucién}
rangode N =3

€ 6=0y=b=—4: rangode M =2

= SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO
2 (infinitas soluciones)

i

rango de N

Para a=0 y b= — 4, el sistema dado es equivalente al sistema formado por la primera y terce-
1
D
=) considerando como incbgnitas principales y, z cuyos coeficientes son las columnas del menor ante-
- i &

= scuacidn [correspondientes a bas filas del menaor gue-nos ha dado el rango de A y de
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—y + 2

]

2—x I 2=2-—x+y=2—x—-4-4x =-2-5x
—d —dx y =—4—4x

¥

haciendo x = k: |x=k ; y=—4-84k ; z=-2-5k

|"nf. de Murcia)

Escribamos la matriz de los coeficientas y la matriz ampllada:

1 1 i 1 1 1 0
M =|0 a 1 : N=1|0 a 1 2
0 1 a 0 1 a b
a 1
:M|=1 1 =Ez—1 - |Ml=ﬂ #33—1““. &nzll
a

= SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADRO

s a& ([ —1,1): rango M=3}
{funa sola solucin)

rango N = 3

Sumando a la tercera ecuacion la segunda multiplicada por —a nos resulta un sistema equivalents
al dado:

x + yt+ta=0 Hzab+23~b-2_-2—h
2 1-a° 1+a
ay +z= 2 = r=2—ay= —a:.|
-3
(1-a?)y = b-2a jsks
1-a°
8 a=1: [ 1 1 1 1 1 D
M=o 1 1 i N= o 1 1 2
o 1 1 0 1 1 b
1 1
5 =0 = rangode M = 2

orlando este menor con la cuarta columna y la tercera filade M
T 1 0

L 2=y
0 1 b

1 2

i
(%]

b= 2, rangode N
=hb-2 =

1 b b= 2, rangode N

I
%]
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ran M=
I:I#E:I -
1 rango N =
3=
rango M =
b= 2 4
rango N =

2
3
2
2

=

SISTEMA INCOMPATIBLE [(no tiene solucitn}

= SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO

(infinitas soluciones)

Para a= 1y b= 2 &lsistemaes equivalente al formado por las dos primeras ecuaciones | que
e corresponden con las filas gue nos ha dado el rango], siendo las incognitas principales %, v (gue se

corresponden con las columnas del menor que nos ha dado el ranga):

=
xty =—z Xs=g=2+z=-3 el
== y= 2k

y =2-2 y=2=3z 2= k

S a=-1 1 1 i 1 1 1 0

M=|0 —4 1 L M=|0 =1 1 2

o 1T =1 a 1 b

1 1 ! h 8 b=s -2 rangpda N=3
#0 =>rangode M=2 ;| |D -1 2|=-bh-2 =>
0 -1 0 1 b = —Z rangode N = 2
rango M = |
b= -2: = SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solucion)
a==1 rango M =
ran M=
| b= -2 1 o = SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADD
'| rango W = 2 {infinitas soluciones)
Para a=—1 v b= -2, &lsistema es equivalente al siguiente:
22K
N =
X +y=—z x=2-2z
== = |y= k-2
= ¥=2—2 Yy == ¥ sk

Bx-yze= 1)
xtdy+ z=b
2x-By+az=-2

o
e

{Univ. de Valencial

Escribamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:
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3 - 2 A o=l 2 1
M=]1 4 1 : N=|1 & 1 b
2 -5 a 2 -5 a —2

Coma en las dos matrices intervienen los pardmetros, empezaremos estudiando al rango de M por
ser cuadrada:

3 =1 2
M= |1 4 1|=12a-2-10-18+16+a=T3a-13 : MI=0=12-13=0; a=1
2 =5 a

fsiat 1: rango M = 3
~ : ’ = SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (solucikin (nica)
rango -

Aplicando la regla de Cramer:

1 =1 Z
ta 4 1
.. -2 -5 al 4a+2-10b+16+5+ab _ ab+4a—10b+23
3 —1 2| 13a— 13 B 13a—13
1 4 1
2 5 a
3 1 2
1 b 1
,_o 12 -2 al 3ab+2-4-4b+6-a _ 3sb-s-an+a
: 13a— 13 B 13a—13 13a- 13
a =1 1
1 4 ]
- 2 -5 =2 B —24-2b~-5-8+15b—2 = 13b—39 ) HL—3
) 13a-13 - 13a- 13 13a — 13 a—1
Si a=1: 3 2 B . a9 1
M = 1 4 i H N = 1 4 1 4]
2 < 7 2 =5 1 =2
a -1 .
coma MI=0D, y =12+1=13+ 0, el rango de M es 2, cualguiera gue sea b.
1 4
3 =1
Orrlando el menar con la tercers fila v la cuarta columna de N:
% 11 1
1 4 bl =-24-2b-5-8+15b-2=13b— 39
2 -5 =2

aste menor se anula para b = 3, de donds:

rango M = 2 '
= SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solugidn)
rango N = 3

si a=1yb=3:
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. range M = 2
sia=1 y b=3: = SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO
2

rango N {infinitas solucionas)

i

Para a=1y b = 3, elsistemna dado es equivalente al sistema formado por las dos primeras ecua-
—1
4

considerando como incHgnitas principalas x e y (cuyos coeficientes son las columnas del menor ante-
rigr):

3
sones (correspondientes a las filas del menor |l | que nos ha dado el rango de A vy de B),

1-22 411 IE 1-22
Ex—v=1—~1’1' - B 4 79z 1 3-—-z2 8-2
— X = = : = —]
x+4y= 3 — 2 |3 —1| 13 d |3 -1| 13
1 4 1 4

maciendo z = 13k, resulta: :=l—9k; y=£—k; !=I:ij

{Limiv. cle Valencia, 188371)

Escribamaos la matriz de los coeficientes v la matriz ampliada:

2 1 2 a1 1
M= |o 1 = : N=|a 1 -1 -1
2 =1 & 2 -1 a
g2 M $ 4
IMi= |0 1 =1 =El =2la-1=2) = 2(a—3)
0 -2 a1 =2 -
ranga M = 3 . o
si a# 3 = SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADD (una solucian)
rango N = 3

Aplicando la regla de Cramer:

3 1 1
-1 1 =
- b -1 al _ Ja-b+1-b—-3+a . 4a=-32b-—-2 _ 2a-b-1
2 1 1 2{a—13) 2{a—13) a—3
0 1T -
2 —1 a
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-
0 —t—w
12 b al_ -—-28-6+2+2b _—at+b-2
LT 2(a—3) = T a—3
2 1 3
T
,_l2 -1 bl 2b-2-8-2 b-5
2la-13) 2a—3) a—2
Si a=3 2 1 2. 94 1 -3
m= |o 1l o N=lo o1 -1 o
2 -7 3 2= b

como (MI=0 vy |§ :i =2+ 0, elrangode M es2.

1
]

con la tercera fila v la cuarta columna de N:

Orlando el menor I z

8 Bre=E| = i M=l =2| I:ztb—s-zln'zm-ﬁl

- b 0 -2 b-3 2 B3

i rango M = 2

§i b# & | = SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solucidn)
rango N = 3
rango M = 2 _

g b=5 = SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO
rango N = 2 [infinitas soluciones)

Para a =3 v b = 5, el sistema dado es equivalente al sistema:

Zxdty=3-z2 2x=_—y+3—2=1-2+3-2=4-22; x=2-z2

y=—1+2

y=—1+2

hacienda z = k obtenemos la solucion general:

#=2—k P y==1+k: 2=Rk
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Teniendo en cuenta el producto vy la igualdad de matrices el sisterna se puede escribir de la forma:

ax+ y+az= b a ] a a 1 a b
sy + z=0b - M=10 a 1 : N=|0 a b
x+ay + z =2b 1 a 1 1 1 2b
Empezamos estudiando el rango de M por ser cuadrada:
IMl = a2 +1-a?—23?=—3241; IMI=0 = —-a’+1=D;a%=1;a=21

para a & {1,—1}, IMI= 0, el rango de M es 3. Eirangode N también es 3, cualquiera que seab, por-
auzen N tenemos el menor |M! =0 vy no podemos formar menores de cuarto orden por haber sélo tres
filas,

[ T — -
rango M 3 i

siaegd{1,-1): I g N 3 = SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (una solucidn)
rango

]

Se puede resolver por la regla de Cramer o bien matricialmente. Lo harermos por este uitimg méto .
do. Como IM1# 0, existe M~

MX=8 = M'MXi=M'B = M 'MIX=M"'B = IX=|x%x=-M'B

a @ 1 a 1 a
1 “la I |
8 & ) 1 0o 1 1 0

B — i '1= — a a
W= 11 @ ] " ML 711 9 PO 1) (N T

a 1 1
g 1 _ja a 0
B a 1 a 1 a
0 a’-1 1-=a°
= 12 1 0 —a
= —a 1-—a? a’
0 a1 14" Ts fa*—1b+(1-a%)2b
1
X =M'B = ‘? L ca || 6] === b—2Zab =
] TPU a? [lao] T |eab+i1-a7ib+2a%b
b
Bl _n?J bi1—2a)
= Tzhu—?ﬂl - 1-a? — ::b;y:Eu;lz,:J;1=Lﬂ:”
= i 1- 1—
L 707 SRR bia catl s ?
1—a

Sia=1 S I 1 1 1t b

M=10 1 : N=|8 1 1 b

1 i 1 i 2b
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11
Ml =0 vy LJ 1| = 0D => elrangode M es 2

i1
Para hallar €l rango de N basta orlar el menor ‘D 1 | , que nos ha dado el ranga de M, con la

nueva columna:

1 12 b
0 1°- b| =b = sib= 0.elrangode Nes 3, ysi b = 0, el rango de N es 2
1 1 2b
- | ranges M = 2 o - )
si a=1 y b=0: = SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solucidn)
o ] rango N =
. | range M = 2
sia=1yb=0:| N _ o = SISTEMACOMPATIBLE INDETERMINADO
g e-= {infinitas soluciones)

Para resolver el sisteama en el caso en que 3 =1 y b=0, secogen como gcuaciones principales la
primera y la segunda, y como Incbgnitas principales x e vy, quese corresponden con &l menor que nos

ha dado el rango l; : ‘ . El sistermna es equivalente al sistema:

H+"||"—Z|
| == y=—7 ¥x=0 = |[x=0;y=-1;z=1
¥y ==1I |
Si oa=—1; = 1 =1 <1 1.=1 h
M = a =1 i : N = g -1 1 b
1T -1 b 1 =1 1 2b
-1 1
M =0y | 5 1[ # 0 => elrangode M es 2

=1 1
caon la nueva columna:

Para hallar el range de N basta orlar el menor

-1 1 b
0 -1! b| =3b = s b= 0elrangode Nes 3, ysi b=0,elrangode N es 2
1 =1 Zb
_ ramgo M = )
si a=—1y¢b =0: = SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solucion)
rango N = 3
. rango M = 2
& % ==1yben | - SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADQ
— " lramgo N =2 (infinitas soluciones)

Para resolver el sistema en &l casaengue a=—1 y b=0, se procede como en el caso anterior:

—X+y = 2z
= y=z,x=0 = x=0;y=t;z=tJ

—y = =2
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{Lirniy, ole Zaraguzal

Escribamos ia matriz de las coeficientes y la matriz ampliada:

1 =3 1 1 =3 1 a
M= [1 o -1 : N=|1 0 =1 ©®
v 0 1 1 & 1 &
1 -3 1 v it
Mi= 11 0 =1 =—|‘-_3i| | =6+ 0 => elrangode M es 3, cualesquiera
1 0o 1 1
mesean a, b vy .
1 —3 1
Comoen la matriz N podemos tomar el mismo menar 1 0 -=1]| = D, ynopodemos
1 o 1

formar menores de cuarta orden por haber sélo tres filas, el rango de B es tambien 3.

rango A = 3
¥l{a.b,c) = R*: h = SISTEMA COMPATIBLE DETEHMINADG‘l

rangp B = 3 igalucion anical

b+
2

— sumando las dos Gltimas ecuaciones © 2x = b4, |x =

-
il
I

— restando de la primera ecuacion la Gltima: — 3y = a—«,

It
=L

L)

—  restando de la Qltima ecuacion lasegunda; 2z =coc—b . |z

«-!i

Escribiendo el sistema dado en forma matricial:

1 -3 1 X a
10 “1f|y|l=|b (1)
1 0 1]z | &
*® a’l
= M asla matriz de |os coeficientes, X =|v| vy P =|h| : como M|+ 0, M tiene inversa:
z c

MX=P = M'MX)=M"P => M 'MX=M'P = I1x=[x=-MT"P] @
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La solucidn del sistema se pueds escribir en forma matricial:

% st i LR
= zh zn X 0 3 2 8
1 1 1 1
_-—— — - gretat. IJ _— 3
v 3-&+ 3!: <> ¥ 3 3 b (3
=g d _1 1
z= 2l:-_ 2"" z o > 3 c
identificando (2) y (3) resulta:
- . v
2 2
N | =3 1
sl 3 ¥ 3
1 1
0 - i
_ 2 2-

fUniv. ae Madrid)

M= |a+1 1 —a i Ml = —a+l@a+1)?=1+a%l@a+1) =a+2s%+a =
1 a41 O =ala?+2a+ 1 =ala+1?
5 a=0
Mi=0 = alatl1)"=0 = ;
2 =—

para a £ (0—1 ., ranga M = 3 = numera de incognitas == el sistema sola tlene la solucidn
trivial: x =y =z=0

S a=0! 0 1 1 o 1
M = 1 1 0| . Ml=0y | ‘tﬂ.:&-alrnngﬂde!ﬂu'ﬂ
(S B« i '

para @ = 0;: rango M = 2 < nomero de incognitas =»> el sisterna tiene infinitas soluciones.

Para resolver gl sistema se toman como m:uar;ipnﬁ incipales e incdgnitas principales las corres
pondientes al menor que nos ha dado el rango, o sea las ecuaciones primera y sequnda, v las incognitas
% & y. El sistema es equivalent2 a:
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S a=-—1: =1 1 1 11
M=| 0 1 1 Mi=0y A 1|:ﬂ:>~elrangude-Mesﬂ
1 0 0
para &8 =—1: rango M = 2 < nomero de incognitas  => el sistema tiene infinitas soluciones,

Para resolver el sistema se toman como ecuaciones principales la primera v la sequnda, y como incdg-

-1
gue nos ha dado el rango!

titas principales la x y la y, gue corresponden al menor

— + Yy = —Z X' = ﬂ
$?=_I.K_u=h v:_.]
§ == |
i =1 |
il '*'f.:‘!la-lﬂ!. l"'-.'.'.“-. (:j?"ii’i'.'-m_ il -
Fx+ Jy+ 22 = 0
ax— y+ z. =0
Bxd ytfz o= 0
flimiv, ool Pars Vasecn)
a’ 3 2
M= |a -1 1
g 1 4
a 3 2
iMi= |a =1 1| =-4a®+24+2a+ 16—a"—12a - -5a" - 10a + 40
8 1 4
- —2:NA B 2.6 ‘
Mi=D => —5a°—10a+40=0; a’+2a—-8B=D0D; a-= iz = =0 v
2 2 ~—d
= ! - - a
si agf|—4. 2 rango M = 3 = nimero de incognitas == =blo ekiste la selucidn trivial,
!_ $i o ac —42 ¢ M =0, elrangode Mes2 = el sistema tiene infinitas solucionas.
S a=-—4: 16 3 2
M= |-4 =1 1
& 1 4
—4 . .
como M =0 vy & : = —4+8=4= 0, el sisterma dado es 2quivalentes al sistema;
— =y =— 2 y = —48x+z="58z+z=086z2
—
Bx+y==4z 4::=—Ez,x=-§f
msciendo I = 4k! x=-5k ; y=24k ; 2= 4k|
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Si a=2;: 4 3 2
M=12 = 1
B 1 4
4 3 i L
coma |(MI=0 ¥ 2 . = —4—-6=—10+ 0, el sistema dado es equivalente al sistema:
22 3 |: —22
dx + 3y =—2% =z =1 _ 2243z _—z . v = *z‘--dz-'-d'zﬂﬂ
DR = e :;l' 0 2 —10 —10
2 .,
haciendo 2 = — 2k |_‘_n =k ; y=0 : z=—2k_1

Univ, de Alicante)

4 -3 —5 7
M = 1 —4-5 9 ¢ IMIl = (4—a)(—4—3) (5—a} + 180 + 28(—4—a] +

o= 0 5-
8 +6{6-a) = —a% +5a?—17a +13

M =0 => a—532+17a-13 =0 (1)

Como la suma de los coefigientes de la ecuacidn (1) esigual a cero, 1 esraiz. Rebajando de grado
poar Rufini:
1 -5 17 =13
1 1 -4 13 42+ 13=0 =5 a= 2V 1652 ”_‘F’“E‘E (raices imagina-
v 4 13 |o rias)

Sdlo el valor reala = 1 anuiea M|, de donde:

para @ = 1,rangoe M = 3 = numero de incognitas => sblo tiene la solucion x =y =2 =0

Sia=1: 3 -5 7
M=|1 =5 g
| 4] )
|l 1 -5
comoa (Ml =0 y |_4 + D,elrangode M es 2.

para a = 1. rango M = 2 < namero de incognitas =» el sistema tiene infinitas soluciones
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Para resolverlo tomaremos como acuaciones & inodgnitas principales las correspondientes al menor

1 -5
.8 0 [ que nos ha dado el rango de M. o sea las ecuaciones segunda y tercera y 1as incognitas
x & y. El sisterra es equivalente a:
x—5y = -9z b= Y
= xX=z!y=2z = y = 2
—4 % = —ul3 7 =1

1 a 2 1 1 2
M= |a=1 at a ; iMi =@ | a=1 a a
2 ala+t2) a+4 2  a+2 a+4

restanda a la segunda columna la primera, y a la tercera la primera multiplicada por 2

1 0 0
Ml =a |a—1 1 2-a| = a
2 a a |

1 2-8 |1 2-a |
r

= 8 _-Ej'a_'lr

1 1

& |

Para a €10,1),rango M =3, igual al ndmero de incdgnitas =» el sistema solo tiene la solucidn
trivigl: % =y =2 =0

S 8 =0: 1 0 2
M= |- 0 0
2 o 4

1

: ;ﬂ.nrrangndeMer._Z

oo Mi=0 y ‘

IfPara a = 0,range M = 2, menor que el ndmera de incdgnitas == tiene infinitas soluciones
— =

Para resolver el sistema s toman como ecuaciones principales la primera y la sequnda, que 52 oo -
==sponden con las filas del menor que nos ha dado el rango, y como incdgnitas principales se toman la
« yla z, quese corresponden con las columnas del menor, El sisterma es equivalente a:

x+dz =0y x=0
= =t
o =8y z=0

-3 cads valor de t tenemos una solucion.
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S5 a=1; 1 1 2
M = 0 1
2 3 5
1
cwmoe Ml =0 vy ‘G '|| =1 = 0,elrango da M es 2.

Para a = 1,rango M = 2. menor que el ndmero de incdgnitas  =» Tene infinitas soluciones

Par el mismo razonamiento antarior se obtiens que el sistema as aguivalgnte al sistema;

5.1 7 ‘Resolver el siguients sistema de ecuaciones lineales para los valores de a que lo hacen compa:
= S T 0

5 2 3|bv] =|o

—~6 B8 b5-a] |z 0

(LUiniv. de Madric, 1991)

Por las propiedades del producto e lgualdad de matrices el sistema lo podemos escribir de la forma:

(—7—a)x + Gy + 612 = 0
—-3x +(2—aly+ 3z = D0
—Bx + by + (5—ajz= 0

La matriz de los coeficientes
—~T7=a L] G
P -3 2—a 3

es cuadrada. El sistema tendrd solucidn distinta de la trivial para los valores de a que anulen el determi
nante de A,

—7-8 6 6
IAl=]—3 2-8 3 | =(-7-3a)(2-a)(5—a)-108-108+ 36(2—a) - 18{~7—al +18(5-a) =
-6 6 5-—a = _a%4 B34 2 lAl=0 = 29—-3a-2=0

Como es una ecuacion de tercer grado, se prueban, por Rufinl, los divisores del término indepen-
diente para ver si tiene ralces enteras. Los divisaresde —2 son: 1, -1,2 y -2

1 8 =G =3 Y O -3 =2
1 v =y . =1| =4 a1 @
(1 1 -2 -4 ' |l§ =t =2 18

== — 1 esraiz, siendo fas otras raices las se
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+ JTELB 2
iuciones de la ecuacién  a% —a—2 = 0: a = = > L <
-

Sl a€ (1,2}, el determinantede A serd nulo, el rango de A serd menor que 3 (nimero de in
cbgnitas) y el sistema tendrd infinitas soluciones.

S5i a = 2, el sisterna sera: —89%x + 6y +Bz =0
—3x + 3z =0
-Bx + By +3z =0
i= donde:
| 6 5]
A=I|-3 0O 3
—6 G 3
-9 B :
Como lAl=10 y 3 al = 18« 0, el rangode A es 2. Considerando &l menor que

nos ha dado el rango, el sistema es equivalente al sistermna siguiente:

-9x% + 6y = —6z ﬁv=-Ez-—9x=-Ez+9:=31;~.r=%z
—3x =—3z %=z
=zciendo ¢ = 2k obtenemos la solucidn general: x=2%k, y=k 2 ;ZE
S a = —1, el sistema sara: —Bx +« 6y L Br =10

—3x + 3y +3z=10
—6x + By + 62=0D

== donde:
-6 6 B
A= | -3 3 3
-6 & B

zomo la primera y la tercera filas son proporclonales a la sequnda:
riA) = rango de [—3 3 _3]= 1,siendo (— 3! # 0 un menor principal,

El sistema es equivalente a: =3x+ 3y +32=0 = x =y +2

=acendo v =k ¥ z= h, lasolucidn general es; x=k+Hh:; A -z=h_i

flirnv. de Valencia)
(Univ. de Milaga, 1991)
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Matriz de los coeficientes de S 2 1 —3-2s8
1 =1 3— a
2 1

Como ; i = —3 » 0,el mstema 5 se puede escribir de la forma

(1) 2x+y="13+23a)2 (=11 + (2} 3x =23az ‘ X.= AF
=
(21 »—y=1{a—3z {21 x—y=la—3z y = 3z
haciendo 2 = k |::,;|k ._».,-=3h : 7-"‘]. {11
Matriz de los coeficientes de 5 1 0 1+hb
b—1 1 bi~b
1 0]
Como ‘t:- ; I‘ =1=0 eglsstema 5 se puede sscribir de la forma:
x = ={1+ blz £« =[(—1T—hlr
=
=Tl +y = [~h¥+hiz y=Ilb—1lz
M T p— T —— _|
haciendo 2 = h: x=I(-1-=blh ; y=1Ib=1h . z=Hh)| (2}
Si los sisternas 5 v 5 tienen las mismas soluciones, de (1) y (2] se obtiene:
ak = [—1=hlh
—F - -1-b=a
8= G-t s Eost=l Bl A R N
R ] a 3 1 b=1=73 ==

Se pueden calcular los valores de a y b considerando gue el sisterma formado por las ecuaciones de
5 v 5 tiene solucidn distinta de la trivial, o sea que el rango de la matriz de los coeficientes es menor
que el numero de incognitas;

2 1 ~-3—-2a

Fango 1 -1 3—a .
1 0 1+b
b—1 1 bf—b

1 ol
i o
tengmos dos menores de tercer orden que deban ser nulos:

como = 1 =« 0 orlandg este menor con |a tercera calumna v las filas primera v cuarta, oh

2 1 =3-2a
1 =1 3-8 |=0| =201 +b)+(3—a)+[-3-2a)=(1+b) =0 ~3-36-33=0 I
1 0 1+b

= =
1 -1 3-a I
1.0 1+b|=0| -01+blb=1)+(3—al—(1+bl+ b>—b}=0 3-a—2b =0
b=1 1 b?—b
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a+ b

1]
I
-

a +2b 3

5.19  Discutir ol sistema de ecuaciones: |
X+ y+2z=10 Raage
mx+ y— z= m—2
Ix+my+ z = m-2
uﬁn los valoresde me R,y rnoimriu para agquellos valores en que exista solucidn.

(Umiv. de Cordobal

Escribamos la matriz de los coeficientes v la matriz ampllada:

1 1 2 1 1 2 0
A= m 1 = | 5] m 1 1 M=2
3 1M 1 3 m 1 m-—2
1 1 2
Al=|m 1 1|=1-3+2m°-B+m-m= 2m" -8 A -0 = 2m’-8B-0
3 m 1 m- = 4 m 2
rango de A = 3 i
FSi-rn-Er|r —-2.2 9

= SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADD
rango e B = 3 {solucidn Onica)

Aplicanda la reagla de Cramer:

0 1 2
m—2 1 =1
. m—=2 m 1l —(m-2)+2mim-2)-2(m-2) - (m-2} _ 2{m-2)° o m—2
- 1 1 2 2(m® — 4} 2{m+2){m-2)  mi2
m 1 =1
3 m 1
1 ] 2
m m—2 —1
. 3 m2 1|  (m-2)+2m(m=2)—-6(m-2}+{m-2} 2‘!.'!;&1'?_ - =
o 2im? — 4) R 2im? — 4) 2{m+2)im—2) m+ |
i 1 0
m T m-2 .
2 m m-2l (m-2}+3m-2)—mim-2)—-m(m-2) -2 (m-2)* —{m—2)
= 2 = Thedl i +2
2(me — 4) I m? — 4) 2({m+2 ) {m=2} -m
S m=-=2: 1 1 2 1 1 2 0
A=|=-2 1 =1 - B= |=2 1 a9 4

i -2 1. 3 -2 1T 4
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LI |

%l =
mrn-u&ﬂv_21

- 1+2=3%0,elrango de A es 2.

Origndo, en B, este menor con fa tercera fila y la cuarta columna;

1 1, D
-2 1 -4| =-4-12-8-8=0, elrangode B es 3.
3 -2 -4

rnng; de A =2
&5 m=-=-2 ! ) ‘ = SISTEMA INCOMPATIBLE ino tiene solucibn|
rangonde B = 3

Si m = 2° Elsistema que nos queda es homogéneo:

X+ y + 22 =0
2x+ y— 2=10
3x +2y + 2z =0

y stlo hay que estudiar la matriz A de los coeficientes:
i 1 2
A= |2 T =1
3 2 1

Comp A =0y |;! :
tas de la trivial, tiene ifinitas soluciones.

—1=0, elrangode A es 2. el sistema tiene soluciones distin-

—

si m=2 SISTEMACOMPATIBLE INDETERMINADO {tiene infintas soluciones)

Para resalverla se cansideran como incognitas principales x e y (cuyos coeficientes se correspon
den con las columnas del menor que nos ha dado el rango |, y como ecuaciones principales la primera. y

sequnda lcuvos coeficientes se corresponden con las filas del menar que nos ha dado el rangal. Es siste-
‘ma s eguivalente a:

K4y =22 y==21—x=-27—32=-52
=
2nty = z x = 3z
hagiendn 2 = k ténemos la solucion general:  (x =3k . y=—8Bk , z=k

(Univ. de La Laguna — Tenerite)
fUrniv. de Extremadrira)l

www.FreeLibros.me



TEQREMA DE ROUCHE—FROBEMNIUS 723

Escribamos la matriz de los coeficientes y la matniz ampliada:

0 2 k 0 2 k K
A= k-2 1 3 ) B = |k-2 1 3 0
0 k-1 0 0 k-1 D J-k
0o 2 &k 2
IAl=|k-2 1 3 =-u¢—21| |=H¢.—2Hk—nk; IAl=0 & (k=0,k=1, k=2)
0 k-1 0O el

= ——
rango de A = 3
sl ke (01,25 4 == SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO

rangocde B = 3 {solucién Gnica)

[ EE-
2? i = l'u'_' = kK l | F o= .k_?'? o
lk=2}x + y +3z=0 =t L
| : {h —2)k
(k—11y = 1=k lv.= 1 =
S5 k=0 0 2 0 0 2 0 0
A= | =2 3 B=|-2 1 3 il
o - o , Q=7 o] 1
o 2
como lAl=0 vy 2 1 =& =0, elrango de A es 2.
Orlando este menor con la tercera fila v 1a cuarta columna de 8-
g 2 0 0 9
32 1 ol = 1. =4 = 0, elrangode B es 3.
0 -1 1 s

rango de & = 2
si k=0; » = SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solugitn)
rangode B = 3

S k=1 o 2 1 0 2 1 1
A = 1 1 3 B= |-1 3 0
o 0 o 0 0 0

como Al=0 y 0 ‘?l = 2 # 0,elrangode A es 2. Elrango de B tam™ien es 2. ya que no

s pueden formar menores de tercer orden distintos de 0, al ser nulos los elementos de la tercera fila.

si k=1: rango A=rango B =2 = SISTEMA COMPATIBLE :NDETEH_MEDD—I
I ~[linfinitas soluciones)

Para resolverlo se toman como inedgnitas principales x e vy, cuyos coslicientes son iss colurmnas
gei menor que nos ha dado ¢l rango, el sistema dado es equivalenie a
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—2\!‘ =1 =2 1,-::"['_1
= ‘ =1 =1
T S =y = —--+3:= =
x+y 3z x =y +Jz 2 7
; ; 1. Eag
haciendo z = 2k - x=?k—*2~. N=k—g i z =2k
Si k=2 0 2 2 o 2z 2 2
A= |D 1 3 E= |0 1 3 0
o 1 0 0 1 o -1
. 1 3
como A = 0 y 10 = =3+ 0, elrangode A es2.
Orlando, en B, este menor con la primera fila y la cuarta columna:
2 2 @ |2 2 4 > 4 _ _
1 & dal=gqr I 1 =1~‘ 1‘=—TG#D.&ErnhgﬂﬂEBe§3.
1 i =1 |1 0 0 3

r_ rango de A = 2
5 k=2

] = SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solucian)
rangode B = 3

Si los términos independientes fuesen nulos, el sistema sen'a:

2y +kz= 0
ke —2)x + yv+32 =10
fh—1)y -0

que es homogéneo. Solo habria que estudiar el rango de la matriz de los coeficientes, o sea de A, que
como hemos visto:

s k& 0D,1.2  rangode A =3 =nimerodeincgnitas == el sistema séio tiene Ia solucién:
x=y=z=10
si ke 0,1.2 rangode A =2 < numero ¢de incdgnitas = el sisterma tiena infinitas solu-
ciones.

(Urniv. de Valeneia)
El sistema dado es compatible puesto que el rango de matriz de (os coeficientes y el de la matriz

ampliada
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1 0 © 1 0 0 1+4ath
M=o 1 o v N=|o 1 0 2+3a-b
o 0 1 0 0 1 —a 42

es 3. Siendo la solugidén: x =1+da+b ; y=2+3a-h ; 2= -a+2b, quedepende de losva-

De lo anterior se deduce que el sisterna, en gue las incégnitas son ay b

da+h=x-1
33a—b=y—-2
—a+2b= z
&5 compatible, de donde:
4 1 4 1 x-1
rangode | 3 —1| = rango 3 =1 y=2
-1 2 —1 7 z

El rango de |3 primera matriz es 2. pussto que = 0, luego el rango de |4 segunda ma

5

triz debe ser 2 para que el sisterma sea compatible, 8l (nico menor de tercer orden debe ser nulo:
4 1 x—1
3 -1 y—2| =0 = —4:—ly—2)+BIx—1—|x-1}-32-8Bly-2) -0 =
-1 2 z

5x—9y—7z + 13 = 0|

A cada valor real de a, b y c corresponden valores reales de x,, x,. X, ¥ X,-Esto nos dice que
& gistema:

2a + b & ¢=:1+~1
—a —2h + C= Xy~ 2
a +3b-2c=x3+-5
48 -2b +Be= x,— 4

= donde las incAgnitas son &, b y ¢, tiene solucidn, es compatible, de donde:
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126 TEQREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

2 1 2 X, + 1
21 = A 2 T a2

ra = ran *
ily 3 =2 a 3 2 w45
4 -2 6 4 2 6 x,-4

Hallemos el rango de {a primera matriz:

2 i : .
Crlando el menor 1 5 = — 3, con la tercera columna y (as filas tercera y cuarta:

T

=1, .88 )|/ = 8+ 1—3+2—=f=2=l
1 3 -2

= el rango de la primera matriz es 2.

2 IE 1

—;1__:-:2_: 1| = —24+44+2+8+44+6=0
4 =2 fi

Al ser 1ambién 2 el rango de la segunda matriz, los menores de tercer orden gue resultan de orlar
2 1
-1 -2

y las filas tercera y cuarta, de la segunda matriz, deben ser nulos:

@l manor | . que nos ha determinado el rango de la primera matriz, con la cuarta columna

1 :T-il'l'
: -1 2 2 1
-1 =2 x3—2| =0 =:-{x,~r1}‘ l al—lxz—~21|1 3

2 1 :
+tu,+ﬁ]'|_1 _zl =0 =
1 3 x;+ 5

%, +hx,+ 3%y = —B

2 11 s+
=1 . 721 x,—2

-1 =2 2 1 2 1
— Ix,=2) 4 =9 + (x,—4) =0 =
4 2 x,-4 = n

4 -2 ] =2

=0 = ix, +1)

10:1+S:E— 3“4 = =8

Al eliminar los pardmetros a, b y ¢ resulta el sistema:

¥, +5:¢3 4-3:3 =—6
1“3‘:! +Eﬂi""' 3:-:3 = —8
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TEQREMA DE ROUCHE—FROBENIUS 127

el sistemna tendrd solucion para los valores da t gue bagen gque r{A) = riB8).
Orlando, en A, el menor | 1] con la segunda v tercera columna obtenemos los dos siguientes me-
nores de segundo orden:
& 13]

1) 1*

I |

=ttt =t ; =t-t=th-1)

gue se anulan simul@neamente para t = 0 y t = 1.  Para estos valores de t el rango de A es 1, ¥
para otros valores de 1 el rango de A es 2, asi como el rango de B, puesto que B sdlo tiene dos filas
v cualguier menor de orden dos de A, no nulo, s menor de B,

Para t = 0:

b3
I
—_—
— =
o o
— (=]
[
m
i
= o
[= B =
= 0
o -

1
glrangode A es 1, yeltangode B es2, yaque 1 ﬂ‘ ==1=0
Para t = 1;
[1 1 1—| [1 i 1 'Il
A= : B=
=1 1 1 1 1 1 a
slrangode A 83 1, yvelrango de B es2. yvaaue l ==1% 0

De todo lo antarior se deduce:

=T = ]
s t&E (0,10 rlA)=riB) =2 = SISTEMA COMPATIBLE INDE—FEFIMIN.QDDI
(infinitas soluciones)

. = |

g re& (0,15 :::: = SISTEMA INCOMPATIELE (no tiene solucidn) |

1
2

{liniv. de Valencea, 1991)

1/ Sea A la matriz delos coeficientes del sistema § ¢ B la matriz ampliada con los térmi-
aos Independientes.

Si gl sistema S es compatible determinado existe solucion dniea: x, = a,, =, ..., x_=a . La
dtima columna de B esigual ala suma de las columnas primara, segunda , ..., n—8sima, multiplicadas
segpectivaments por a, By...., 8, Usea, la Gltima columna de B &5 combinacion linsal de las ante-

FeEEL

Si A" esla matriz de los coeficientes de S' v B' la matriz ampliada, como & y B' se obtienen
g 4 y B suprimiendo una fila, la wltima columne de B' es combinacion lineal de lasanteriores, Enel
salculo del rango de B se puede suprimir la Gitima columna por ser combinacion lineal de las anterio-

www.FreeLibros.me



128 TEOREMA DE AQULAE-FROBENILUS

res y nos quedard una matriz, que coincidecon A, que tieneel misme rango que B'. 31 A’ y B' ne-
nen el mismo rango el sistema 5 es compatibie.

El sistema S’ no puede ser inconpatible.

2} Siel sistema S es compatible determinado
rangd de A = rango de B = namero de incognitas = n

Tanto la matriz A comola B tienen m filas, no podra ser el rango de ambas matrices igual a n
si m< n, puesen este caso nNo iEendriamos ningun menor de orden n.

Mo puede serm < n.

3) Si m = n, el sistema § tendrd {n — 1) ecuaciones. En el apartado 1) hemos visto que
el sistema §' es compatible, pero como A' y B' tienen (n—1) filas, el rango sera como maximo (n—1J,
menor que el nimearo de incégnitas. El sistema S’ es compatible indeterminada.

& m=n, el sistema 5" &3 compatible indeterminado.

4) El sistema 5 escompatible seqin se demostroen 1), Sila ecuacion gue se suprime de S no
pertenece alas n ecuaciones cuyos coeficientes forman el menor que nos ha dado el rango de A y 8.
se verificard; rangode A' = rangode B' = n, el sistema 5 es compatible determinado, 5i la ecua-
eion que se suprime de S pertenece a las n ecuaciones cuyos coeficientes forman el menor gue nos
ha dado el rango de A y de B, podrd ocurrir que todas las (m — n) ecuaciones restantes de 5 sean o
no combinacién lineal de las (n— 1) ecuaciones que quedan después de suprimir una de las que nos ha
dadoel rango de A y B,en el primer caso: rangode A’ = rangode B' =n— 1, elsistema 5 es
compatible indeterminado ; en el segundo caso! rango de A’ = rango de B' = n.elsistema es com-

patible determinado,

Sim >n, depende de fa ecuacion eliminada de 5 ef que sea 5" compatible determinado o indetermi-
nado,
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CAPITULO 6

ESPACIO AFIN TRIDIMENSIONAL

ESPACIO AFIN

Sea E el conjunto de puntos del espacio ordinario y V el espacio vectorial real de los vectoresli
ores de dicho espacio ordinario

La aplicacion f de E«E en V, tal que a cada par de puntos (A, B) € ExE le hace carresponder
«n vector geometrico de origen Ay extremo B, es decir:

f
E“E —= V

(A Bl —= v = flA B) = AB
comple las siguientes condicianes:

al Para todo punto A de E y todovector v de V., existe un Unico punto B de E tal que
f(AB) = AB = v,
b! Cualesquiera que sean los puntos A, B v C de E , se verifica que
flA, Bl + fiB,C) = flA,C) , osea AB+ BC = AC (Relacionde Chasles}

Far cumnlir f estas dos propiedades, se dice que E es un especio afin asociado al espacio vecto-
= V

Se llama sistema de referencia afin del espacio afin E al conjunto {0, u, . u,.uy ! siendo O un

3
suntode E y u,.u, y u, tresvectores libres, que

=rman una base de V| tales que OU,, OU, vy OU, Z\
o tres representantes,
Las rectas OX, OY y OZ quepasanpor Oy
=~ paralelas, respectivamente, a losvectores u,, b,
¢+ w_, % llaman gjes de coordenadas del sistema de Y
mferencia {O,u, U, u, ) v los planos XOY
Y02 y XOZ se llaman planos coordenados. El pun- X

= O esel origen de coordenadas.

Todo punto M del espacio determina el vector OM, llamado vector de posicién de M respecto
= O, tal que:
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130 ESPACIO AFIN TRIDIMENSIONAL

oM

OM, + M, M+ M'M
OM, + OM, + OM,

]
1]

X, Fy-uyt 2y (1)

{x,y. 2z} son las coordenadas de M respecto del

sistemna de referencia {O, u,. u, u .
Reciprocamente, a tada terna de nimeros

reales (%, y, ) corresponde, respecto del siste-

ma de referencia {0, u,, Uy, U, 0, un solo pun-

e M tal que se verifique la relacian (7).
En todo lo que sigue, mientras no se indique otra cosa, consideraremos referidos todos los puntos
dal espacio al sistema de referenciaafin R = (O, u,, u,.u, L

Dados dos puntos Ala,, a,,3,) y Blb,, b,. b,), podemos calcular las componentes del vector

AB respecio de la base ‘u, . U, U,
OB = DA+ AB = AB =0B-0A =
= (byu,+b,u, +byu,)—la,u,+a,u, +a,u,0=

= (b,—a,)u, ¥ |by—a,)u, + (by—a luy,

escribiremos: EE = (b, —a,,b,—a,, by—a,}

ECUACIONES DEL PLANO

Se llama ecudcion de un plano a la condicidn necesaria y suficiente que deben verificar fas coorde-
nadas de todo punto del plano,

Un plano queda determinado dando un punto por el que pasa y dos vectores, de distintadireccion,
a los gque es paralelo.

También queda determinado por tres puntos no situados en linea recta,

Ecuacion vectorial del plano gue pasa por gl punto Adx, . v, Z,] yes paralelo a los wvectores

¥ = [v.,u.}_vﬂ'l ¥y b= (1,0, 1) no paralelos entre s,

Sl a y x sonlos vectores de posiclon del punto A y del
punto genérice Mix, y, 2] del plano:

OM=0Q0A+ AM = (x=a+hv+tut | =

ITx.v.zJ = (K, ¥y Zy ) Alvyovgovg) it by, 1)

L ecuacian vectorial del plano gue pasa por el punto A{2,—1.3)

v #% paralelo a losvectdres ¥ = (5 4, —6) y t= [—-2.7.8) es

fx.y.2l = (2. =-1.31+ M5, 4, -6} +pu(-2,7 8]

Para cada par de valores reates que demos a los parémetros X v g obtendromos las componentos de un vector X cuyo
represantants con origen en ol punta Q, origen de coordenadas, tendra su ex tremo en el plano.

www.FreeLibros.me



ESPACIO AFIN TRIDIMENSIONAL 131

Ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto A{x, Yy Z,) yes paralato a los vecto-

res v = (v, vo.Vg) ¥ t= It 1, t,):

%= M +)w1+

1
y=v1+?w?+

z, + Avy +

s

]

Bty

2]

Las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por &l punto

v t = [—2,7 B) son:
2+ 85X —

=_1+ 4\ +
3-8k +

Ll 4
o

AlZ —1, 3} vy es paralelo a los vectares v = (5, 4, —6)

2
T u
Bu

Para cada par de valores reales gue dermos a los parametros X y g obtendremos las coordenasdas (%, v, 2] de un pun

o dal plano.

Ecuacion cartesiana o implicita del plano que pasa por el punto Alx, vy, .2, v esparalelo alos

vectores v = lv,_vg_vai V = {tT. L. I'.al.
xX—X, ¥Y—Y, z—2z,
| =
| v, vy vy, | =0 (3)
l'l L‘. t_i

S5i desarrollamos este determinante v simplificamos, nos quedars una expresion linealen x , v, r,
da |a forma:

|ﬂx+bv+nr+d= i (4)

en la que no son nulos simultdneamente &, b y ¢

La ecuacidn cartesiana o impiicita del plano gue pase por el punto AR, — 1. 31 vy s paralelo a los vectargs v =

254 -8y t=[-2.7. B ex:
X2 y+1 z -3|
5 4 -6 | =0
| —2 7 8 |
Desarroltando por tos elementos de Ia prirmara fila:
4 --ﬁ| --E| 4]
=21 I — [y + 1] ] + {z—3i =0 =
| |
(X =2) (32 +A42) = (v +1HA0—12] + (z—3) (3B +8B) =0 =" Fadn—28y + 43z - 305 = 0

Las ecuaciones de los planos coordendos son;

plana XOY: z =10

£x X0OZ - ¥ 0

& YOZ : %= 0
La scuacibn ax + by + d = 0 representa un plano paralelo al eje OZ.
g B ax +gz +d=0 " " " " IR & & g8
v " by EGE S d=10 y - o 0 o Ox
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132 ESPACID AFIN TRIDIMENSIONAL

Elplano ax + by + ¢z +d = 0 es paralelo al vector v = vy v, vg) siY salo si

| avy+bv,+eovy =0

Si el plano corta a los ejesen los puntos Mi{m, 0,0}, N[O, n,0)
v P{O,0,p), suecuacidn es:

llamada ecuacion secular,

Ecuacion del plano determinado por tres puntos, no situados en linea recta, A Ry o Wi, Eidis

Bix,. v, 2;) v Clrg.¥g 2510

E ¥ z 1
¥y Zy 1
=10 (6]
2 ¥a ) 1
L ¥ z, 1
Lo eousridn del plano que pasa por los puntas A{1, =1, 20, B{3. -1, 1) v Cr4.0,-2). =5
| = ¥ 4 1
1 =1 2 1
| = 0
13 =1 1 1
| 4 o -2 1

_4
= ¥ t+2 g % —i ¥ z+2|
=3 =i % oMl = =3 =1 4 | =0 ==
1 1 3 u| S 3
4 a -2 1
= 4| -3 4 =3 =1
{x—] oy + x4+ 3 J:lu—du-a—-m--.rr 9+d) +z+2)(F=-N=0 =
RPN 13 =g =
x+Hy+2p =0
Considerando que el plano determinado por los tres puntos Alx,.v,. Z,0. B (%5, ¥y, :2} ¥

e 13-53, ¥ 431 es el plano que pasa por el punto A y es paralelo a los vectores
AB =(x;—x,. Ya=V¥y: Zp—2,) ' AC:= (xg=x, Ya=Vy. 23—,
podemos hallar su scuacidn por las farmulas anteriores,

La condicibn necesaria y suficiente para que los cuatro puntos Alxy, v,z E{KE. ¥2.24) .
Cix;. ¥y 250 v Dix,, y,. 2, sean coplanarios es:

j X, ¥y z, 1 1
| %, ¥a Zy 1 s
X ¥a z, 1
L Ya z, 1
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ESPACIO AFIN TRIDIMENSIONAL 133
Se llama haz de planos determinado por los planos
ax+by+cz+d=20 . g+ by+ez+d =0

al conjunto de planos que contienen a la recta interseccion de ambos. Su ecuacitin es;

Max +bytez+dltula'x+b'y+c'z+d') =0 (7)

A eada par de valores reales de L y g obtendremos un plano del haz que contiene a la recta in-
terseccion de ambos planos, llamada base del haz.
Dos planos ax+by +ecz +d=20
ax +b'y +¢z+d=20
on coincidentes si

S s, .

v son paralefos y distintos si

isl algin denominador es 0, se entenderd que también es 0 el numerados correspondiente),
Se llama haz impropio de planos al conjunto de todos los planos paralelos a uno dado.
El conjunto de tados los planos paralelos al nlano

ax+hy+ecz+d =20
tigng por ecuacion

Lax +bv+cz-*k_: |

i81

A cada valor real de k corresponde un plano, perteneciente al haz impropio de planos definide
pof esta Gltima ecuacidn,

El plano que pasa por ¢l punito AlJ, -2, 1) v esparalelg alplanc Gx + &y +8r -7 =0, s¢ obriere dela -
autente forma:
« Todos los planos paralelos al dado estdn contenidos en |a ecuacion del bar de pfanos

Gx+4y +Br+ k=20 {at

« El valor de k gue nos da ol plano gue pasa por ¢l punto A(3. - 2. 11 lo hallaremmos considerando que los coorde
=scins do & doben satisfacer la scuscion fal:

B-3+4(=2})+8:14+k =0 = k=—18 = Br+dy+8z-18=10
e 'a ecuacibn dal plano pedide,
Se llama radiacion de planos al conjunio de todos los planos que pasan por un punto llamado

wirrice de la radiacion.
La ecuacion de la radiacion de planos que tiene por vértice el punto Alx, .y, z,) es:

alx—x, )+ bly—y,) +elz—2,) =0 2

sendo a, b, ¢, parametros variables.
Todos los planos que pasan por @l punto A3, 2, —4) estén comprendides en la scuscidn

alx—3) +bly—2} +clz +4) =0
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5i los tres planos
ax+by+ecz+d=D; a'x+b'y+cz+d =0 a"x+b"y+c"z+d"=0

forman un &ngulo triedro (tienen un solo punto comuan), la ecuacion de la radiacion de planos 3 que
pertenscen es:

Max+byt+tecz+dl+rul@x+by+oz+dl+yvla'x+biy+c"z+d") =10 (10)

— —

siendo M, g, 7 pardmetros variables,

Todos los planot que pasan por &l punio de interseccidn de los planos:
2x -y —dr-8=0, 2u-Ay+bz—-4=D, dx—-6By— I -5=0
estan comprendides en la ecu acidn:

AMe — 3y —Ar =Bl 4 ul2n —dy + 52 =) + y{dx = Gy — 3z = 8) =0

Posicibn relativa de dos planos: En el estudio de la posicidn relativa de |os planos

Ry ax+ by+cz+d =0
ri: ax+ hiy+ ¢z +d =0

s podran presentar 108 siguienies casos,

i 9_ - E = E_ - EI_._ | B § ) /
19 S b i pe = losdos planos son coincidentas w, =7,

Las igualdades anteriores equivalen a: fa, b e, dl = kla', b'. e, d’]

29) & - EI =L 2 i‘ = |ps planos son paralelos y distintos s L~
a b C d P -
z ¥ -
Las igualdades anteriores equivalen a: ST 7
fa.b.ct = kfa. b, ). d= kd W, >4
) 7
37 Sino se venifica ninguno de los dos casos anteriores, - ,r‘(
los dos planos se cOrtan sequn una recta, /",,:; ’,-"
.'l-
/ rr:/I

A la misma conclusidn se llega estudiando, por el teorema de Rouche, el sistema formado por las
ecuaciones de ambos planos:

M=l“. . ".] : N=[“. °c d.]
g b ¢ g8 bcd
Ml =r(Ni=1 = &= b _ L 94— |osdos planos son coincidentes
a b g .d
riM) =1 .
N} =2 SISTEMA INCOMPATIBLE => los dos planos son distintos y paralelos
rIN} =

riM) =r(N) =2 = SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO == los dos planos son distin-
tos y se cortan
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Sea estudiar, segin lo: valores de a y b, la posicion relativa de losplanos w,: 2x+ay-4:-8=10 ¥
dx+B6y—Bz+hb=0:
= 2 a =4
Los planos seran paralelos si; -i =E= _B = 12 =4da =>a=213
. ) 2 3 -4 —B8
Losplanos sardn coincidentss sii ===z — @ — =% 2b=—32 = b=-18
4 g -8 b
S a=3yb=—16: Ilosplanos coinciden

= a=3yb#—16: losplanos son paralalos v distintos

- a3 i los plancs no san paralelos, se cortan segdn una recia,

Posicibn ralativa de tres planos: Sear los planos de ecuaciones:

]

m: &x + by +cpr +d

e a'x +b'y + ¢z +d

i
o o o

ﬂ'a; a.qh 4 b"".l' 4 I:I‘Z W I_jl.-
Se estudia en primer lugar si hay planos paralelos:

_B. -_— . = . = — }l _ﬂ__ — b— —-; —E- — i
a b - 4 "’ P pere P / /
FEma =0y

les tres planos son coincidentes

oL g g b s G - =

aq b- ':I _I:In- 3” bn- C-- da. .-;.'I_"

¢ Ll &, 8 -

E.. b.i I:“ du . __,.-'F:
los tres planos son paralelos y distintos = —=
o e
My ’
13——3—5——2. 1'! i—h_—.‘.:_-'-....d_. —_—

¥ b o d ' B et dr e o

,_f"”"’?r:i -

los dos primeros planos son coincidentes y paralefos al —

tercerg
=T

— AR = = ¥ {a, b, e} = kia", b"™, ¢") e
a: b cr d' __..d'"'- -:":?
. CHIRH !('f Fd
los dos primeros planos son coincidentes y cortados por LT
el tercero WS
S ¥ i /
= /
S
/
i
2
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.2 _B_c .8  (abel=kia” b, c
al h cl d
los dos primeros planos son paralelos y distintos y estdn G|

cortados por el tercerg

Si no existe ningln par de planos paralelos, se estudia por Rouché el sistema formado por las ecua-
ciones de los tres planos.

= 3] c a b (S d
M= la ; : N= |a8 B ¢ o
g bY g Bt et !
fiM] =riN) =3 = SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADD -ﬂ;"-
log tres planos se cortan en un punto, for- /N
man un triedro \ N\
:’.-' | '.\.
i \'u
.4 \
. [ \
/ | \
Lossasafazen
T~ M T

riM) =riNl =2 == SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO
los tres planos se cotan en una recta comun

riM) =2 B
==  SISTEMA INCOMPATIBLE
riN) = 3 los tres planos se cortan dos a dos en tres =
rectas paralelas, forman una superficie pris- e E
matica *a
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Sea estudiar, segln los valores de &, b, € y d, la posicibn relativa de los planos:

mg: B+yH+z=a
fai ® +y4+ 2 =h
LET ¥ +y ez =d

Los dos primeros planos son paralgios, v sl € = 1 los tres planos seran paralelos.

C == |0s tres planos s0n coincidenles

#

d = los dos primeros planos coinciden y son paralelos al tercero

d == los dos ditimos planos coinclden v son paralelos al primero

n
]
-
L]
*

a o T o
I

# b =% los planos primero y tercéro coinciden v son paralelos al sequndo
a+bb2d asd = lostresplanos son paratelos v distintos
a=bhb los dos primeros plancs coinciden v son cortado por gl tercero

C o
a+b las dos primeros planos son paralelos y distintos ¢ son cortados por el tercera

Decir en qué posicidon relative estén los tres planos dados por:

2x + dy—=4dz = 2a-133
o
1]

¥ +ay +3z

Ix + ay — 22

segun los valores del parbmetro “a™,
(Ui, de Navarra, 1981)

2 -1 2

T ¥ T == 0% dot primeros planos no son paralelos

2 -4 .

:-; #* —2 =5 los planos primero y tercero no son paralefos
1 3

E #+ —2 = loz planos sequinda v torcers no son paralelos

Estudiemos el sistema formadoe por as ecusclones de los tres planos:

Z 3 -4 [2 3 -4 2:-33]
M = 1 a 3 : N = 1 a 3 1]
3 3 =2 |_3 g =2 o |
a3
Ml = —d4a+27—-da+12a—-Bs+6G=—-25+33 M| =0 = —-2a+33=0; o= -E'

S oa# -"1'22: riM} = riN) =3 => SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADD , los tres plancos se coftan an
un punto

Mil=0O =B4+4#0 == elrangode M &1 2.

23 2 —4‘
S a= —:
2

1

Como para este valor de a la cuarts columna de Noand farmads por ceras, el rongo de N ¢4 tambiién
igual a2

riM] = riM] =2 =% SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADD , los res planas se cortan
£l Una Fecta comin,
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Estudiar la posicitn relative, en el espacio, de los tres planos:
My Ax= y+22z=1=0
Tt 2x+ By +3=10
. Ax—=By+4r+T =0
{Unmiv. de Murcia, 1897}

N

-—-! == ips dos primeros planos no son paralelos
5]

-1
— =% losplanos primero y tercere no son paralelos

i

_?.. =% los planos spgundao y tercero no son paraielos

B B M
-

Estudiemoas & sistema formado por las scuaciones de [os fres planos:

|‘a -1 2] 3 1 2 -
M= |2 B 0 : M= |2 6 i} 3
4 -B 4 4 g 4 7
3 =1 2‘ | 3 —1 2| =1
iMla |2 ] =|2 8B 0|=0 ‘.—_—t?#{l == gl rango de M es 2
G 0
4 & | -2 =B o
-1 2
Oriando en N el menor con la ulvima fila y la dltima ealumnag:
&
ol |-1 =1 & 3|
g 0 | = | 8 @ 3l = —2 i = —2{54 418120 => elrangode N ez 3
-8 4 7 ] 21

El sistema es incompatible v no hay ningdn par de planos paralelos, 1os planos se cortsn dos 8 dos en rectas pars’
s, forman wno superfcle prismbtica

Condicibn para que cuatro planos formen un tetraedro. Los planos

a x+by+e z+d =0
A x4+by e z+d = 0
g'x by + 02 +d" = O
a“w by £ eE +d= 0

formaran un tetragdro si

a b ¢ d

a' b’ c' d' )
a” k' ¢ d "
A A - A

v los menores de tercer orden de la matriz de los coeficientes son todos distintos de cero.

Veamos si forman un tetrasdre |os plapos:

N

2xu+3y+dz- 12

®

<
L]
o O o a

z
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2 3 4 —-12 1 o 0|
100 0 . _—mlo 1 o =12#0
o 1 0] 4] 0 o 1
D 0 1 0l
1 0
Orlando el menor a : = 1 # 0 con la tercara columna v las filas primerd v cuarta
2 3 4 1 0 0
} . 1 ] l
0, =4 4 =4+ 0 : 0 1 0| =120 =
i 1 o
1] 11 ] v] 1] Vi

w0 los menores. de tercer orden formados por 138 tres primeras columnas son distintes de cero
Los planos dados forman un tetraedro,

ECUACIONES DE LA RECTA

Lo llaman ecuaciones de una recta a las condiciones necesarias v suficientes que deben verificar las
soordenadas de todo punto de |z recta.

Una recta queda determinada dando un punto por el que pasa y un vector, no nulo, al que es para
=

También gueda determinada por dos de sus puntos, o bien por dos planos, no paralelos. que se cor
==~ s2qun la reeta.

Ecuacibn vectorial de la recta que pasa por el punto Mo
Six,.¥,. 2, ) yesparalela sl vector v =1{v,, v, v,l. j,ff:"fl
el
Si a y x son los vectores de posicion del punta A
y cal punto genérico Mix, v, z) de la recta: A
-
f
/ | *
OM = 0A+AM == |x =8+ Av <> |
/@
[x, 9. 2) = bx . y,.20 0+ X, v vg) (11}
El vector v, paralelo a la recta, es el vector director /’
2= i@ recta, o vector de direccion de la recta. o
La ecuacibn vectorial de |8 rects gue pasa por ol punte AL2. — 1, 3) vy s paralela al vector v = |5 4, - B) e

=, v, 2] = [2. =1, 3} +XI5 4, -8B}
Para cada valor resl gue demos al pardmetro A obtendremos las componentes de un vector = Cuyo representante
on origen en el punto O, origen de coordenadas, tendrd su extremo en la recta,
La ecuacidn vectorial de la recta que pasa par lospuntos Alx,,y,. 2,1y Blx,. vy, 2z,) esla ecuacion
~w=ctorial de larectaque pasa porel punto A yesparalelaal vector AB = (x,—x%,, ¥o—V¥,, Z,— 2, I:

— —

1171'5.?1 2) = (%, ¥, 2,0 +hls,—x,, vinvt.z:,—z,l'_ (12

La seuaciéin vectorial de |a recta que pasa por los puntos A(1, 3, §) y BIS, 6, 7) es |5 ecuacian vectorial do 1o recta
g oz por el punio A1, 3, 5) y esporalels al vector AB=(5-1,6—-3, 7 —58) = (4, 3,21

[x, v. 2} =1(1, 3. 5) + Xi{d, 3,2}
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Ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto Alx,.vy,.2,) y es paralela al vector

U=['u1,'u'?,l.r3]:
=%+ Av,
y =1y, + Jt'u'z {13)

I =12

T+hu3

Las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos A2, — 1 3] y es paralels &l vector v = (5. 4.6

24+ 86N
v =1+ 4
I = 3-BA

P8

Las ecuaciones parameétricas de la recta que pasa por los puntos Alxy, vy 2,0 ¥ Et:z, Yo Zq i son:

X = xg + Mry—x,1)

-
|

z =z, +Alg,—2)

Las eou acsones paramitricas de Iz recta que pasa por los puntes A (1, 4. =2) v B(3.2. 3) son:

» 1 4+ A3=1) ¥ e 14+ 2)
y < A4 AZ—4) = vy = 42X
2 == b X3+ Z 2 ==2 +BA

Ecuacion continua de la recta que pasa por el punto Alx,,y,, z,] vy es paralela al vector v =

=l v, wy):

X— X Y=, -1z
LifE= = ! {15)
4 Vg hE

{Si algin denominador es nulo, se considera nulo ef numerador correspondiante).
La acuasion continia de |a recia gue pasa por el punta AlZ2 = 1, 31 y &4 paralels al vecior w = (5,4, —6) g2

X -2 y+1 z=3

- = W —

i i -4

Ecuacion continua de la recta que pasa por los puntos Alx,, y,.2,) v Blx, v . 2,)

® —x v —y z —z
| v | . 1 (16)
1 Y= ¥, =%

h‘.:.'—x

La szuacion continue de la rects gue pasa por los puntos A1, 4, —2] ¢ B3 2, 3] e

1 y——i +2 1 y =4 =
——:—:"' :. :_u ." 2
1 2-4 3+2 2 ~2 &

Dada la ecuacion continua de una recta s obtienan |as ecudciones parametricas iqualando la ecua
cibn continua a A vy despejando x, y, z en funciin de ). lgualando = valor de ) obtenidode lastres
ecuaciones paramétricas obtenemos la ecuacidn continua.

X=X, + mh

v, + na

2=z, +ph

X=X Y=Y, r—2z,
= = = X ¥
m n p
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Lo ecuacidn [15) #< la scuacibn de la recta gus pass por ol punto Afx o 1 ¥ es paralels af vectorv = .I’w1 Vg 1.-3,1',
Es muy importante considerar que los coeficientes de x, y, z esla unidsd positiva. 8f nas dan una scuacidn parecids a la
(15), antes de sacar conclusiones hemos di cerciorarmos de gue los coelfientes de x, v, & e51a unidad positiva, y de no ser
#50, rransformarta para que se cumpla dicha propiedad,

[Darda fa recta de Bcuacion
% — 3 3y —6B —2r— 4
bl e .

5 a 8

egrz hallar un punto de ella v un vector paralelo, |a transformaremos del siguiente Modo: Sedivide el numerador v el de
saminador de 1a segunda fraccion por 3, v por —2 &l numerador v denominador de la tercera Traceian. La ecuacién con
tinua de la recta dada es:
I +2
0 23 e

Esta recta pasa por &l punto A3, 2,—2) v es paralela al vector w = (5, 3, —d).

Ecuaciones implicitas o cartesianas de una recta. La interseccion de dos planos no paralelos es una
sactal

ax+b~.r+1:z+d:DI

{171
ax+ by + e’z +d"' =0

Dadas las ecuacianes implicitas de una recta, si = 0 hallemos |las ecuaciones parametri-

)

=2z de |3 recta, escribiendo el sistema (17) de la forma:

—-g =0 hl a —L[—dl
ax +hy =—¢cz—d T i P
. | = X = cx—d b =x.t kz 'f'a—_—z_ = v+ hz
a'x + by =—¢'z —-d a bl a b
a’ b’ a’ b’

y haciendo z = A, la solucidn genersl de (17) sera:

x=x11-M-:
y= vy + Ah
£ = :’l

=ue son'las ecuaciones paramétricas de larecta (17).

_ a a' . a c b e
Si .| = 0, se partiria de! menor . o que no sed nulo.
b b a b
Si dacla la recta 2 +3y =5z -21= 0 '
xt+ ¥y — r— B=40

=== ooden un punto de 8lia y un vecior paralelo adicha recta, hallareimios sus ecuaciones paramdiricas!

Como

2
‘ = 0, podemas eseribie:
i 1

25 + 3y = 5r + 21
X+ yv= [+ 8

x=3=2r ; p=5+ 33z

sscando 7 = A, las vcuwaclones paramétricas de la recta son:
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R P )
y=5+3)
i = )

La recta pasa por gl punto A(3, 5 01 v espargiels gl vector v = (=2, 3, 1),

Se |lama radiacibn de rectas de vértice el punto Alx, ., y,.2,) al conjunto de todas |as rectas del

espacio que pasan por el punto A, Su ecuacibn es

X—8 Y-V _ g
m_  n B |

siendo m, n, p parametros variables.
La ecuacion de (o radiacion de rectas de vérnice ef punto A(2.—1, 31 es

=2 ¥Y+1 1=3

m _I'I p
Se llama radiscion impropia de rectas al conjunto de todas las rectas del espacio que son paralelas

a una recta dada.
La ecuacion de la radiacion impropia de rectas determinado por la recta

K= X, ¥ =¥, Z—2;

m n i)

s

= = =51
e TP e P (19)

5= i S, R

endonde m_n, p son fijosy a, b, ¢ son parametros vanables.

El conjunte de toddas [as rectas paraletas a la recta

=2 v o= w4+ d

4 3 -2

eutan comprendidaz en la radiacidon impropia de rectal de ecuacion

x—a ¥y —b I—c

= =

4 3 =i

Condicibn de paralelismo entre rectas:

Las rectas:
X=X, 4+ Ay X= Xy + pl,
fy ¥ =¥, + Av, ; i Y= ¥a T aly
:721‘{'?\?3 z=zz'+#t_‘]
) : vy v, vy
son paralelas si y solo si — = = = = 1201
| rT t? 13
Las rectas
X =X, Y =¥, z—2z, X —x, Y=Yy T-—1,
r = = i | S = -
1 1
¥, ¥y Vg t, i, 1,

son paralelas sl y solo si se verifica (20).
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Las rectas
M= X, + AW
A 2 X — Xy Y —¥, z—2,
r: ¥ =¥, + Av, : L = =
' ° : t1 Y 3
z =z,+ Ay,

son paralelas si y solo si se veritica (20).

Si las rectas estdn dacdas por sus ecuaciones impl(citas, para estudiar si son o no paralelas, se hallan,
de la forma indicada anteriormente, sus ecuaciones paramétricas y se comprueba si se verifica (20).

Para astudiar 5i son o no paralalas las rectad

*= B2 = w—r— H= 10
Fy vy = 2 +3A ry
ra 1T +4% 2% + g+ —§J1 =D
== hallan las ecuaciones parametricas de 1,
w4y = 3+ B
= x m—gz+3 : vy = d5+5
Zn oy =—7 + 11
eaciando = A:
o= 3 = FN
s y =5+ 3
P = )
- d
__:‘: = q F = == |prectin Ty ¥ s no son paraleios
-2 3 1
Condicién de paralelismo entre una recta y un plano.
X = X, +-h-.r.'
N X =%, ¥ — ¥, =12
La recta =y, +dvy o —-IwI = v, = i
=z, +Av,
v & plano ax+thy+ez+d=0
=n paralelos 51 y solo s
|av, by, +cvy = 0 (21
Laracta wm 5o D
y= 3+
=0 — N

=owalelaalplano x+yv+3z+6=0, yague 1:2+1:1+3(—1) =20

g == oes paralelani plano 3x -Gy + 67 -2 =20, yagua J 2+ (—-B)1-1+6:-[—1)=06-6—-6=0

Posicion relativa de una recta v un plano en 2l espacio.

la recta esta contenida en &l plano
paraleios
La recta y el plano podran ser: fa recta no estd contenids en &l plano

no paralelos o inciderites (tienen un solo punto comiin)

www.FreeLibros.me



144 ESPACIO AFINTRIOIMENSIONAL

Sean la recta r y el plano v dados por las ecuaciones:

X = %y tAv,
r y = ¥y HAv, 7: ax+by+cz+d =20

2 = 7,+Av,

ax,+by,+cz,+d=0 = la recta estd en el plano

av, +bv, + cvy = 0 = r y 7 son paralelos

ax,+by,+cz,+d+0 = larectanoestaenel plano

r

= 0 => larectacortaal plano ;

: /

Estudiar, segin los valares de m y n, la posicion relativa del plano © v la recta e

av,+ hv?_ tevy

X = &
r: wty+rmz—=n=0 r: y = 2=1
= 2:\

fLfniv. de Madrid)

Elplano y la recty serdn paralelos siz 1.1+ 1= 4+m2 =0 = m=10
Alser in reta v ef plano paratetos, si |a recta estd contenlta en ol piano, las coordenadas de cualguier punto de la rec:

tasatisface la ecupcitn del plano. El punto A0, 2, 0] es dela recta;
1°04+1-2+0:0—-ne=0 = 2=n=0 = n=12
De lo armerior resulta:
Si m=10 y n=2: larectsestadcontenidaen el plano
b m=D0 v n#®2: larectaesparatela al plano y no ests contenida an &

m # 0 larecta corta @l plano,
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FPosicion relativa de dos rectas en el espacio.

paralelas y coincidentes
paralefas
paralelas y distintas
Dos rectas en el espacio podrin ser:
| se cortan

no paralelas ]
e cruzan

Supondremos que las dos rectas estan dadas por sus ecuaciones parametricas, ya gue es tacil pasar
2 este tipo de ecuaciones si las rectas estan dadas de otra forma.

X = X, + }.'-'1 e
P ¥ = ¥y, + .'-'W'J . My Y=V, tHL
L= Iyt -'-'t'l.r:i &= 't2+-"".1

El punto Alx,.vy,.2,) estasobrelarecta r,y el punto B(x,, vy,, z,) estasobre |arecra r, El
vector AB = (x,—x,, ¥,—¥,. 2,— z,) tiene su origen sobre r, y su extremo sobre r,. Los vectores

w=lv,,v,, vg) ¥ t=(t,, t, 1) son paralelos, respectivamente a las rectas r, y 1,

| %

X,  Yy—V, _2,—2Z
2 ) .12 1 =22 0 s losvectoresw, ty

V. Vaq

Wy 2

AB son paralelos, las dos rectas son coincidentes

W W W
1 - 2 -3 — ry ¥ r, son paralelas

X, —X Yo—¥ X, —% 7,—2
s 1l o 2 g 20 e 72
Yy N % Va

el vector AB no es paralelo al vector v, las dos rectas
son paralelas y distintas

Si dos rectas son coincidentes, las coordenadas de cualquier punto de una de ellas satisfacen las
=cuaciones de la otra. Si dos rectas son paralelas, para ver si son o no coincidentes, basta comprobar si
= coordenadas de un punto de una de ellas satisfacen |as ecuaciones de la otra.
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12"‘11 'l||'2—"g".l Z: —

los vectores v, Ty AB son linealmente de-
pendientes, las dos rectas estdn en un pla
no, 5& cortan

L]

= r, y r, noson paralelas }

L
=
- =
_-.I_.
.
| =
|

-
L

=X, YoV, BT

los vectores v, t v AB son linealmente in-
dapendientas, las dos rectas no estan en
| el mismo plano, se cruzan

Fy
A
Estdiar fa posicion relativa de las recias
X = ) x =2+ 24
ri ¥Yya&— A $: {y= =2u
z a1+34 a 7 +6u
{Univ. e Valencial
fUriv, de Cantabria, 1991)
El vector w = {1, —1, 3} esparaleloalarecta r, y el vector t = (2,—2, 6] esparasleio 2 ha recta s
: = — 3 =% lpsrectas r y 5 s00 paralelas
2 -2 8

Elpunto A0, 2, 1) esdelarects r. v ol punte B(2,0,7) esdeaiarecta 3. El vector A8 = (2-0.0-2,7=1] =
= (2, =2, 6} tiere sus componentes proporcionales a las componentes del vector ¢ [y a las del vector 1), luega fas dos

FBCTAs 500 Coinciden ies.

Estudiar la posicibn relativa da las recti:
P M= Y= : $: Zx+1=2y=2z+2
(Linfv. de Barcelona)

Hallemnas las ecuscionss paramatricas de amibas rectas:

o=
f; #=y=z == ¥ = A
=M\
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1

‘I =¥

2x+1=2y ==ty 2

$; 2+ 1=2ya2z+2 = = : = v u
2i+2=12y t=— 1+y%

Ambas rectas son paralelas al vector » = (1, 1, 1], luego son paralelas,
El punto A{Q, 0,0} pertenscea r: 2-0+1# 20+ 2-0 + 2. Lm coordenadas del punta A no satisfacen |as
ecuaciones do la recta 5. Las rectas son paraiefas y distintas

Esxtudiar la posicion relstiva de las rectas
k=1 _y—-2 _z-1 a—3 y—3 +1

1 1 2 ~2 -1 2

LI

(Univ, de La Lagurma — Tenarifel

El vector v = {1, 1, 2} esparalelo alarecta r, v ¢l vector t = (=2, = 1, 2] o5 paralelo a la recta s
1 1 2
—2 = —--‘- ¥ -E- =% larectas r y s noson paralelas, $p CoOrarsn o ss cruzaran,

El punte A(1,2, 1) pertenecea r v & B(3, 3, —1) pertenecea s Sielvector AB = {3-1,3-2,-1-) =
= (2, 1.—2] escombinacibn lineal de w v t, los tres vectores estarhn en un plano, las rectas se cortaran, en caso con-

trario s CruZaran;

1 1 2
-2 =] 2= 0 (laercera fils esigual a la segunda multiplicadanor —1]  =»  las rectas se cortan
2 1T -2

Estudiar 1z posicion relativa de los rectas

¥—2 ¥ r+1 _Jl+v 2

3 z —2 - =yt za =1
fUmiv. e Santiggp. T9971)

Hallemos |as ecuaciones paramétricas de la recta &:

e Loy
x+y=2 2u=1—l:!=1;z| 23
= = y= — + A
Xx=ya=1=% 2y= 3+ Y= E[ ‘
4 = 23
Larecta r es paralefa al vector u = (3, 2, =2, v lo recta s es paralels al vector ¥ = (— 1, 1, 2). Como estos vec-

tofes NO UENen sUs compononles proporcionales, no son paralelos. Las rectas se cortan o se ¢ruzarn.
El punto A(2,0,—1) pertenece a r, y ¢ punto ™,
80, 2, 1} pertenece a s {lascoordenadas de B se A

sbtienen hacientdo A = %!. Si las rectas secortan |, los

vectlores U, ¥ vy AB = 0=2.2=0,1+1)=

= (=2, 2 2} son linealMente dependientes al esiar }-—'
#m un plang, ¥ 51138 rectss & eruran, dichol vectores

p r Al2.0,-1)
srin linealmente independientes. — n=132-3)
3 4 —2
=1 1 2 =5-B+4-4-124+4==10¥0 => los vectores son linealmente independientes, fas rec
-2 2 2 tas 52 Cruzan.
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San muy frecuentes estos dos problemas:

& Haliar la ecuacion del plano que contiene a larects r y al puntc A que nopertensce ala recta r.

— 5Si la recta estd dada por sus ecuaciones parametricas:

X=X, -lv.l

r: v=\r1+.‘-.1.r2

EF=72 -I-'.'-l.-;.

2

se hallar dos puntos de la recta, B y C, correspondientes a dos valores distinto de A. Los puntos A, B
vy C determinan el plano pedido,

Sea hallar la ccwacian del plano gue contiens 4 la recta

| = 1+ 2‘-1\
v [ y= 2= 33
7 =4+ )
val punta Al-2 0 1)
Para & = 0, obtenemos el punto B(1, 2, 4}, ypara A = 1, el punto C[3, =1, §). El plano definido por los puntc
A B vy C & el pedido:
% ¥ 1 w42 ¢ p=1 'I| X+2 v :_1|
2 o 1 i 1] 0 0 o 3 5
1 2 4 = a = | 3 » 3 | = == 2 p =0 =
g3 =3 5 1 E -1 4 11 = |
2 3 | 3 2
x+2] = +'[2=1) | | =0 =D 1x+21+y—-13{F 1=l =N
-1 4 - 15 =1

1Mu+3y—13z +3B = 0

— 5i la recta esta dada por sus ecuaciones implicitas

ax +tbhy +cz+d =0

gx +b'y +¢72 +d ]
se considera el haz de planos de gje la recta r, y de estos planos se halla el que pasa por el punto A,

Seahgliar la ecuacion del plano que contiene a la recta

| 2x— 3y 44z 4+8=0
e

3x+ y+5z-2=0
y al punto Al4, 0, 1),

El hiez de planos de aje la recta v as:

MZx -3y +a4z4+B)+u(Ax+y+5z—21 =10

¢ A4 0, 1) estéen este plano:

Af2-A—3-0+4-1+8)+ui3-4+0+5:-1-21 =10 = 20A+15u=0 = u-= 5 —'51
sustituyendo aste valor en lz ecuacion del haz y dividiendo despues por A

4
T\{?!—ﬂv+4?+ﬂi—5?'.[31'?'-'"5:—2#—-1] = 32x-3y+42+B)-4{An+y+Ez-2) =0 =

Gx+ 13y +82=32 =0
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¢ Dadas dos rectas r, y r, y unpunto A, no situado sobre ninguna de las rectas, hallar la recta
gue pasa por el punto A y corta a lasrectas r, y ry.

Se halla el plano m, Que contiene a la recta
ryy al punto A, yel plano 7, que contiene a s \
larecta r, yal punto A, Losplanos 7, y m, P N
se cortan segun |a recta pedida.

Sea hallar la ecuacion de la recta gue pasa por el punto A4, 0, 1) v corta a las rectas ry v g

2x—3y +4z +8=0 x= 1+24
fy: tpt f ¥ = 2= 3
Ivd y *hz—-2=0 p==T+ A

La ecuacibn del plano 7, guecontiene a larecta r, y al punto A esth calculada en el ultimo ejempla, es
Gx+13y+Bz-32=0 (al

#ara calcular la ecuacion del plano T, que cantiene & fa recta ry v al punta A hallamos dos puntos de 1, para

h=0y X =1 resultan, respectivaments, lospuntos B{1,2,— 11 vy C{3,- 1,01 Elplano n, esel gue contiene fos
puntos A, B y G suecuscién es:

| % " z 1 x—3 y+1 z 1 Ix =3 y+1 2
|4 0 1 1 1 1 i 1 |
=0 = =0 => 1 1 =0 =
l‘l 2i =3 1 |2 3 =1 :| | s 1
i -1 0 1 0 o 0 1 i =1

11 1 1o

m-m‘ I-l'H-H +32 =0 =% —4x—-3—Ily+li+Gz2=D0 =»
3 - =5 = -2 3

— 4% —y+8z+11 =20 (b}

Los planos (a) y (b) determinan la recta pedida.
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PROBLEMAS

. de Madrid)

Las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto A(1, 2, 3] y es paralelo a los vecto -
resu = (1,=-1,4) yv=1_{1,1-2) son:

x=1+k+p A+p=x=1 . .
= y la compatibilidad de este sistema, consideran-
¥y=2-2A+p | > -At+p=y-2 doa Ay 4 como incdgnitas, implica:
= 3+4)-2u 4y -2 = 2-3
1 i 1 1 x=1 1 1 x-=1
rango (=1 1| =rango |=1 1 y=2 = (=1 1 y=2| =0 =
4 -2 4 -2 2-3 4 -2 z-3

desarrollando por la ultima columna:

=t 1 [1 1 I 1 1‘
{x—1} —(y—=2) + (z—3} =0
g =g |7 T =l TPy g gt
—2(x=1)+6ly=2)+2(z=3) =0 ; dividiendo por —2 y simplificando :

|x—3y-z+B=ﬂ

SEGUNDA SOLUCION:

Si Mix,y.2) es el punto genérico del plano, el vector
AM = (x—1, y—2, 2—3) es combinacién lineal de u y v,

{x,y.2)
ouesto que los tres vectores estan en un mismo plano y u v
¥ v son linealmente independientes (sus companentes no u
son proporcionales), de donde: A(1,2,3)

[n—1 y—2 z—3
rango 1 -1 4 | =2 =»
1 1 =2
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w1 y—2 -3

|—1 4 | 1 4 R, |
1 —1 4 =0 = (x=1) ‘—{v-?! |+[z—3‘ ‘_D
1 1 =2 11 = I 1
—2(x~1) +6ly~2) +2(z-3 =0 = |x—2y-2z+8 =0]
T-' = - : -] x=(1,11) +1(2,1,-1) ; x=413,0,1)
Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y es paralelo a ambas rectas.
{Lfrviv, ofe Alicante)
La primera recla es paralela al vector u = {2, 1,—1} y lasegunda al vector v = (3,0, 1), par lo

tanto el plano pedido es el que pasa por el punto Q0. 0, 0) y es paralelo a los vectores u y v:

Su ecuacion vectorial es: x,¥,2)=10.0,00 +X{(2, 1, =7) +u(3.0, 1)
Sus epuaciones paramétricas son: =0 423 +3u [ K= 2\ + Eu—
N = 0 + A+ ﬂ-# - ¥ = A
Z=0— X 4+ p |z ==Xk + H
Su ecuacidon implicita es: 2 3 x
1 0 y| =0 = |x-5y-3z=0]

6.3  Hallarlas ecuaciones del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo a las rectas
o : x—3  y—-7 _z-8 " |

R TR RTINS 2 |

(Univ. de Salamancal

El piano pedido es el que pasa por el punto 010, 0, 0) v es paralelo a los vectores u = (2, 3, 4,
paralelo a la primera recta, y v= (1,1, 1), paralelo a la sequnda recta:

x =0 +2% +p
v =0 + 3% +u ecuaciones parametricas
Z =D +d:'|. +H.

|

3 1 ¥ =0 = |—-x+2y—z = l]] ecuacién implicita.

4 1 z
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o
]

6.4 Datarminar al plano qua contiene a la recta
Xty+z=—5

: =

i x—3y=2= 3

iupamdulamu '

t = 1 = r+1 = z—-10
. 2 3 4

{Ursiv. de Santiago de Compastels)
{Univ. de Barcelana)

Hallemos 1as ecuaciones parameiricas de [a recta r:

X+ ==8B=y sumanidn: 23 = —2+2y | X==14y

g
—
x— 2= 3J'+ 31,,-/ restando: 2z = —B—4y , z=-4-2y
B=acendo vy = M i Ty / //
r 5 W= 1

Si vl plano pedido contiene a la recta r. contiene al punto A{—1,0—4) de r y es paralelo a larecta
= & lo guees lo mismo contiens 3l punto A y 85 paralelo sl vector v = (1,1, —2), vector gque g5 para
=oa r.

Por otra parte, como el vector u = (2, 3, 4] es paralelo a la recta s,si el plano pedido es parale-
o a g recta s, g5 paralelo al vector w.

El problema gueda reducido a escribir las scuaciones paramétricas del plano gue pasa por el pun-
= Al1,0, 4) yes paraleloa los vectores v = (1,1, =21 vy v = (2.3, 4):

[x = + A -I_,_.
v =04 X 4+34
z2 =4 —2) +4p

Obtendremos 18 ecuacion cartesiana o implicita de este plano eliminando L y g del sisterma:
ME2p= H+1

o+ 3;4 = W
—2h 4+ 4y = 2+4

1 2 1 2 x4

1 2 x+1
rango 1 3| = rango 1 3 W = 1 3 ¥ =p =
-2 4 -2 4 z+4 —2 4  z+4

Bz @) — Ay + Alx+1)+ Blx+1) =y~ 2(z+4) =0 => |10x—8By +z+14 = 0|

: Hﬂnr kmhédpi&qumn&unal punto h,-i, 0) y es paralelo a las rectas Ty .'

o X -2:—.v : e x+4 5 ..‘."'.’..I ¥ -3z
3 z=y 5 2 -3

fUriv. de La Laguna — Tenerife, 1991)
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Haciende v = X en la ecuacién de r tenemos las ecuaciones paramétricas de la recta r:

x=2-=>
r= II \" . — h
| 2 = A
Larecta r esparalela al vector u = |—1,1, 1) ylarecta s es paralela al vector v = (5,2, 3],

El plano pedido es el que pasa por el punto Al1, —1, O} vy es paralelo a e5105 vectores. Sus ecuatione’
paramatricas son;

| x= 1—A+5u
y==1+ A +2pn
|1z = O+ Xk —23u
La ecuacion cartesiana gs:
=1 v+ 1 z . . ST L a
T TR =:-I,:-:—‘II||2 HS‘—-:y+‘Hl : _3] -l-;‘ : e

i 2 =3

—Gix=1)+2ly+ N =T2=0 = Ex_-i?-'i:—?:

6.6  sean las rectas .
x=3=051 3x—y+z=0 .

142t 5 |
: _ 3 x+2y—z=10

: K : :
Hallar Ia ecuacion de un plano que pasa por A(—1,—1, 0} y es paralelo a las dos rectas. Hallar la
intersaccion de dicho plano con los gjes coordenados.

r:

(Univ. do Castitfa—La Marcha)

Obtengamos |85 ecuaciones paramatricas de s recta $:

—y+ = —3x l sumando ambas ecusciones: v = — dx
2y—2=—% | 2= —Juedy=—Je—Aadx ==7x
haciendo x = A:
X = A
5 y = =4k
T
El plano pedido es el que pass por el punto A(—1, =1,0) es paralelo g los vectores o = (5,2, 0],
paraleloa r, y v = 11, —4 -7}, paraleloa s:
x =—1 +{=B + my % = —1—BM +
y =—1+ 2k 4+ (—4jp - y = —=142% =4y BCLACINNES paramerricas cal
2= 0+ 08 + =y 7 = 7 I plano pedido.
Eliminando A v o del sistema;
—EX+ w =%+ 5 1 5 1 x+1
23=4p =y +1 == rango 2 —d4| = ranga 2 =4 y+1| =2
-Tp =z o -7 B =7 z
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v b BN 2 =i -5 1 =
2 4 yHl| =0 = (x+1] ~ g+ 1) | +7 =0 =
0 -7 3 a -7 -7 2 —4

1+ 11 =3 ly+1)+1Bz=10 ::-i14x 3By = 1B7+48 =0| ecuacidn cartesiana o implicita.

Interseceion del plancconelaje OX: v = 0, r =0 = 14x+49=0 Ks—%: Ml-ag.ﬂ.ﬂ}
. = 7
oY x=0, e=0= 35\--—5‘3=D.~r——§. Nl'ﬂ-ﬁ.ﬂ]
49 490
. - — = = — 1 P —
D2 x =0, vy =0 = —18:+49=0; : 8 o, o, T
B..? Hallar |a ecuacion del plano que pasa por el punto A(—1, 2, 0) y contiens a la recta r-
& x—2y+ z2—-3=0
r: .
t ' y+3z—=56 =0

fUnfv. we Santiaga) — (Univ. de Salamancal — (Univ. de Malaga)

Todos los planos gue contienen a la recta r pertenecen al haz de planos de ee |a recta r
Au=2y +2 =31 + ply+ 32—51 =0 (1

Hallemos & y # paraqueel plano (1] contenga al punto A

Si el punto Al=1, 2, 0 pertenece al plano (11, sus coordenadas satisfacen |a ecuacian (1)

S

AM=T1=2:2+0-3 +p(2+3.0-5 =0 = —JrA-3p=0= p=—

(AR

gstituyento este valor en 1), dividiendo por A y simplificando !

Mg =2y <+ 72—=3) — % My+3z—Bl=0 = Jx—2y+z-31-Bly+3:-5)=0=

(3x—14y-21z+31 - 0|

6.8  Hallar I ecuncion del planc que pasa por el punto A(2,0, 1) y contiene a la recta
o ML S 1 i
2 -1 —1
{Univ, de Cantabria) — (Univ, te Santiaga)

El punte 8{1, —3, 0} pertenece a la recta. Si el plano
pedido contiene el punto A y a la recta, contiene a |os pun-
125 A v B, por tantao es paralelo al vector

AR =(1-2,—-3-0,0-1)=(=1, -3, -1}
y al vector v={2.1.-1}
gueesel vector de direccibn de la recta.

www.FreeLibros.me



156 ESPACIOAFIN TRIDIMENSIDMNAL

El plano pedido es, por tanto, el plano que pasa por A{2,0, 1) y es paraielo a los vectores AB y v.
Sus ecuaciones paramétricas son:

X =2+ |I=1A + 2u u=2—h_+2p
y =0+ (3N + 1.4 = [{yv= =3\ + u
=14 (=112 + (=1jpu l Z=1 =X =
Elirmnando ) y u de| sistema;
- A+2p - x—-2 =1 2 =1 2 x-2
—3hb g _ oy = rango | -3 1| = rangn - 3 i ¥ =
— A= U = z=1 1 o | — 1 -1 r=
-1 2 K—2
-3 1 ¥ =1 — -{z=1) -2y + Ux—2) +H{x=2) =y + Blz=1) =0 =

— T =i z—1

[ —3y+bz=~13 =0

ecuacion cartesiana o implicita.

SEGUNDA SOLUCION: S el plano contiene dos puntos de la recta, contigne 2 la recta. lgualan

doa 0 ya 1 lasecoaciones continuas de s recta obtenemos dos puntos de ja recta: Bil, — 3.0)
Ci3,—-2, -1
El plano pedido es el plano determinado por los puntos Af2, 0, 1), B(1.—-3.0) v C(3.-2,-1);
x W z 1
2 4] 1 1
= ﬂ
1 —3 0 1
3 -2 -1 1

Sumando a la primera columna la cuarta multiplicada por —2, y restando la cuarta calumia a 1a
tercera:

x—2 y =1

1
- 1
0 g 0 g met]=a =3 —al =p == i—
-1 — -1 1 ' 2 _3 2 -2
1 -2 =3 1
=f = 2UE g — .
_y ‘ + {z=1) g =0 = 4(x~2)-3y +5(z-11=0 => 4x—3y+56z-13=0|
=7 'l S

TERCERA SOLUCION: Escribiendo las ecuaciones de la recta como interseccién de dos planos:

LSLPE a 2y-7 =0
2 1 SEETE E
=
“:3i% y+z +3=0

todos los planos que contienen a la recta son los pertenecientes al haz de planos de eje dicha recta:
Alx—=2y=F+puly+z+31 =0 i1

y de todos estos plands nos interesa el que contiene al punto A(2, 0, 1):
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A2=20-7)+pl0+1+31 =0 = —BA+4p=0, u= =2

levando este valora (1) v dividiendo despuss por A ;

% =2y —T7) *-‘—E;Hw,rn-.-Br:ﬂ,dEx-—Ev T)+5ly+z+32) =0 :-E 3y+52—T3—GJ

3.9 Hallar fa ecuacién del plano que pasa por el punto A(1, 0, 0) y contiene a fa recta

| oo=-2 N
r: ¥ =3—3)
! z =4+2%

*

{Univ. de Valencia)

Haciendo, en las ecuaciones de larectar, A =0y A =1, obtenemos los puntos de r: B(2, 3,4) vy
Ci3, 0, B). El plano pedido es el determinade por los puntos A, B y.C:

% ] z '|| =1 ¥ F 'F| il iy ;
1
L 0 = B 0 @ ¥ _ 5 s1.124] 4 3 4a|=0
2 3 4 1‘ 1 3 4 1 s & 8
3 0 6 2 0 6 1|
|3 a| 1 4 I i .
{x—11 = ; =0 = 1Bix=11+2y—-6Gz =0 =~
lo & Y2 EJ* 2 0 4

Il_Ei'x =y 4.3;2—9 = 0|

510 Hﬂl&rlnlm-:iﬁndd:ﬂnmqmpmmrﬂwhundumrdqudn?uplﬂlhﬂMﬂ-
 por el punto A{1,—1,0) y la recta que pasa por el punto B(2,2,2) y tiene por vector di-
artor {'I 2, 3).

{Univ. de Baréé?ana!

Las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punte B(2, 2, 2) v es paralela al vecior
1.2, 3} son

X = 2 4 A
r: ¥y = 2 + 2\
Y = 2 + 3:‘-
Haciendo A = — 1 ochtenemos el punto C(1,0,-1) de r. El plano determinado por el punto A

¥ =recta r es el plano determinado por el punto A y los puntos B(2,2,2) y C{1,0,-1)

s T1 1 ovR oz 1 5=l g+l 2

. ‘2 , |=0 = B 09 8 Vg =m*ly s alap =
) 3 2 G 3 -

1 6 =1 1 0 11
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(x—1)

3 2 l: "
1 =1 L =11 0 1)

—Blx—1N+ly+1)+z2=0 = -Sx+ty+z+6=10
Todos los planos paraiglos al plang — 5x = v+ 2+ 0 = 0 tiengn DOr &cUacion

Sxryrzrk =0

yw 8l que pasa por el origen de coardenadas es-

[—Bx+y+r = ol

6.11 Dados los puntos A(1,0,2), B(O,1,3), C(=1,2,0) y D(2,-1,3), hallar la ecuacion el
ﬁwqwmnﬂanaahmﬂ AB y nsplraluluﬂl:mta co.

{Uiacw. ded Pas Vasco)

El plann dafinido es el que pasa pof-el punto Ay es paralelo a 10s veciores u AH (=1.71. 1)
y v=CD = [3.-3.3].

S Mix, v, 2) o5 8l punto gendrich cel plano

Y ¢ B vl
al vector AM = [x=1, v, z—2}) &5 combinacion u ,/"'/

lineal de w vy W, por estar los tres vectores en el mis

mo plang yser u y v L L [Sus cOMmMponentes no sormn = L L
proporcionales: — s et B ], de donde; —————————————— =
3 - 3 v
k1 ¥ —a c D
Fango -1 1 1 =2 =
3 -3 3
x—1 y =2 I 1o =g o 9 )
= = -1 | + (=2} = B =
| ; ; 13 0 = =M 4 7Y 3 3t 3 g

Glx—1] +By = 0 == [x+y—1 = 0|

612 Unirimlﬂptllﬂullmplmx%-q-1 x+z=10 ypasaporel punto (2,0, 0} F ﬂ{%

sus ecusciones. . > .
fUniv. de Las Palmas de Gran Canarial

La rects pedida es la recta que pesa por el punto (2, 0,0} v es paraleld ala recta determinada por
los dos planDs;

%= A

of =] W= 1=x
= haclendo % = M: y=1-M\
v 4+7 =0 7 = o . o
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La recta pedida es la recla gue pasa porel punta (2, 0, 0) v es paralelaal vector v = {1,-1, =1},

$U% ECUACIONES params Iricas son .
| | %= 2 +
y=0_4

t=0-4

SEGUNDA SOLUCION: La rects pedida la podemos determinar como interseccidn de dos planos
gue son paralelos respectivameante a |os planos dados y pasan ambos por el punta (2,0, 0).

— ecuacian de tados los planos paralelosal x4y —1 =0 #+y + k = 0. de estos planos nos in-
wresa ol que pasa por el punto (2, 0, 0}, o sea que las coordenadas de (2, 0, 0) deben satisfacer a la
scuacion x+y+ k=0 2+0+k=0 = k=-2 = x+y—2=0 eslaecuacidn del planc
gue pasa por el punto (2, 0,01 yes paralelo al plano x +y—1 = 0.

~ecuacion de todos los planos paralelos al plano x +2=0: = +z+h= 0. el que pasa porel pun-
w (2,0,0) verifics: 2+ 0+h=0 = h=-2 = =+ -2 =0 eslaecuacion del plano quepa-

= par ol puniio (2,0, 0} y es paralelo al plana % +2 =0

x+y—2=">0
La recta pedida es: PCUACIONES Cartesianas o implicitas,
x+z—2=0

E.13 Si consideramos un prisma triangular como el
2ala figura y elegimos como sistama de referencia en &l

espacio {A; [AB], (AC), (AA'}}, icudl sersla ecus-
cidn de larecta CC? (Y ladelarecta B'C?

fLiniv, de Alicants)
Hespecto del sistema de referencia dado, >
f;gnun:tg;mdﬂg de los vértices son los indica- .-”ih 10,01 o c0.1.1)
dos gn la figura. " f—-”;ﬂ
La ecuacion de 1a recta CC' esla de fa ==t ]
=cta que pasa por gl punto 10,1, 0} ¢ es .-‘"f B*(1.0.1)
marglela al vector CC' = (0-0,1-1.1-0) = £ | —
r i —_—
= 0.0, 1) ARODIN / _— €010l ¥
B(1.,0.0] '““-..H
x =0 +0:-) x= 0 -
1 - I X
¥ = + O = ¥ = 1
F="04+1-2 2= l

La ecuacion de larecta B'C' esla de la recta que pasa par ¢l punta B'{1,0,1) v es paralefa al vec-
ew B'C' = (0—-1,1-0,1-1)= [-1,1,0):
1T+ =102
o=+ 1 X
2= 1+ 0-X

x

=

Se podian haber obienido las ecuaciones continuas de ambas rectas considerando la ecuacitn de la
raCTA (uUe pasa por dos puntos,
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G- 14 Hallar las ecuaciones paramétricas de Ja recta interseccién de los planos:
: . Xty—5z+d4=0 ; 3x—=y+2z—-1=0
{Univ.cle Balegres)

Estudiando el sistema formado por ambas ecuaciones, la matriz de los coeficientes y la matrizam-

i 1 - 1 1 -5 —4
M = N =
3 2 3 -1 2 1]

1 ) :
tienen | mismo rango, 2, puesto que [ 2 1 = —4 + 0 = eglsisterma oscompatible.

pliada

Para resolver el sistema se toman como incdgnitas principales x e y que corresponde a las colum-
nas del menor gue nos ha dado el rango. El sisterna s equivalente a

‘_4+52 1‘ ‘1 -4 +5z
X+y = —4+5z o 1—-2z —1| _ 3-32 P = 3 1—2z| 13—17z
3x—y = 1-2z [1 1] —& ‘1 1 4
3 —1| 3 -1/
haciendo z = 4 rasulta:
= 3
= — = 4 3N
x 3 3
|
§ = = LT IEN
E= —
6;]5 mmm 3x—y+z=1 ; x+y—-22=0: .,,-.;,a,-_-':."

munwwamﬂmamm TR
{Leirrv, oe Madrid)

Como los coeficientes de %, y, 2 noson proporcionales, los planos no son paraleios. Se oOrtan sa-
glin una recta, hallemos sus ecuaciones paramétricas

Ix—y+2
x +y—2z
haciendo z =

1

4]

==

43 se abtiena

B — vy
%X Ty

1
X = =

4
Yi==
z:

o | =

1=z

S

+= A
+ 7A
4N

=Y + Tz
4

que son las ecuaciones paramétricas de larec-

ta. El vector {1, 7, 4) es paralelo a la recta interseccidn de ambos planos y por lo tanto paralelo a los

dos planos.
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Hallemios las ecuaciones paramétricas de [a recta:

-T2 3| |2 —1+z
2x+ 3y =—1+72 . 4-3z7 =1 =—|11+Bz‘ v 1T 4-32 =9—'TZ
X =y =4—3z ‘2 3| =4 i =¥
1 =1
haciendo z = -6 M
1 |
= —+ 8N
-z
=== — 7N
¥ 5
i = 53

La recta pedida es la recta gue pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela al vector v = (B.—-7, -5),
s ECuUACIOnes parameétricas son:

x =1 + 8]
¥ *.:2-'- ? A
£ o= 3 - 5N
¥ SUS BCUBCION CONTINUA: x—1_y—2 _z-3
8 -7 -5

{Univ. de Salamancal

Larecta r y el punto O determinan &l plano q
ey elpunto O y la recta s determinan el planog:
Los planos p v g se cortaran en fa recta 1 pedida.
En efecto: esta recta pasa por el punto O que esta
-2 los dos planops; la recta t por estar en el plano p
gorta d r gue también estd en p (dos rectas que es-
=nen el mismo plano e cortan, g son paraletas e
gortan en el punto del Infinito), v tambidn t oorta
2 s por eftar ambas en plano q.

El problema gueda reducido a hallar las ecuaciones de las planos p v q.

Cdlculo de la ecuacion del plano p:
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x= 2y x—2y =
i K=2y =2—1 &= —=
%= -] x—z+1=
el harz de planos de eje la recta r o5! AMx—2yl +puix—-z+1)=0 ]

por pasar por 00, 0,0): A0—0) +ul0—0+1) =0 = u = 0 sustiiuyendo este valor en (1) te-
rnemos el plano determinada por el punto O y la recta r:

AMx—2yl =0 = x-2y =0 (2

Calculo de la ecuacidn del plano o
Este plano queda determinade por el punto 010, 0, 0) vy dos puntos de s, por ejempla el A(Q, 1,0)
yel BI2, 4,1}, obtenidos al igualar a 0 v a 1 las ecuaciones de 5.

X

Y F 1| - ¢ l{l
0 0 0 M_p = (-1*1.Jo0 1 ©0l=0 = x—2z-0 (3)
0 1 g 1 |2 a 1|
2 4 1 1

La recta pedida es |a determinada por los planos (2) y (30
[[%x—2y =0]

| w—23= D

&13 Hallar la ecuscion de fa recta que pasa por el punto A(1, 1, 1), es paralels al plano

‘.l'j? x—2y—z2=0

6 en un mismo planc que la recta e
x—1 Y_ =
| — g =g —
1 ol [ o A,
(Umiv. del Pars Vasco)
La recta pedida serd la interseccidn del plano
que pasa por el punto A vy es paralela al plano =, "
con el plano determinado por el punito A y larec
ta .
Obtencion del plano paralelo al plano 7 y r

gue pasa por el punto A

— todos les planos que sop paralelos al plano &
astan contenidos en la ecuacidn:

x—2y—z+k =10 (11

— gl que buscamos pasa por el punte A1,7, 1)1 1—-21-1+k=0 = kL -2

llevando este valora (1): R—2y—z2+2 =0 2y

Obtencion del plano determinado por el punto A(1, 1, 1) v la recta r:

igualandoa O y & 1 laseguaciones continuas de r obtenemaos dos puntos de 0 B(1,0.0)
Ci2.2, 3.

el plana buscado es que pasa por lospuntos A, B v C

1
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® v, . 1 =1 vy z 1 ;
N TR ; g 1 1 1 - ”; :’ : S
1 O o 1| = o o o 1| :
2 2 3 12 3 T2 3
¥ 9 0 1 0 1 . iia ;
— (¥ =T1) + v -y = = 4y=1=—1=
3 1 3 t 3 d g

La recta pedida estd determinada por la interseccién de los planos (2} y (3]

x —2y—2+2 =10
x+ y—=z—1=10

6.19  Hallar ias ecuaciones de una recta paralela al vector (1,2, 3) y que corts a las rectas

— r 3 + I
e Ty R 2yt T 5 f e '_1
2 3 1 Yy =—2+4+2

fllniv, de Vallzaolid)

ALEMgAMmos [as ecuaciones paramatricas de lasrectas r y St

x—1 y+2 12 %= 14 &2
= = == 3 = r; {y ==F4 32
2 3 1
Z = k)
1114-2';
Hociendo z = u enlas ecuacipnes de s: y=2-
= H

Para cada valor de X obtendremos un punto de la recta ¢, y para eada valar de yg un punta de la
recta s

Sean a v b losvaloresde Ay u que nos dan las coordenadas de los puntos de corte de la rec.
ta pedida con lasrectas r vy 52 A{1 +2a,— 2+ 3a.3) v B{1+2b, 2—b. bl. La ecuacidn de la recta
pedida serg (recta que pasa por los puntos A v Bl

_x=1=28 - y+Z-3da _ z—a x—1-2a y+2-3a _z-—a (1)
1+2b-1-22a 2-b+2-3a b-a —2a+2hb —3a—b+4 b-—a
i |a recta es paralela al vector (1, 2, 3), este vector v el de direccion de la recta son paralelos:
—2a+2b —3a—-b+4
. 2 1 o e a—5b =—4
-2a-2b _-3a—-b+4 _b-a = = gy
1 2 3 —2a+2b _ h-—a Ga —-5b= 0O
v 3
a=1:b=1

Llevando estos valores a las coordenadas de A v B resulta: A{3.1.1) v BI(3,1.1), o sea que, ambos
puntos son coincidentes.

La rects pedida es la recta gue pasa por el punto A(3,1,1) v es paralela al vector (1,2,3):
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[V = e . :
6.20 Dadalarecta P VYRR 3
-\._F.-F- _ = ¥ 3 4 _1
hallar fa ecuacion de una paralela a ellas que se apoya en las rectas:
o i R Tl At 1
\ = 3 —2 -1 -2 5
{Liriv, e Cadiz, 1881)

Obtengamos las ecuaciones paramétricas de las rectas s y 1

3 |x= —q X
’::“'4="_3_"=i=:" = il1,r=2+:l;-.
= —}— p

x+1_y—3_ z+1 'I
. . = = — = -
T = 2 5 ol |'5" 3 2 u
£=—1+5p

Sean a y b, respectivamente, los valoresde A vy g que nos dan las coordenadas de los puntos
de corte de la recta pedida con lasrectas r v 5: A{—4a, 2+3a —2al y Bl—-1-b,3-2b, —1+5b)
La ecuacibn de la recta pedida sera (recta que pasa por los puntos 4 y B):

x+4s = y—2—3a _ r+2a (1

x+da _ y—2—-3a B z+2a
43-5—1 —=3a-2b+1 2Za+5b-1

—1—b+4a 3-2b—-2-3a —1+5b+2a

5 esta recta es paralela a la recta r:
4a—b—1 _2a+5b—1

da 3I:r ‘l: da 421:.1:25!4-5:} 1 = =2
—Za—2h+1 . 2a+5b—1
4 -1
S5a+7h =2 T R T N IR P S
e 11 11 1
1
5a+18b=3 'Ell:n:l;l_}=ﬁ
Sustituyendo estos valoresen (1)
12 ] B 12 AN B
X4+ —= —2—-= + — S - = 2+ —
! 1 & 95 = B T 1
2_ 1 _ . =8 B, 8.5 4 0 0 0

1911 1111 11 11
Este resultado nos dice que el vector AB esel (0, 0, 0), o sea, que los puntos A y B son coineidentes,

2 31 8,

1" 11" 1n
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La ecuacion pedida e5 la de la recta gue pasa por el punto A vy es paralela a la recta r:

x—l‘-‘—z- _E z-{-i

1 -7 I . K
3 4 —1

B.21 Daterminar las ecuaciones de la recta simétrica de:
] r: x—1=y—-2=2-3

S
respecto del punto i (3,2,1). st

{Univ. de Castilla — La ifancha, 19391)

Hallemos las ecuaciones paramétricas de la recta;

-

=%+ 1
R—1=y—2=g-3=7 =% ly=7+2
et P(3.2.1)
S5t A(M+1,A+2 M+ 3) esel punto genérico Ay z') AAFTA+2A+3)
de larectar y A'lx', ', 2°) el simétrico de A respec-
m de P, por ser P el punto medio del segmenta AA',
a2t coordenadas de P son la semisuma de |as coorde-
ratlasde A y A"
m+ll+x:3 x*=—l+5_|
2 |
IA+2)+y' l . : :
= 2 = y ==& + 2 ecuaciones parametricas de la recta pedida.
A+3) + 2
(A3 rz _ g e YR
2 - s

SEGUNDA SOLUCION: Para A =0 y A = 1 obtenemas lospuntosde r: B(1,2,3)y C(2.3.4)
Hallemos los simetricos de B y C respecto del punto P

x+1 x+2
2 ? Tl
+
‘-'2_2=2 = BI5 2, -1 ; yr+3=? = Cid4,1,—-2)
2
z+3
=1 g+ 4 _
2 2 =1
Larecta que pasa por los puntos B y C esla pedida:
x—E_v—E_;-'r‘l 'x—E_y—2_5+1
4-5 1-2 =21 | =1 =t
o - 2 B i P S S e e T e - (= 3
udiar fa posicién relativa de los planos ket

- m-ud-v-z-q: 1 2x—y+mz =3m, x—2y+ th-#‘l]i; S’m—cil
Lok diatiitos valrne dé .

fliniv. da Ledn)
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Estudiemos el sistema: mx +y—z =1
2x —y +mz=3Am

x=2y+lm+1lz =3m-—1

m 1 -1 i 1 -1 1
A= |2 =1 m : B = 2 -1 m Im
1 —2 m-1 1 -2: m+1 3m—1
m 1 -1
lAl=12 =1 m |==mim+1l)+m+d4=14+2m?=2im+1) = m*~2Zm+1 = (m—1)?
1 =1 m+1
| rango A =3

Sl m=1: ] == el sistema es compatibie determinado, tiene soluciGn Unica, lo due im
rango B = 3

plica que |os tres planos se cortan en un punts, forman un angulo triedro

S5i m = 1, las ecuaciones de los planos son:
¥ty=—z2=1; 2x—y+z=3 ; x=2y+2z=2

coma los coeficientes de  x, y, 2 de cualquier par de planos no son proporcionales, no hay ninaan par
de planos paralelos.
Estudiemos el sistema formado por las tres scuaciones:

1 LI 1 1 1 1
A = 2 =1 1 B = b 1
1 =2 2 1 -2 2
1 1]
gl menor de A, 5 | = 0 = elrangode A es 2, vaque (A 0
1 1 1
Orlando, en B, este menor son |a cuarta columna vy la tercera fila: 2 =1 3| =0,
(Y =2 2]

[ta tercers Tila es igual o s sequnda menos I3 primeral
rango de A = 2

D agui resulta: = el sistema es compatible indeterminado. tiene nfini
rangocde B = 2

tas soluciones. Los tres planos se cortan segun una recta.

6.23  Estudior la posicion relativa de los planos
x +{ +aly+ z=10 . : s |

(2 + a)x i 2z=10 A
3x =
‘segln fos valores de a. Hallar la interseccion da fos tres planos para el valor de a con el cual esta inte
seccibn contiene mis de un punto. 2

r’Um'V. e Sﬂw]’fa.f
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Estudiemos ¢l sistema formado por las tres ecuaciones,

Escribamos la matriz de los coeficientes v la matnz ampliada:

1 1+a 1 ‘1 14 1 0
M= | 243 —1 -2 : N =|24a -1 =2 0
3 0 -1 3 o -1 a
1 1+a 1
Ml= |2+a -1 =2| =1-6+al+3+11+al(2+a)=a’—3a; IMI=0 < a?—3a=0 ;
3 a =9 |

ia=0,8=3

Si ad (0.3 de M =3
rango | = SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO {solucién

rangode N = 3 | tinical. Los tres planos se cortan en un punto,
Si a=0
1 1 1 1 1 1 0
M= 2 -1 =2 ] N= |2 -1 =2 0
3 o =1 3 o -1 0
11 ,
como  (MI=0 ¢ ]‘? _|| =—3=0, elrango de M es 2. También el rangode N es 2, ya

nue la nueva calumna consta solo de ceros.

rango M

2
’ == SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones),
rangn N = 2

Al no haber ningin par de planos gue tengan los coeficientes de jas incognitas proporcionales, no
Say ningun par de planos paralelos. Los tres planos son distintos y se cortan segan ung recta.

Considerando gl menor . | = 0 que nos ha dado el rango. el sisterma dado es equivalente
= sistema:
x: "] + =0 | )
[ ecuaciones cartesianas de la recta en la que se cortan los tres planas.
{2x —y =22 =
Xty = & _"'+-,.,|:_: \r:—Ez,
3 3
| = z
e —y = 22 Ax =2 » =2
3
Haciendo =z = 3N = A _]
y= —4) ecuaciones parametricas de la recta
F= Jk
S oa=3
1 4 1 i 4 1 0
M = 5 -1 =2 : N= 5 -1 -2 0
3 0 -1 3 o -1 3
1
como M|/ =0 5 3l = =21 # 0, el rangode M es 2. Orlando este menor con la tercera

fila y |a cuarta columna de N:

www.FreeLibros.me



168 ESFACIOAFIN TRIDIMENSIONAL

1 4, 0
i 1 a4
B =1 0 —3|5 1|=——531HJ = elrangode N es 3,
3 0 3 N
rango M = 2

== SISTEMA INCOMPATIBLE (no tiene solucitn).
rango N = 3

Al no haber ningin par de planos que tengan los coeficientes de las incognitas proporcionales, no
hay ningln par de planos paralelos, Los planos s cortan dos a dos en tres rectas paralelas, los planos
farman una superficie prismdtica.

Si los tres planos se cortan en una recta comun, los infinitos puntos de la recta seran solucion del
sisterna formado por las ecuaciones de los tres planos, este sisterna serd compatible indeterminado (rie
ne Infinitas soluciones), se ha de verificar:

rengg |2 3 1| =rango |2 3 1 3| =2

10 4 kK 10 4 1N
11

deaqui |2 3 1| =0 => 12+k+20-3k—10-8 =0 => 14-2k =0 => [k = 7]
k 10 4

# 0. Orlando aste meanor

Para k = 7 el rango de |a primera matriz es 2. puesto que

con la Gitima columna de |a segunda matriz:

1 3r 2
i3 10 3 =11+30+24-20-12-33=0
0 4 1

esto nos dice que también el rango de la segunda matriz es 2. Si este rango no hubrera sido 2, los tres
planos no se cortarfan en una recta comun para ningln valor de k.

{Uiniv. de Barcelonal — (Urniv. de Santiago)
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Si los tres planos se cortan en una recta coman, los infinitos puntos de l1a recta seran solucion del
sistema

25—y + 2 3
X—y + 2 2
3x—y—az = b
o sea, este sistema es compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones), de donde:

2 1 2 - 1 3
range [ 1 =1 1| =range |1 -1 1 2|=2
3 1 -—-= 3 -1 -a b
2 -1 1
1 -1 1|=0 = 2a—3-1+3+2-2=0 =>a+1=0 =
3 -1 -a
. . & -1
Para a = —1, el rango de la primera matriz es 2, puesto que 3 1| = 0, Orlando este menor

=nn la Oltima eolumina de la sequnda matriz y la tercera fila, para que el rango de la matriz se s 2, ha de
ser nulo el menor de tercer orden resultante:

2 -1, 3
4 10 2| -0 => -2p-6-3+9+4+b=0 => -b+4=0 => [b=4]
3 -1 b

Considerando el menor que nos ha dado el rango, el sistema estudiado es equivalente al formado

sor las primeras ecuaciones: La recta contenida en los tres planos del enunciado es la determinada por
io5 dos primeros |, sus gcuaciones sor:

2x—y +z-3=0
x—y + z—=2=10
£l haz de planos de gj¢ dicha recta es:
AM2x—y +2=3)+puilx—y+2-=2) =0 {1}

Si el plane (1) contiene al punto A{2.1, 3):

AZ2-1+3-3N+u2=1+3-21=0 = 33~2u=10 ¢#=—%

tevando este valor a (1] y dividiendo luego por &

AZx—y+z=3) — % fx—y +2—=2] =0 = 2(2x —y+2z-3)-3x—y+2z-2) =0 =

% +y—2 = IJ-[ ecuacion pedida.
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Hallemos la ecuacidn del plano p.

x y z 1 Restando a la primera columna la cuarta multiplicada por 2,
1 3 2 1 _-o¢o y a la tercera columna la cuarta, y desarrollando el determinan-
2 0 1 1 te resultante por los elementos de la tercera fila:
] 4 3
x=2 y z=1 1 =2 oy et
0o 0 o 1 s | 4 2
-1 4 2 1
I 3 1 -1 1 I -1 3 ‘ _— _—
={~ —{z—1 = -2{x—2)—y+(2=-1} =0 =

{(x-2) a 211 2 } -

—2%—-y+2+3=0
Veamos si la recta y el plano son o no paralelos:
-2+ {—-1+2.1=-5+0

la recta no es paralela al plano, o corta.

Ecuacian del plano pedido:

x ¥ 1 * 1 . yd 241
2 1= 1| _ oMz 2 =2 | _gdy T, |
1 2 -1 1 1 3 0 1 : "’ "
g -1 =1 1 0 (] 0 1
x+z+1 ytzi2 2+l x+z+1  y+zi2
-| o 0 2| =—-(-2) =243 + B4 By —2-2) =
1 3 0 1 3

= 2(8x—y+2z+1)=0 = [3x—y+2z+1=0]

Si la recta determinada por los planos m, y 7, corta al plano anterior en un purto, el sistema

Ix—y+2z = -1
mx —y = —B6+m
* -z = D

es compatible determinado. Se tendra:
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3 -1 2 3 -1 2 )
rango |m  —1 0|l = range |m —1 0 —6+m| =3 =
] 0 -1 1 o -1 0
3 -1 2
m -1 B =34+2-m=5-m
1 0o =1

Si m# 5. rango A =rango B = 3 => la recta corta al plano en un punto.

Hallernos |as ecuaciones parameétricas de la recta:

1 —ay 1|
3x+z =1—ay S B—By -2 __2'4-23?_54-6\‘.'_1_34-3?
2x -2z = 6 6y ‘3 1! -8 4
2 =2
| |3 1-ay
2 B-By 18—~ 1By —2+2ay 9-—a
z = 3 -
-8 -8 £ a v
maciendo y = 4, resulta: = 1—{a+3}x
V=X
g =—2+{89-a))
Siestarectaestdsobreel plano x+y + 2 + 1 = 0. cualguiera que sea ), los valores de %, vy, z
dados por las ecuaciones paramatricas deben satisfacer la ecuacion del plana:

[1—la+3)0h|+40+ |2+ 9-a})r|+1=0 = {10-2alA=0 = 10-2a=0 = |a=5

SEGUNDA SOLUCION: Decir que la recta determinada por los dos primeros planos estd en el ter
== plano equivale a decir que los tres planos se cortan segun una recta. El sisterna formado por las tres
s=cusciones serd compatible indoterminado, las coordenadas de 1os puntos de |3 recta interseccién de los
== planos serdn las infinitas soluciones del sistema.

3 a i 3 a 1 1
M= |2 & =2 - N= |2 B -2 6
1 1 1 1 1 1 =1
Se verificard: rango M = rango N = 2.
3 a 1 I

2 65 —2
1 1 1

rango M = 2 =% =1B-2a+2—-6+8-2a=—da+20=0 = a=5
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3 5 1
Para este valor de a; 2 6 6] =-18+30+2-6—-18+10=0 = rango N =2
1 1T =1

luego es el valor pedido,

(Univ. de le Laguna —Tenerife, 1991)

Hallemos las ecuaciones paramétricas de la recta:
x+y=2+ 12 v=2’+z-x=2+:—l+£=1+iz
3 3
=
2v—y=1-22 3x=3—z_: ¥ =1

LM

haciendo z = 3% obtenemos:

x=1— A
r: ly=1+4}
z = 3x

Larecta y el plano dados serdn paralelos si:

2-0-N+1-1-44+m-3=0: = @[ => 2x—-y+2z-1=0 es la ecuacion
de un plano paralelo a la recta.
Si la recta, ademds de ser paralela al plano, estd contenido en él, las coordenadas de cualquier pun
to de la recta debe satistacer la ecuacidn del plano. El punto A{1, 1, 0} es de la recta.
2:1-1-1+2.0-1=0 = para m =2 larecta estd contenida en el plano.
51 m+ 2, larecta y el plano no seran paralelos, la recta cortard al plano en un punto,

{Univ. de Barcelonal

x—-1_ y=-2 z—-3 o =1 _y=2 _ #=3

1 1 3 3 1 2

r es paralela al vector {1,1,3) y s es paralela al vector (3,1, 2], como estos vectores no son paralelos
{sus componentes no son proporcionales) las rectas no son paralelas. Se cortardn o cruzaran. Como el
punte {1,2, 3} es comiin a ambas, se cortan,
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{Univ. de Alicante)

Podemos escribir las ecuaciones paramétricas de ambas rectas, haciendo z =A enr yx=pens:

==X X =p
i dy= X 5: |y =p+2
F = b z = 2

Las rectas no son paralelas, r es paralela al vector {(—1, 1, 1) y s es paralela al vector (1, 1,0}, y es-
105 vectores no son paralelos, ya que sus componentes no son proporcunales,

Las rectas s& cortan o S8 cruzan.

Para A = 0 y ¥ = 0 obtenemos IDs puntos
A(D,0,0) der y BID, VvZ, 2] de s.

Si las rectas se cortan los vectores (=1, 1, 1),
11,1,0) y AB = (0,2, 2} estaran en el mismo
plano y serdn linealmente dependientes. Inversa-
mente, si estos tres vectores son linealmente depen-
dientes, las dos rectas estardn ep un misma plano y 3
= cortardan.

B(022)

Si las rectas se cruzan los tres vectores serdn linealmente independientes, e inversamente, si los tres
vectores son linealmente independientes las rectas se cruzan.
Estudiomos la dependencia lineal de |as tres vectores estudiando el rango de la matriz

o | 1 1
M = 1 1 8]
0 vz 2

i 1
1 1 0= 2+4+vV2-2-=-44++vZ#0 = losvectoressanl.i. =>
0 vZ 2

|las rectas se cruzan|

e

(Umiv. de Ls Laguna — Tenerife}

Elwector u = (1,—1,-2) es paraleloa r, yel vector v= {1,—1,2] esparaleloa r’,
El punta A{Y,1,—2) pertenece a r, vy B(Z,1,0) pertenecea r'. Vector AB=(1,0, 2.
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Segn el razonamiento del problema anterior, como % = r—: = _—2 las rectas se cortan o se cru-
zan, . 2
1 -1 =2 1T -1 =2
1 =1 2] = |0 0 4| =-4+0 = |lasrectasse r.'turar:l_i
1 0 2 1 0 2

Si fas rectas se cruzan no hay ningdn plano que las contenga.

{Urinv. de idadrid)

El punto A(3 3, —a) esder v el Bi1,-1,-4) esdes. El vector (2 -1 2) es paralaloar y ol
vector (4, 3, 5) es paralelo a 5.
Segin el razonamiento anterior, las rectas r y 5 se cortardn silos vectores (2, —1,2). (4, 3, 5) y
AB = (1-3,—1—-3,—4 +a) = (-2, —4,—4 + a) son linealmente dependientes, o sea, si.
-2 4 —d+a
e =1 2

=0 = 10—-32+6(-4+a)l+4{-4+al+12+40 = 0 =
4 3 5

-10+10a =0 == !azil

Las rectas no pueden ser coincidentes, puesto que como 1 es paralela al vector (21,20 v 5 &5
paralela al vectar {4, 3,5), al no ser paraleios estos vectores (Sus coOmMpPONentes no son proporcionales )
las rectas no 50N paralelas y por tanto no pueden coincidir.

(Univ. de La Laguna— Tenerife)

Escribamaos las ecuaciones paramétricas de r y 5

i [2x+z=-ﬂ Iz=9-2x r= A I
. = v =1 1}
=1 =1
¥ i z=989-2h
X = p

;= — = —x

s:l _ Y Y = ¥ = i2)
2y +2=x+8B z=x+5—-2y=3x+5 z =3ut5
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i

r es paralela al vector u = {1,0,=2)

I -}-:ﬁ_ﬂ—l#":sg = las reclas se cortan o se cruzan.

L] W L #F "

1,-1.3

-1

De (1): A0,1.9)<r, v de {2): BID.0.B)=s. AB = (0-0,0-1, 5-9) = (0,—1,—4)

1 o -2 1 o -2
T =1 3l = o =41 5| =4+5=+0, ilasrmnsmcrum]
o -1 —4 0 —1 -4

El plano que contiene a la recta s y es paralelo a
larecta r es el plano que contiene al punto B (0, 0. 5)
de la recta s y es paralelo a los vectoresu= (1, 0, —2)
wv={1, =1, 3). Sus ecuaciones paramétricas son:

=0+ M4y l—:'= A4 op
y = 0— A+0.pu — W= -
z =5+3x -2, 2 =5+33-2u
Ecuacidn implicita:
=0 y=0 z=5
1 =1 3 |=0 = 2x+3y+(z-51+2y=0 => [2x+5y+z—-5=0

1 0 -2

(Univ. de Madrid)

Hallemios las pcuaciones paramétricas de § y r:

1 5
==14272—%=—1+4+272— —z==T14+=
¥ r—x z 32 1 32

X+ty==1+22
= 1
2x—y= 1 -z Jx=2z; x==
¥ X=2z * 3z
Ssciendo z = 3):
X = A
i ?=—-1+5h
z = 3A
2x+y =1+ =z = i - B I
v y=1+z-2x=142 2z = z
. 3 3
2
x—y =14+2:2 dn =243z ; u=-3-+z

mssiendo Z = u
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2
= = 4
X 3 H
5! E_l.-..#
H ¥ 3
z= i

Larecta r es paralela al vector u = (1,5, 3}, y la recta 1 es paralela al vector v = (1, =1, 1}, co-
mo estos veciores no son paralelos (sus componentss no son porporcionales), las rectas no son parale-
las, por lo tanto, se cortan o se cruzan.

El punto A(D, —1,0) pertenecea r, y el punto BI%,— %,.D} pertenece a &
Las componentes del vector AB son: [%-ﬂ.- % +1,0-0) = 1%. %.ﬂl- Veamos siles vec:
tores u, v y AB son o no linsalmente independientes:
1 5 3 1 5 3 1 4 3
4 3
1 = ] @ by g g =2 |y =20 o =%.1l2 l:?j,mau
2 2 1y 1 o0 31y o o B
3 3

fUniv. de Valenicia, 1991)

Obtengamaos 1as ecuaciones paramétricas de larecta s:

=} - -+
2x—(at+1)z =2 I RS g x= 1+ (a+ )X
- 2 p— ¥ = da )
y—2az =10 y = 2az o 22

Lasrectas r y & son paralelas, respectivamente. a losvectores (1, 2, 1) y (a+ 1, 43, 2). Lasrec.
tas serdn paralelas si y solo si lo <on estos vectores, de donde:

Para a= 1:

i
Ii
R
- =
| |
5]
L I N1
Mo
X
noou
L= =

Todos los planos que contienen & larecta s estdn contenidos en &l haz de planos:
AMZx—2e=21+ply =221 =0 11

como la recta r es paralela a s, el plano que contiene a ambas rectas serd el plano del haz 11} quecon-
tiene un punto de la recta r, por gjemplo al punto Al—1, =5, —2):
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ESPACIO AFIN TRIDIMENSIONAL 177

AM2(-1)=-2(-2) -2 +u|-5-21-2)] =0 = A-0+p(-1]=0; u=0

llevando este valor a (1), nos queda, después de dividir por A

2x-22-2=0; |[x-2-1=0]|

(Univ. de Valladolid)

Dos rectas gue son paralelas estdn en 2l mismo plano. St no son paralelss, ¥ estdn en el mismo pla-
no, s cortan.

Hallemos las ecuaciones paramétricas de ambas rectas, haciendo z = )\ en las ecuacionesde r_, y
£ = ¢ en las ecuaciones de r_.

= agh+2 X o= 2u-+1
rily= A+3 fy y=—H+ b
2= A Z= M

La primera recta es paralela al vector (a, 1, 1) v la segunda al vector (2,—1, 1). Cualquiera que

sa gl valor de a, estos vectores no son paralelos [~—I1- = % } .y par 1anto 1as rectas tampoco son para-
lelas,
El punto A{2, 3,0} pertenece ala primera recta y el punto B(1,b, 0) perteneceala segunda rec-

ta. Si las rectas se cortan, los vectores (a, 1, 1), (2,—1,1) vy AB = (1-2,b—3,0-0) = (=1,b=3,0}
son linealmente dependientes, de donde:

a 1 1
2 -1 1| =0 = -1+2(b-3)-1-alb—-3)=0 => |—ab+33+2b-8=0]
-1 b3 0

condicion padida.

12 Si a = 0, el sistemna sera;
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Z="b —
+bhy+ z= %
B Ry T2 = x+b\r+z=h|

= b

como los coeficientes de las incognitas no son proporcionales, estas dos ecuaciones representan dos pla:
nos no paralelos, que sl cortarse determinan una recta,

=k = 2~-b—baA
&= 1 = haciendo y =X ¥ = A

2% Las tres ecuaciones representaran el mismo plano si. tomadas de dos en dos. sus coeficientes
son proporcionales:

— si tomamos |a primera ecuacidn y la tercera;

— si tomamaos la primera ecuacion y la segunda, haciende b = 1:

El punto M, interseccion de las rectasry s, esel
punto de interseccion de la recta r con los planos que
determinan la recta s,

Hallemos las coordenadas de M calculando la in-
terseccion de la recta r con el plano

2x—y—z+2=0:
— escribiendo las ecuaciones paramétricas de la
recta r:
x= 2h+1
x;1=\!;‘4=z;1=1 > |y=3\-4
=51

—sustituyendo estos valores en la ecuacion del plano:

222+ 1) - (32 —-4) - BA-1)+2=0 = A =

Blw

— sustituyendo este valor en |as ecuaciones paramétricas de la recta:
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9 22 11
= - 1=— ==
e s 2
?:3'%_4:% = las coordenadas de M son (12—1%-4—:-}
9 41
f=5.=--1=—
4 4

Comoel punto M estden el plano % + 2y + 2 = t, suscoordenadas satisfacen la ecuacion del
ano;

1 11 41 B5
i B i — =1 = =
- . 3

a1x+b1y +eo, 2= i::‘t
' Seael sistema a8, % + b,y +e,z= d,
aa:+b3y +cnz= da

cada ecuacion dal sistema representa un plano, y come las coordenadas de los puntos P y O satisfacen
=l sistema, los puntos Py O estan sobre los tres planes, o lo gue es o mismo, [os tres planas se cortan
s=gun la recta PQ. Por tanto, las coordenadas de cualquier punto de la recta PQ satisfacen el sistema y,
=n particular, las coordenadas del punto medio del segmento PO también.

2%} El sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones, o sea que el rango de la
matriz de |os coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada y menor gue el numero de inchgnitas,

S el rango de la matriz de los coeficientes es menor que 3, el menor de orden 3 igual al determinante
de Ia matriz de los coeficientes es nulo.

541 Hallar a y b para que las rectas siguientes sean paralelas:
i 2x+ay— z=1 §= Ax=2y+6=3
2x+3y+bz= 3
{Univ. de Alicante)

Si a=3 y b=—1, larecta r noestd determinada, pues los dos planos dados serian paralelos.
Hallemos |as ecuaciones paramétricas de la recta r:

1+z &
Siaz3: 2xtay=1%2| f3p; a3l _ 3+32-3a+abz _ (3-3a)+(3+abl:
2x + 3y =3-bz |2 B 6-2a 6-2a
2 3
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IE 142
G 2 3-bzl _6-2bz—2-22z _ 4 —2b+2)z
6—2a 6—2a 6—2a
haciendo 2z = {(6—2a) \: X = 3—3a + (3 +ablh
6—2a
r: WP 2)A
Y 8_2s Z2b+2)
s (6=2a) X

Hallemos las ecuaciones paramétricas de |a recta s:

3
= ="+ H

4x = 2y + 6 g Yo B 2
2 2 = (haciendo y = 2u) 5 ly= 2
Z:ZV-F-E e

Elvector u = (3 +ab,—2b—2,6—2a) es paralelo a r, y el vector v = (1,2, 4} es paralelo a

larecta s. Lasrectas r y s seran paralelas si los vectores u y v son paralelos. Losveclores seran pa-
ralelos si:

3+ab _ —2b-2

: = ab+b+4 =0
3':Eb= —2;—2= 6—423 oy = .
= = a-2b-5=0 a=2b+5
2 .
- =3
—B++/36-32 — 6§+ 2 -
+68)b+b+4=0; 2b7+6b+4=0; b= = = £

para b = —1: a =2(—1) +5 =3, que son los valores para los que no esta definida la recta r.

para b=-2: a=2-2)+5 =1 son los valores padidos

S5i a=3yb=+-1: 2+ 3y — =1 2x— z=1-3y
=
2x +3y+bz=3 2x +bz = 3—-3y

L _ 13=3vi+(1-3bly L. 4
2b+2 ' 2h+2
. _ 3—3y
haciendo v = (Zb+ 21 A : X = + (1=3b) X
e g 7b+2
¥y = 2b+2)X ecuaciones paramétricas de r.
z = 4
2b+2

Lasrectas r y s seran paralelas si:

1]
=]

1—-3b
1—-3b_ 2b+2 _ 0 _ &

1 2 4 2b 4+ 2

b=-—1 solucidn imposible

L=

las rectas no son paralelas.
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CAPITULO 7

PRODUCTO VECTORIAL EUCLIDEO
TRIDIMENSIONAL

PRODUCTO ESCALAR

Sea V el espacio vectorial real de los vectores libres del espacio. Se llama producto esealar de dos
vectores libres u y v, al nimero real obtenido multiplicando los méodulos de ambos vectores por el co-
seno del angulo que forman. El producto escalar de u por v se simboliza por u-v:

|
u-v = lu!l lvlcoso

Silos médulos de w v v son respectivaments 2 y -3, v dichos vectores forman un angulo de &0

u-v = 2-3.cos 60” = E--—%— = 3
Propiedades:
19} uw =0 YucV (s6loes O 5i vw=0]
2°)  uw = vl Viu v)ev?
3% u-(v+rw)=uvtu.w Yiuv,wev?
49} (Au)v = Au-v) ViuvieV® y AER
52} u-v=0 <> u vy v sonperpendiculares,o u=0,0 v=0
67} lAu+pvlw = hju-w)+ulv.w) VA, u)ER? y Yiuv,wl ey’
) uwu=|ul? YuesV

Sea B = e, .8, 8| unabasede V. (x.y,z) y (x".y', 2') lascoordenadas de u y v respecto
de la base B,

i ; i i _ . 2 . 2 ’ 2
u-v = [xe, tye,tze,l-(x'e, +y'e,t2e)=xx'le"+yy le,"+z7le,l* +

+xy'+x'yle e, + xT+x'zle e, +(y2'+y'z)e,e,

Si le,l =1, u:t' = 2. ':gl = 3, &g IeT'EE‘I = 307, dng. I:ul.uai = 60% v Ang. fez.r3! = 45°
Vi~ 1 3
!.It::,=13-cn53[l“=2-— =N 3 8,8y = 1-3-:0&BD':':3-§_-§ . By 23=2-3-cm¢5°—-5-a§§_‘3ﬁ
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y ol producto escalar de los vectores u = 2e, + 592" 353 v v = 3e - ‘?“z+ e, os!

uew =2:3-1%45.(-2). 2%+ (=3)-1.324 [2.(=2) +3.5]. V3 +[2.1 + 3(-3) |-§ +[5:1+(-21=3)].3v2 =

s %3.+ 1133 + 3312

En el caso particular en que los vectores e,. e, e, sean perpendiculares dos a dos y sus modulos

iguala 1, labase B = ie;,e,, e, sellama base ortonormal o métrica, verificindose que

le, 2= 1 ; fa?l?=1; I53I2=|; e,-e,=0: o-8,=0; e,e;=0

siendo en este caso la forma analitica del producto escalar:

u:v =xx" +yy + z}'_'i

El producto escalar de los vectores U = (2 -3 4] v v = |5 6. 7). referidos a una base ortonormal as

u-y = 2-5+|-3-6+4-7 =20

Respecto de una base ortonormal, el madulo del vector u = (X,.¥,.2,) es

[ o 'l
(]

| ,-"(—'
lu =\,x$+1,i$+-zf

y el &ngulo formado por los vectores u = (x,.y,, 2,1 ¥ v = Ix,,y,, z,] se obtiene por la formula

Xy Xt ¥ ¥, T2, 5 |

T T LW T T
Jx.|+y'1+z1 \/Ixz-‘y'g zz|

cos {u, v) =

Los vectores u y v seran perpendiculares si y solo si

x,lxz -|--.5'r1 »,,,~;'I+zI zz=u_

Los mbdulos de los vectores uw y v del gjemplo anterior son;
wl= V4+9+16 = y/29 vl = /25 + 38+ 48 = V110

El angulodelosvectores u = 11,-2 3) vy v = [B 3, 4], referidos a una base ortonormal, esta detsrminado por

la farmula:
1-6+(=21-3+ 34 12
cosf{u, ¥) = s e —
VI+4+9 VEE+ra+ 16 WVTa VEr
Losvectores w = (1,—-2,3) v v = |=2, 5, a), referidos a una base ortonormal, serin perpendiculares s v solo si
a =4 yaque

1.2} +{=2)-54+3a=0<4> —-12+32a=0 == 3 =4
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ESPACIO VECTORIAL EUCLIDED.

El espacio vectorial V' de los vectores |ibres del espacio dotado del producto escalar se |lama es-
pacio euclideo de los vectores libres del espacio.

IGUALDADES EN EL ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEQ TRIDIMENSIONAL:

lul=0 <> u=10 lul es al madulo del vector u, [Aul es el modulo del vector Au

Nul=Ixldul | 4| es el valor absoluto del ndmera real A

lu+v 2+ |u—\rf1=2{|u|2+ |'szi

1 q
u-v = §{|u+\rlz— Iy —wl¥)

Si u y v son perpendiculares: fu+vl=lal+ (vi?

DESIGUALDADES EN EL ESPACIO VECTORIAL EUCLIDED TRIDIMENSIONAL

Desigualdad de Cauchy—Schwarz: lu-vi< |uwl-lvl

Desigualdad triangular o de Minkowski: lu+wl< |ul+ lvl

ORIENTACION DEL ESPACIO VECTORIAL REAL DE LOS VECTORES DEL ESPACIC
S B.= { e,. e, e, | esuna base y respeclo de esta base los vectores Vi Vy Vg, linealmente in-
dependientes, tienen respectivamente las coordenadas Ry oWy 2y %5, ¥, 25), IX4, Y5, 250, s dice

gue los vectores (e, &, 8,) y (v, v,, v, | tienen la misma orientacion si

o T £
X; ¥ 2| >0
Kz Y3 I

También se dice que fos vectores (v, v,, v, tienen orientacion positiva si al colocar el eje del sa-
cacorchos paralelo a v, al girar de v

; @V, segun el menor angulo, el sacarorchos avanza en el sentido
de v,
Sean v, = 12,0,00, vy = (—1.3.00 v ¥3=1(5 1. 4) tres vectores refaridos a la base B = I“r'z"a ki
2 0 @
I—l 3 0| =24>0 =5 |osvectores ¥y, ¥q. ¥4l tienan |z misma orientacibn que los vectores le,. e, "3]'
5 1 4

Log vecoras |'|IT Y "Elb tienen distinta orientacion que los vectares le,. e, .JI va gue

-1 3 0
2 0 0| =-24<0D
5 1 4

Los vectores (v, v, val ¥ !'2. ¥y vol thenen distinta orientacién, ¢l determinants cuyas filas son respectiva-
=ente las coordenpdas de |08 primeros vectores tiene distinto signo gue & correspondiante a los tres Ol timos,
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PRODUCTO VECTORIAL.

Sea V el espacio vectorial real de fos vectores libres del espacio, B = (e, &, e, 1 una base de
V v u y v dosvectores de V expresados en labase B.

El producto vectorial de los vectores u y v es otro vector, que lo representaremos por u v,
definido de la siguiente forma:

12)  Su mbdule es igual al producto de los mé- J
dulos de u yv por el valor absoluto del seno del dn-
qulo que forman:

N
luAvwl=lol:lvl.|seniu,v)l VAN
igual al area del paralelogramo construido sobre dos
representantes de u y v Con un origen comuon, - S 7
29 Su direccitn es perpendiculara u y a v. v kimvit

3%) Su sentido estd determinado por la condi-
cibn de que los vectores (u, v, ufv) tienen la misma
orientacidn que los vectores que constituyen la ba- "
se (e, e, 8,).

Silos vectores u = (x,,v,.2,) v v = (x;,v,, 2,] estén referidosa una base ortonormal B -

= (e,,e,, 0, }:

vl r‘I
uhv = e -

3 |

Y2 &

e T

Esta farmula s2 recusrda facilmante desarrollando por 168 elementod de o primera flla el determinanto:

[ o, '? 'Sl

My ¥y T

1
3 Y2 % |
pero téngase en cuenta gue la Gltima expresion na et en s un determinante, al no ser todos los elementos de sus flas o
columnas, elementos de un cuerpo.

Sean los vectores u = [=1,2,3} y v = (=2, 1, 4) referidos a la base ortonormal B = [ . e,, uj},hdhr:
1%} El producio vectorial de u por v,

2% El brea del parslelogramo construido sobro dos representantes do U y v Con un origen comin,
3%} Comprobar que el vector u Ay ps perpendicular 2 los vectores u v v,

1 %2 % 2 3 -1 3 -1 2|

o il

1-“ UIHF'FE =1 2 3 =I'| : " —.-2 2 4 +ﬂ3 2 lI| o E"I: 2&_2"'3!3
-2 1 4

2% El frea pedida es igual ol mbdulo del vector u Av:

5=152+22+3 =35+ 4 +8 = V38

3% El vector u v serd perpendicular a los vectores w y v, 80 o producto escalar del primero por cada uno de
los otros dos 8 nuio:

ohAv)-u=5:-1+{-2):243-F = -5-4+8=0
fubAsly =6 =2} +{-2]-1+3- 4 =—10-2+12 =0
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Propiedades del producto vectorial:

al. Cumple la propiedad anticonmutativa: u Av = — (v A u) ¥{u, v) € V?

bl. Mo cumple, en general, la propiedad asociativa.
cl. Cumple la propiedad distributiva respecto de |a suma de vectores!

uNiviwl=uAv+ufw Wi v,wlEV?
dl. AuAv)i=(hulAv=uAlrv) YAER y ¥(wvieV’
gl uAD=10 YusV
fl. 8B wy v sonparalelos: uwu Av =0 : enparticular: uAu=0

S5 uAv =0 siendo u=0 v v=0 = u y v sonparalelos.

g, Si ‘e, e, e, esunabaseortonormal:

e, e, = e, | e, Ae; = g, e; e, = e,
e, Ne, = e, e, Ne, =—e, e, Neg = -8,
hl. uAlvAw) = (u-wiv— (u.viw Yiu v, w = v?

PRODUCTO MIXTO.

186

El producto mixto de los vectores u, v, w, Que lo representaremos por [u, v, w), es igual al nd-
mero real que resulta de hallar @l producto escalar del vector u por el vector v A w. O sea, el producto
mixto de tres vectores es igual al producto escalar del primero por el producto vectorial de los otros dos:

| [u,w,w | = u-{v Awl

Siouw=Ix,,y,.,l, ¥v= {2y, ¥,.2;), w= ‘xs""a'za:' estan refaridos 3 una base ortonormal,

ks expresion analitica del productio mixto es
r_ » ¥y 2

‘ [u v, w] = Xq ¥, 7.

Propiedades de! producto mixto:

17} S 04, OB v OC son tres representantes
de los vectores u, v ¥ W, el producto mixto

Tu, v, w| esigual al volumen del paratelepipedo
construido sohre QA OB, vy OC, si la orientacidn
de [u,v, w) coincide con la de la base ortonormal,
v el mismo volumen con signo negativo si las orien-
taciones son distinias.

27?) Siel producto mixtade u, v y W 25 nu-
fo, @stos tres vectores son lingalmente dependientes,
si DA, OB y OC son tres representantes de ellos, OA, OB y OC son coplanarios.

37Y) Sialguno de los vectores u, v, w es el vector nulo, 0, el producto mixto es nulo.
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49) Mo cambia el producto mixto al permutar circularmente los vectores:
[uv,w]=[v,w,u|l=[w,uv] ’
5% 5ise cambia entre si dos vectores, el producto mixto cambia de signo:
[uvw]=—[uwvwv]|

6% No cambia el producto mixto al afadirie a uno de los vectores una combinacion lineal de los

otros dos:

[u+dv+pgwvw|=[u v,w| Wik uleR?
7% futu,v,w|=[uvwl+fuyv w]
87 [Au, v, w|=%u v, w| YieE R
El producto mixto de los vectores w = (1,0,0], v = 13, =-1.0), w = [1, 1,-2} mi:

1 0 (8]
luv,w]l=13 -1 0| =2
1 1 =2

v el volumen del paralelepipedo construido sobre tres representantes de dichos vectores Con un origen comon es iambicn

2
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PROBLEMAS

{Linf v, de Alicantel

u; = 2a(2,0,0) +b(0,1,~3) = (2a,b, ~3b)

luyl=1 = 4a?+b24+0b2= 1 = 4a?+10b% = 1

(Univ. de Santiago)

Porser (x,y, 1) y (3,2 0) perpendiculares: 3x+2y +1-0=10

|:
L1 Ll i Ll Iz‘ I r_l‘ ! i 2 x + ? 53 T = u
rl 2 |3 0
3x+2y =0
’ = X = 1 1 = :2—_2‘_, W= Z ! :l-_-_a
2x+ y =1 3 2| = 3 2 =1
1 2 1

~ (Univ. de Salamanca)
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Considerando la propiedad conmutativa del producto escalar, la propiedad distributiva del producto
escalar respecto de la suma de vectores, y que

a.a=1al2=9: b.b=1bl2=1: c.e=lcl?=16:
a+b+e=0 = (at+b+cl:-la+b+ec)l=00

sg-a+a-bta.c+b-a+b.-bt+b.c+c.atc-b+cce =0 = 9+2ia-b+b-c+cal+1+168=\

]n*h+h+n+c»u = —13]

Se supone que ninguno de los tres vectores es el vector nulo, pues ningln conjunto de vectoresen
el que intervenga el vector nulo puede ser una base de un espacio vectorial.

El conjunto {u, v, w | serd una base si los tres vectores son linealmente independientes, ya que
cualquier subconjunto de tres vectores linealmente independientes de R* es una base.

Los vectores u, v y w serdn linealmente independientes si la igualdad

au+thbv+tcw =0 (1

Gnicamente se verificapara a=b=c=0.
Por ser los tres vectores ortogonales dos a dos, y distintos del vector nulo:

gev=veu=0: uw=w.u=0;: vew=wv=0 ! lul=0 : lvi#=0 ; Iwl0
Multiplicando escalarmente (1) por u:
fau+bv+cw)u=0-u = aflu.-u)+blv-ul+ciw.ul=0 =>

aluP+b.0+c0=0 = aluP=0 => a=0, porser lul?+0.

De la misma forma se obtiene que b = ¢ =0 al multiplicar escalarmente (1] por v v w.
Sila relacibn (1) se verifica Gnicamentepara a=b =c¢c = 0 , losvectores u, v y w son lineal-
mente independientes y forman una base.

u-v
(TR

u-v=le,te) fe—e+e))=e -0 —e a,+e e,te,8 -0, 0,40, 0=

wew = lul-lvl.cosfu,v) = coslu,v)= (1

=1.%-cosD° —1.1.cos60°+1-1.cos60°+ 1-1-cosB0° —1.1-cos0°+ 1.1.cos B0° =

1. 1.1 1
3 B TP SRS S EF A TS
1 2

2 2 2
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lu=u.u= (e,+e,)(e,+e,) =e -0, +e, -0, +0, -0 +e, 0=

=1.1.co080%°+ 1.1-cos B0°+ 1.1.cos60°+1-1.cos0° = 1 +% +%+ 1=3 = luil=+3

Wi = v.v=(e,—e,+e,){e,—e,+e,) =e,-e,—e, 8, +8,-8,— 0,8, +&,-8,—8,-0,+ 0,8, —

—e,e,teye,=1-1.c0s0°=1.1.c0s60° + 1:1:c0os60°—1:1.cos 80° + 1.1-c0s0° —

1 1 1 1 1
S + %=1 % _1.7. o 1.1.- st m——t ] —=—eF— —
1'1.cos 6B0°+ 1-1.cos 60 1-1.cos 60 1-1-c0s50 1 5 ; 1 2 2

_'1§+1=2 = lvi=+72

sustituyendo en (1) los valores calculados:

cos (u, v) = N S
vivz 8 8

L

M wu-v=0 = (u+v).{u+v})=u-u+v:v {Teorema de Pitdgoras)
(Ley del paralelogramo)

fUniv. de Valencia, 1991)

2) lu+v)-ju+v)+lu—vwl-lu—v)=2(v.-u+wv.v)

1) wuwv=v-u=0 = uvyv sonperpendiculares
{u-+v)-(u+v)=u-Uu+tuUu-¥v+v:Uu+v.¥= U-U+V-y

porser u-v = v.u = 0.

fu+v)futv)= |u+w!-lu+u|.mﬂ=ru+u|?= ‘E'E'J A

uu=lul?.cos0 = lu*= AB? ; ww=IvlPcos 0= |vi?=BE?
de donde: Uuv=0 => (u+v}-(u+v)=u-utv.v == ACZ= AB’+BC’ =
£n un trigngulo rectanguio el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de fos cateros

2] (udv)lfutv) +Hilu—viidu=v)= uu+uv+Vutv Vv tu-d—u-v—vu+ vy =2{u-u+wv.v) (1)

(utv)-(u+v) = lu+v P = AG?
fu—v)-fu—v) = lu—vF¥ = DB?

viu = lul? = AB? DWW = ivi?= BG?

e estas lgualdades v de (1) resulta:

AC’+08%= 2AB2+2BC%2= AB*+ BC2+CD°+AD? =

En un paralelogramo, la suma de los cuadrados de las diagonales es fgual 3 la suma de los cuadrados de

kas lados
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les 2 los vectores (2,-2,3) y (3,-3,2).
fUniv. de Santiaga)
fUniv. de Salamarnca, 1991)

Sea uw = (a,b,c| el vecior buscado:

— QOF Ser u unitario: a? +p?4c? = 1 (11
— por ser u perpendiculara (2. —2, 3): 26—2b+ 3c =10 (2]
— LR o " 13,—3, 2} 3a—-3b+2¢=10 (3)
De (2] v (3):
2b 3i 2 ztrl
2a+3¢c = 2
¢h|¢a;_§_|; I T . N R
3a +2c = 3b[ 2 3 —5 ‘2‘ 3] -5
3 2! 3 2l
llevando estos valoresa (1): b +b2+0 =1; 267 =1, b =: —I: cu N2
W 2 2
luego los vectores pedidos son (%,%D) ¥ {—"z—z—\é—z I}}

SEGUNDA SOLUCION:

El producto vectorial de ambos vectores nos dard un vector ortogonal a ellos;

g, 8, 5
2 -2 3
3 -3 2

= (~4+9)e, ~(4-0)e,+ (~6+6le, = 5e, +5e8,+0-g,

p S
3: =31

-2 3

|323
-3 2 3

2—2.3) Al3.=-3.2) = [ +
r )AL ) 3 o]

dividiendo este vector por su modulo: /25 +25 + 0 = 52, obtenemos un vector unitario perpendi-

culara los dados:

(2 2o, o) =(2F, 5F )

‘@ y b dos vectores cualesquiera del espacio, probar que el producto escalar de a+b
- (Univ. de Madrid)
aAb esunvector perpendicular al vector a vy perpendicular al vector b, seri, por tanto, perpen-

dicular al vector a +b.
Sia+ by aAb sondos vectores perpendiculares, su producto escalar es cero.
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(Univ. de Madrid)

12) Sea x el vector pedido y « el dngulo que forman los vectores a v x:
|x =0 = x esel vector nulo

ax=lal-Ixl.cosa=0 = (si lal#0) Ixl.cosa=0 = &
cosa=0 = a= 80"

El vectar % es ol vector nulo o cualguier vector perpendicular al vector a.

2% aAx=0 = lal-ixi-sena=0 => (si lai®=0) ixi.sena=0 ==
Ixkl=0 => =x esel vector nulo

]
sena=0 = a=0" & 180°

Eil vector x es el vector nufo o cuslquier vector paralelo al vector a.

fliniv. de Murcia)

Sea {i, ], k] una base ortonormal tal que los vecto-
25 u e i son paralelos, v v estd en el plano determina-
dopor i v j {oloqueeslo mismo que v sea combina -

cién lineal de i y j).
Se tendrd;
u=ai; v=bi+cj: w=di+eaj+fk

v+tw=(b+dli+{c+e)j+ik

gk 0 o a 0 a 0
uAlv+w) =l a 0 0Ofl=i o k =—laf)j+ lactaelk (1)
bid 56 § cte f b+d f b+d ct+e
0k
0 0
uAv=ia 0 0|=i |—} 5 U|+h|a |=tanik
b ¢ O c 0 b O b' g
i j oK = & = uAviu Aw =
a 'u a u' = i
d e e f d f d e (2)

De (1) v (2) resulta la igualdad pedida.
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fUniv. de Madrid]

Considerando |a propiedad distributiva del producto vectorial respecto de la suma de vectores:
{fa—b)Ala+bl=la—bjAat+tla—bjAb=aNha—-bAa+aAb—bAb =
= 0-(—(aAb))+aAb—0=aAb+aAb = 2(alb]

SEGUNDA SOLUCION:
Ses {i, ]}, k} una base ortonormal tal que los vectores a & i son paralefos, y b estd en el plano
determinado por | y j. Se tendrd:
a=mi; b=nit+p] = a-b=Im—=n)i-pj; a+tb=(m+nlitp]

i i k ot
fa—blAfa+bl= |m-n -p 0| = |h={mpunp+mp+nplk=2m;:u {1}
m+n p 0 men P
[ T
aAb= |lm 0 0| =mpk (2}
n p 0

De (1) v (2) resulta la igualdad a demastrar.

1?) Observando las componentes de los tres vec-
tares, se comprueba que A

bt+tec=a

esto demuestra que si CB y CA son, respectivamen- h o
te, dos representantes de los vectores a v b, AB es
un representante del vector c.

29 El &rea del tridngulo es igual a

Sslglur\hl
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L B [ TR S T PR 3 -2
afAb=13 -2 1| =j —i +k =-7i-14j-7k
1 -3 B 5 3

jaAbl = V72+142+ 72 = 705 = ‘5 = é V294
|

3?) Sea OM = xi+yj+zk unvector cualquiera,
Su proyeccidn sobre un plane perpendicular al vector
k, por ejemplo el plano determinado por el punto O vy
paralelo a los vectores | y j, eselvector OM' = xi+yj.
La proyeceion de los vectores a= 3i—2] +k y b=
= j = 3j+ bk sobre un plano perpendicular al vectar k
son los vectores:

a'=3i—2j ; b =i-3j

El drea de la proyeccitn del tridngule ABC sobre un plano perpendicular al vector k es el drea

del tridngulo formado sobre a° v b': 8§ = 15 la"A k"I,

i ] k

-2 0 3 0 3 =2

aAp" =13 -2 0 =ll —jl |+lir.i =_ 7k = la’Ab"I=7
1 -3 o0 0 1 0 1 -3

Si alguno de los vectores es el vector nulo, teniendo en cuenta que el producto vectorial del vector
nulo por otro vector es el vector nulo, que el producto escalar del vectar nulo por otro vector es cero,
que el producto de cero por cualquier vector es el vector nulo, y que el producto de cualquier nimero
real por el vector nulo es el vector nulo, la igualdad del enunciado es inmediata. Por ejemplo, si u = 0:

OAIvAW) =0
= O0A(vAw)=(0-w)v—(0.-vIw
(0-wiv—=(0-vjw=0v~-0w=0-0=0

Si ninguno de los tres vectores es el vector nulo, eligiendo la base ortonormal (i, j, k | definida &
= problema 7.10, se tiene:

u=al: v = b+l w=dit+tej+fk
i 1 k

vAw= |b ¢ 0| =cfi—bfj+(be-cdik
d e f
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i i k
ulMivAwl =|a a o =(—abe+acdlj+{—abflk
cf —bf be—cd e

(u-wlv—(u-v)w = (ad) (bi+cj) —(ab) (di+ej+fk) = (acd—abelj+ [—abflk

uMivAw] = lu-wiv—l(u-viw

Respecto de la base ortonormal { |, j, k } definida en 2l problema 7.10, se tiene:
u=ai ; v=bi+ej ; w=dit+tej+fk

El volumen del paralelepipedo determinado por |os vectores u, v y W es:

a 0o 0
[uuvuw]= |b ¢ 0| =acf=V
d e f
I ¢ 1] b o c
vAw=Ib ¢ 0] =i —i +i:| =cfi—bfj+ (be—cdlk
. I * 2 f d d e
whive |d e ] = — +k =afj—aek
s 0 0 4] (] a 0 a
i § k
uAv=|la 0 0| = ack
B e 0
El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores vAw . w Au vy ufv es:
cf — bt be—cd
[vAw, whu, uAv] = | 0O af —ag = facf)? = v*
Q 0 ac

{utv)-lusv) =u-v+uvdvutvee= lulf +2(uv)+ v

= (udyvll= (uR 2w+ v (1)

fu+v) lu+v) = lutwl?

fu—v): (u—v) = wu—uv—veutvey = lul—2(u-v) + IvF = lu—vP=lePZvitiv? @)

u—v)-lu—w)] = lu —wi?
(11 —i2): luty 1F— lu—vi¥=quw) =
www.FreeLibros.me
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CAPITULO 8

ESPACIO AFIN EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL

ESPACIO AFIN EUCLIDEOD,

Un espacio afin E asociado a un espacio vectorial euclideo V, se llama espacio suclideo, O sea, el
espacio afin E se llama espacio afin euclideo si estd asociado a un espacio vectorial V en el que se ha
definido un producto escalar,

En este capitulo nos ocuparemos del espacio afin euclideo tridimensional.

Se llama sisterma de referencia ortonormal o métrico, al conjunto [0, e, e, e, |, siendo O un

puntede E y (e, e, e, . unabase meétrica de V, es decir, que:

2
IETI =1 : IEE|2:'I H |33|2=; ET*E2=|:| | BT-E:‘:G i B?-E3=D

{los vectores de |a base son unitarios y perpendiculares dos a dos),

Todas las definiciones y formulas dei capltulo B, Espacio Afin Tridimensional, son vdlidasen el Es-
pacio Afin Euclideo Tridimensional.

Consicderaremos, en este capitulo, las ecuaciones de las rectas y los plancs expresadoes respecto de
un sistema de referencia ortonormal.

En el espacio afin resolviamos problemas de interseccion y paralelismo de rectas, de planos y de
recta v plano. En el espacio afin euclideo podremos resolver también problemas de distancias, dngulos,
artogonalidad, dreas y vollimenes,

Distancia entre dos puntes: Af{x, .y .,z ), Blx z,). Las componentes del vector AB son

e
2° ¥z
{x,— %, ¥-—v,. Z,— z,), el mbdulo de este vector esigual a la distanciade A a B:

|
Idiit (A, B) = v’(tx:,v—xlf+ IE_E_- r,llz +{xz—z1]9

La distanciaentre los puntas A{3, =2, 1} v B(5, 3, —4) a5

distiA, B) = V{5 - 32+ (3+ 27+ (—a— 112 = V22452452262

La distancia entre puntos verifica las siguientes propiedades:
dist (A, Bl = 0

dist (A, B] = dist (B, A)

dist (A,B] = 0 < A coincide con B

dist (A, B} < dist (A, C) + dist {C, B]

| (I |
]
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Cosenos directores de un vector, Son los cosenos £
de los dngulos que un representante del vector forma
con los ejes coordenados, o lo que s lo mismo,con los
vectores e, + 85, 8y de la base ortornormal del sistema
de referencia.

Si oo vy oy son respectivamente |os dngulos que
el vector v = (a, b, c) forma con los ejes de coorde-

nadas OX, 0Y y 0Z: -
4
X
l:ﬂ;u=—;i_;cn-5|3=——-l:—:nugir=:—
L a?+b?+¢? via?+ b?+c? Va2 +b? +¢?
verificandose que costa+cos? g +eost gy = 1

Cosenos directores de la recta. Son los cosenos
de los dngulos que la recta forma con los ejes coorde-
nados. 5i la ecuacitn de la recta es

X—%  ¥-=y, z-2

a b c

sl ser el vector (a, b, c) paralelo a la recta, los cose-
nos directores de la recta son los cosenos directores

h i
del vector (a, b, e}
cose = —0 . G ——
__/
Va?+ b2+ val+ b2+ ¢? X
c
cosy = ———————
va+ b+ ¢?
) o— % Y-y Z—7
La ecuacién L < ! se llama ecwacidn normal de la reca.
COs o cos g cos i
= + -
Laecuacion normal do la recta > 5 5 gy = = 2 g te obtiene dividigndo lag denaminadores por el
4 1
mbdulo del vector (3,4, 12} . /374 424+ 122 = 13, Aef o IXE 2%
3 4 12
13 13 13

Ecuacibn normal del plano. 5i P esel piede la
perpendicular desde O al plano, dist (OP)=p. v a,
8. 7los dngulos que farma el vector OP con los ejes
de coordenadas, la ecuacidn del plano puede escri-
birse de la forma:

cosa-%X+cos By +toosy.2—p=20

gue se [lama ecuacibn normal del plano.
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31 la ecuacion del plano esta escrita en ia forma ax +by +tcz+d =10 para hallar su ecua-

cion normal se dividen todos sus términos por  Va’+ b+ ¢ sid es negativo, o por —va? + b? + &2
si d es positivo:

= C K+ ;.y ¥ - = )

¢
—_— . -
Val+ b+ c? Vat+ b+ c? Val+ bl+oZ Jai+bi+ R

identificando esta ecuacidn con la ecuacién normal :

COS o = ;a— i cosf = ; ; cosy = —_
L Va+p?+d Valrp?e?  Val+pihc?

son los casenos directores del plano, o cosenos directores de un vector perpendicular al plano.

‘-E'I' Lécmr 12, b, ¢} es perpendicular al plano ax + by +cz +d = [I']

Dado ol plano « Ex— 12y +84:—-170 = D

para haller sus cosenos directores v la distancia del origen ds coordenadas ol plano, dividimas por J&z-l- 12‘2-!-541: = B5:

& 12 a4
— K= == —_ - = 3
a5 Eﬁv + r—12
de daonde l:-:l'l-:r='~—5- - :usﬁ=—1—z- i:t!'-',h=E : dist{d, w) = 2
B3 B85

Angulo de dos rectas. El dngulo de dos rectas es igual al menor de los dngulos gue forman sus vec-
tores directores (que son paralelos a allas). El coseno del dngulo de las dos rectas es igual al valor absolu -
1o del cosgne del dngulo de log dos vectores directores.

Sean las rectas r y s:

1]

r: (=, v,z fa, b, e) + My, v

oy i)

§ (x, v, 2}

f@'.b".e’] + plu, . u . uy)

* —da y—b Z—¢

r = =
L Va Vs
bl giie V1UT+V?U1+'¥’3U3
5: ol _y=b _2=0 ‘ (7 T TR U 0 S I
u, u, u, vityy T vy vurtu; Fug
P TR T Las dos rectas seran perpendiculares si:
1
r 1.!:[!4-1'!: [-.-,Iu1+v2u2+1r]*-l;|=ﬂ
I = ¢ + I'uu-3
® = a + pu,
g ¥y =b + pu,
Z. = + WUy
H.Iﬁ+ll:..
X+ 2 -5 z =4
El angulo de las recias r: - :-1"'2 = 3 ) 3 ve=24 XA
B I =54mi

w5 ol mismo que el formado por los vectores (1, 2.— 3] v {4, 1. m] que son paralalos respectivamente 8 © y s:
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1:4+2-1—3m | - 3m |
= | =
Viva+rs Vis+1+m?| | ViaVieem? |

sl m e 2, las dos rectas serdn perpendicul ares,

cos [r. §) =

Angulo de dos planos. El dngulo de dos planos es igual al dngulo del rectilineo del menor de los dos
diedros que forman,
Sean los planos: m,: ax+ by +cz+d=0
y: a@x+by +eztd =0

los vectores (a8, b, c) y {a', b, ¢’) son respectivamente perpendiculares a los planos n, vy L A El dn-

gulo formado por los dos vectores es igual o suplementario al dngule formado por los dos planos, el co-
seno del angulo de los dos planos es igual al valor absoluto del coseno del dngulo de 1os dos vectores:

ag’ +bb'+cc i

Val+ ol +¢? Va?l+p?+e? |

cashr],wﬂl =

Los dos planos serdn perpendiculares sl Taa'+ b +ee"=0 ]I

El angule tormado por los planos

An+dy-EBxr+B=0 ; 2+ y+mer—B =0
estd determinado por!
1
:-::-n=| 3.2+4.1—5m |__ 10-5m
| ~ =
| Va+16+28 Va1 4m? 50 v5+ m?

# 10-5m=0, m = 2 losplanos son perpendiculares
Si los planos estan dados por sus ecuaciones vectoriales:

T,: X=a+Av+pu Wy x=a +X'v+ o
como v y u son paralelos al plano w,, v Au serd un vector perpendiculara =,, vy, del mismo modo,

v' A u' serd un vector perpendicular a m,, de donde

cos (7, .7,) = |cos (v Au, v'A u‘}ﬂ

Si los planos vienen dados por sus ecuaciones paramétricas se opera de igual forma

k= T=47 + g
Seanlosplanos 7! (x.y, 2) = (L2 30+ M- 1 3.2) +ui2.-4.5) ; "y = B+ 3) -8y
= 3=2%+5u

Loswvectores [— 1, 3, 2) vy (2, -4, 5] son paralelos a LI Multiplicando vectorialmente estos vectores obtendre-

Mot BN vector perpendicular & T,

3

‘ = 23e,+De,— 20y
-4 5

I—'l 3 2 ﬂlT| _3‘ 2 4

Los vectores [—4, 3, —2) v (1. =8, 5] son paralelos a oy Su producto vectiorial nos dord un vector perpendicu-

lar & Ty
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-4 -2 | =4 3

-4 3 -2 @ ‘—. +m |=—u + 18 g, + 200
|* '8 8 2| 1 s Ty -8l 1 %2 3
1 =8 5
do donde:
23 1—-1N+8 18 +{-21 28 81 81
cos (7. 7,) =

b 232482427 14187+ 207 VBis v/ 1166 +/715024

Angulo de recta y plana. Dadas las ecuaciones de |a recta y el plano, podremos obtener dos vecto-
res, una que 2s paralelo a la recta y otro perpendicu-
lar al plano, El dnoulo gue forman estos dos vectores

o
es complementario del que forman la rectay el plano // 3
siendo, por tanto, €l seno del dngulo pedido gual al
valor absoluto del coseno del angulo de los dos vec- g & /u/
rores, — *in, /
; =%, Y—v, E—1I i a o
s e 0 ’ / —
! P /
i i
i W g
7 ax+tby+tezi+d=10
&l vector u = {m, n, p) es paralelo a la recta y el vector v = (a, b, ¢} es perpendicular al plano:
|- - - ma -+ ;':h +pec i
{san {r, ) = lcos fu, v) | = ]
Vm?+n? +p? Vat + b+ 2
La recta serd paralela al plano si ma+nb+pe=0
x—7 y+4 PR :
E 1 dngulo tormado por la recta r. T = ‘-T~= 3 v ol plang 5: Ix -Gy +mz—8a=0, esthdatermi-

=acio por g tormmula;

2-3+(=1(—-6) +3m 12 + 3m!
sen [r, 7] = - —
VA + 149 VO +36+m? 14 a5+ m?
= 12+3m=0 m=-4, lareciaeas paraelaal plano,

Distancia de un punte a un plano. La distancia del punto P(x,, Yy 3 ) al plano

w: ax+by+cz+d=0
"~ lax,+by+cz,+d!
o d{‘F".ﬂ':II : | 1 1

et
val+ h?4e?

Ladistancia del punto P{Z, 5, —B) alplane z: Ix-Ady+122-5=0 e

I3:2-4-5+ 12(-6} - 51 _ 91
T 13

dist (F. o] =

a7
Va4 16+ 114

Todo plano = divide el espacio en dos semiespacios. Si en la formula que nos da la distancia de un
sunto al plano n prescindimos del valor absoluto, todos los punto que estdn en un semiespacio tienen
Sstancia positiva y todos las puntos del otro semiespacio tienen distancia negativa.
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Dado el plang 7 3IN-=y+22=a= 0 ylsspuntas P23, —4) v QI5, -2, 6, desthn los puntos Py O én el
MISMO SeMiespacio necto dal plans 77

2= 13+ 2(=4q) -9 - §—1(-21+2:6-4 28
d“’r"" s 3 2 ___21 F = _?__ < 0 B ’-'“D.-.I = 8 L EI _f = T =0
va+1+4 V14 Ve +1+4 ¥4

Lospuntos P y Q estan en distinTos semiespecios respecto del plano 7.

Si la ecuacion del plano 7 viene dada por su ecuacion vectorial; x = a+ du + Uy, CONOCEMOS
un punto A del plano, extremo del vector OA = a_
v dos vectares u vy v dol plano, Seael punto P gue Vi 4
nos determing el vector OP = p: ,"‘f"}r

El producto mixto de los vectores AP =p—a , f
u vy v nosdael volumen del paralelepipedo de la
figura. El médulo del producto vectorial u A v es
igual al drea de la base del paralelepipedo. La dis- —f/|h
tancia del punto P al plano © esigual a la aitura f
del paraielepipedo, que es igual ai volumen dividi
do por el drea de la base:

dist (P, x} = |LP—3u. vl """'“I 8.
fu Av] |

Si el plano estd dado por sis ecuaciones paramdtricas, conocemaos un punto del planc v dos vecto
res del plano (o paralelos a &} y se procede de Iqual mado.

Chleulo de la distancia del punto P(3, 2. 5) al plano s (%, w2} = (4 1. 3+ X2, 1. -1 = (3 1. 1)
Al ser Al4, 1, 3) unpuntodel plano, AP = (34, 2-1,5=-3) = -1 1.2, u= (21— v vy =13 11N
|--1 1 2 [=1 Y .2 a 3|
Ip-auv]= 2 9 =t || 3 ovame=af ] 9
k- G IS | = | i
. My 'Ry By 1 =11 |2 _1| iE 1] p .
uAv= |2 1 =1| =u, | - | =28, —5e,—a, =
e | 1] T la q : 8
3 ] 1
luAwl = 4425 £ 1 = V'HQE
di donde: dist (P, 7]} = E
W 30

Planos bisectores de un diedro,

Sean w: ax+byt+cz+d=0 ; m,s ax+by+cza+d =0

las ecuaciones de los planos que forman el diedro vy Alx, v, z) el punto genérico del plano bisector.

Las distancias del punto A a losplanos =, y ¥, son iguales:

axtby+cz+d _ ax+by+cz+d

Va2 + %+ 2 Vatd b4 e’?

Tomando los dos signos, por separado, obtendremos las ecuaciones de los dos planos bisectores
correspondientes a los dos diedros que forman los planos m, v #,. Los dos planos bisectores son per-
pendiculares,
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Sea obitener los planos bisectores de los dledros determinados por oy planos:

By %42y +2z-6=0 ; Ty 3x+dy+i2z~-1=20

w+2y+2r—B ay XFAy 1221 s wt2y+22—86 - Ix+ Ay 1221
Visara Va8 +i6+144 2 s

13k +26y +262=T8 m Ax+ 12y =362-=3

=

13x+28y+262-78 == (@x+12y—36z—- 3] —=

13+ 26y +262—78 =—(Ox+ 12y -36z-3)

Ax+ 14y +6B22-76=0

Z2u+3By—1W0z-81 =0

Distancia entre dos planos paralelos. Distancia entre los planos paralelos

.. axt+tby+czt+td=20 T,: axt+by+cz4d' =0

ld'—d1l |

val+ b4 et

dist (v, 7,) =

Ciculo de o distancia entre los planos paralelos

2, Ax+4dy —128 4+ 5 =10 LA Be+fy—247-14=2 D

Ewrita ol plano 75 deta forma: 3Ix +dy—122—-7 =0, setiegne

distfmy.my) = L“EI =3 12
VO + 16+ 144 13

Distancia deun punto P aunarecta r. Silarecta r estd dada por su ecuacion vectorial, x =a + A u,
o por  su ecuacion continua O por sus ecuaciones pa-
mealricas, conocemos un punto A de larecta y un P C
vectolr u paralelo a la recta,

El punto P determina el vector OP = p, y el
vecior @ el punta A de la recta tal gue DA = a. h
Los puntos A y P determinan el vector AP =p—a

El mbdulo del producto vectorial AP A u es : r
igual al drea del paralelogramo ABCP de la figura. A " 8
Sidividimos este drea por la longitud de la base, igual al mé&dulo del vector u, tendremos |a altura del pa-
ralelogramo, que es igual a ta distancia del punto P alarecta r.

——
gist(p.) = =@ Aul]

| lu |

Cillculo de 1a distancia del punto P(2.~ 1, 1) atarecta r - (x, v, 2l = (1. =3, 4] + A{—2, 4, 3)

Laregcta r pasa por el punta &(7, — 3, 4) v o paralela al vector w = (=2, 8, 3], AP = [2-1,—1+3. 1 —4] =
= (1,2, -3
.1 B a
L 7 -3 { =4 2
jp—alAu = 1 2 -3 | =m9» —n +oay = 13'1+311+B|3
a 3 -2 3 -2 4
-2 &% 3
RS T A . - Vany
ltp—al Aul= v182+ 32+ 82 = 307 . ul= VA+16+8 =+28 = dist(P,r} =

/29
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Otro modo es el siguiente: 5i las ecuaciones pa-
ramétricas de la recta son:

x
r: y
z

X4 +1.u,
¥, +?uu1,
z, +:\.U3

sea @ el valor de A gue nos da las coordenadas del
punte M, pie de la perpendicular a la recta desde el

punto P, Expresando que los vectores PM y u = (u,,u

B r
M u

. ug) son perpendiculares, su producto esca-

lar es nulo, obtendremos una ecuacidn lineal en a. Hallado el valor de a, se sustituye en lasecuacio-
nes de la recta v tendremos las coordenadas de M. La distanciade P a r esla distancia del punto P

al punto M.

Este método nos facilita hallar 1a ecoacién de la perpendicular desde P a r, pues es la recta gue

pasa por los puntos Py M.

Calcular razonadamente la distancia del punto PI3, -2, -1} ala recia

| % —2y =5
Fe i
| t=3
v las ecuacionss de la perpendicular de P a r.
fUriv, e Granadal)
Hallemos las ecuaciones paraméatricas de la recta:
K=Ty =5 X=2y=+5 |:-|.= 2h+5
P — —J ¥ =
=3 l = 3

Sl & esel valor de A gue nos da 'as coordenadas del punto M, pie de la perpendicularde P a ¢, o sea

MiZa+5,a 3, el vector PM = (2a+2,a+ 2, 4) esperpendicular al vector u = {2, 1, D) gue o5 paralnlo s \a recta. E

producto escalar de estos dos vectores es nulo

]
Uu-PM =0 = 22a+21+1-la+2+0-4=0 = Hatb=0 = a= - 5
de donde las coordenadas de M son: (= -IE + 5, — E 3} = r.I.E__ E_jp
5 5 5 5
Ladistanciade P a r esladisteancia entre los puntos P oy M:
13 3., B.,.2 + /a8 , . <420
ist | P, =distiP, M) = Wf—=31"F+|==+21"+ {3+ "= /= k= +1B = ——
dist (P, r}) = dist (P, M] \/5 5 N E
La perpendicular de P a r eslarecta gue pasa por los puntos PI3,-2,—-1] ¥ Mi? .— E .3
#=3 _ wi2 - 2% x—=3 _y+2 1+
B, _8., 3+1 -2 4 20
5 5

También se puede obtener la distancia del punto d_d_,——--|
P alaracta r, trazando un plano r que contenga a 5
P vy sea perpendicular a r. La intersecclon de r con |
7 nos dard el punto O, se tendrd que

dist (P, r) = dist (P, Q). —!.......{1
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Distancia antre una recta y un plano paralelo ala recta. La distancia entre la recta:

s T A S|

gl - =
m n p

0

y &l plano 7: ax+by+ecz+d

que son paralelos (am + bn +cp = 0}, es igual a la distancia de un punto cualquiera de la recta r, por
eemplo Alx,, . I, al plana -

|ax1+h1.r1+cz1+d

dist r, 7] =
|

——
JeT 452 o

Distancia entre dos rectas paralelas. Si lasrectas r y r' son paralelas, la distanciaentre r y r
&5 igual a la distancia de un punto cualgquierade r a larecta r'.

Se puede ootener también trazando un plano perpendicular @ ambas rectas, la distancia entre r y
r esigual a la distancia entre los puntos de interseccion del planocon r vy ',

Distancia entre dos rectas gue se cruzan. Se define como distancia entre dos rectas [a menor de las
distancias entre cada par de puntos, uno de cada recta,
El caleulo de la distancia entre |asrectas r y s se r

mace de la siguiente forma:

se pbtiene |a ecuacion del plano 7 gue con-
tienea la recta ¢ y as paraleloalarecta r.

— la distancia entre un punto cualqulera de la
recta r v el olano w esla distancia entre
ambas reclas.

]
o

dx— 3y -4z -2

Célculo de ia distancia entre las Tectas r;

Ly
|

x +2y — 3z +8

]
o

Todos |os planas que contienen a la recta s pertenscen al har de plancs de eje 18 recta $
M2x— 3y —Ar 20 % pin+2y =32 +8)=0 = (A + ) +—3IX+2uly {42 -Au)r—20+Bu=0 (1)

El veetar [3, -2, 1) esporalelos larecta + yelvector (2 h+p, =3 A+ 2u —A4X=-3p) esperpendicular il pla-

ma S larecta ¢ oy el plano son paralelos, los dos vectares anteriores san perpendiculares, su producto escalsr as nulo
JPXHp) —21—-3x+2p) +1-(-A4=-Fp) =0 =2 BA-Ap=0 =% =22
Sevando et valor a (1] obrenemos el plano gue contiene a la rectes 5 v es paralelo a la recta
A2x—3y—4>=2) +2h{u+2y=-32z+B) =0

Swdientdo por A v smplificanda: 5: dx+y—102+ 14 =0

La distancia del punto [2,— 1, 0} de ral plano 7 s igual & la minima distancia entre r y &

e e Vo 1) o= 100D += 741 2
dist(r. 5) = ok = '_1____
w18+ 1+ 100 w117

Side |a recta r conocemos el punto A v su vector director u, v de la recta s el punto B y su vector
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girector v, e volumen del paralelepipedo de la figura
es igual al producto mixto de los vectores BA = a—b,
u y v. Sieste volumen lo dividimos por el area de la
base, que &5 igusl al mbdulo del producto vectorial de
u y v, tendremos la altura del paralelepipedo, que es
igual a la distanciaentre r y s:

dist (r, s) = lla—buv]l
lu Aowl

x—2 y +1 4
Sean las retas r: --Eu- = 5 = — 1 Ix, v, 2l = (28—1B, 00 +M-132. W
= ]

El punto & [2,—1, 0) pertenacaa r_ siends u = (3. —2, 1] suvector director, v of punto Bi28,- 18, 0] pertens

cea s slenda v = (=1, 2, 11 suvector diractor,

BA = a=b=(2-20,—1=180-0)= (=26, 17.0)

-26 17 t:r‘ | -26 17 0| |26 7|
[a=bowv] = 3 -2 1| = 4 -4 @ =1.| = 36
|=1 2 1] -1 2 ! o
*1 %2 %3 2 a 3 -2
uhy = 3 =72 1 _-41‘ 5 1|—|;, | |-.|-|3|lI 1‘| d-T-d.uv-in.l,
-1 2 1 -
de donds: dist Ir. s) = 3 . B A ]
16 + 16+ 16 A3 V'3

Recta perpendicular comin & dos rectas que se cruzan.

Sean las rectas
_ P u
X =X, + Ay, X = X, +pv,

r: y =y + ANTR I ¥ = Yyt - |
2 =2 + A, =z, thuv, ‘

vsean Py Q los puntos de interseccion de la perpen. —~——
dicular comiin con las rectas r y & _%L\,-—_._ - g

Si @ y b son, respectivamente, los valores de )
y p gue nos dan lospuntos P y 0O, o ses,

Pix. + au, ., v, tau,.z, + aual ¥ ﬂ[u:+tw, .‘g'?+b\r:,zz+hv3b.

el vectar PO es perpendicular a la recta r, v por lo tanto 8 su vector director u, y 1am bidn es perpendicu-
lar a la rects s v a su vector director v. Los productos escalares del vector PO con u y v serdn nulos:

PQ.u=0
PQ-v =01

Este sistema nos dard los valoresde a y b,

Conocidas |as coorclenadasde P y Q, larecta PO es la perpendicular comun buscada.

Este métado nos permite hallar también la minima distancia entre las rectas r y s dist (r, 5] =
= dist (P, Q}.
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Ciiculo da Ia perpendicular comdn y de la minima distancia de las rectas II| _ "l. —-"fl_ﬂ_f"'""f“
x =4 + A xomd 4+ M 4
i |y=B 42 : g (y=3=2p — Pldta, 62, -10-4al
z =—10-42 : =542,

(PCFF (=g, —2b—a~3, Fot+dn+15]

PQ-u=10 Wo—a) + 1/—2b—s— 3 —42b+4a+15]=0 ey
\ = I = = (fd+b, 3-2b, 542b)
PQ-v = O Nb—a) — 2i—2b—a—3) - 2i2h +da+ 151 =0 \II\
=fr =
| .n..'?.;rxx

—E'h—'lBa—ﬁﬁ-—-ﬂ'} b+2a=-7

= iw=3 ba-=1 ‘-\

valores quo sustituidos en las coordenadas de P v O mosdan: PI1, 3, 2] v QI3 5 3.

9b+ Ba+36=0 b+ a=—4

. . oo A=V y=3 §-2 x—1 y-3 -2
Extacifin de la perpendicular comin —— & —— = —— | = =
-1 8=3 3=2 2 2 1

Minima distanciade r v 5:  dist(r,s) = dist (P, @) = V{3-1)7+ B-37+ 3-210=vVa+a+1=3

Otro método de obtener la perpendicular comin
adosrectas r vy s esel siguiente:

- e halla la ecuacion del planc 7 que contia-
nealarectas 5 v es paraielo a la recta r.

— se halla la ecuacion del plans r" gue contie-
e @ larecta r y es perpendicular al plano ¥

= la interseccibn del plang =" con la recta s
nos dael punto A

= larecta que pasa por A vy es parpendicular al
plano m es fa parpendicular comina r y s,

Este método suele resultar mucho mis laborioso que el anterior, gl lector puede comprobarlo resal-
vienda el Ultimo sjemplo de este modo.

Area del trigngulo en el espacio. Sea el tridgngulo de vertices .-5|.|:E|1,a:,ajil 2 ﬂib.,. bu,,bji ¥

Cle,.c,, o, ). El mddulo del producto vectorial de &
losvectores AB = (b, —a,, b,—a,, by—ay) vy . i i =

AC = le,—a,, c,—a,, c;— 33i Bs lgual al drea del

7
paralelogramo construido sobre los veciores AR y
AC, igual al doble del drea del tridngulo ABC.

mamac: = %Inanac] A

Caleule del brew dil trifngulo de vértices A3, 2, - 5], B14,1,-2) v CI6, 7, 3).
A = (43,12, —2+8 =(1,-1,3) ;: AC=IB8-3 7-2 3+5)={1548)

on LARRR - T 1| _— . 1 h e
AC= |1 -1 13 e - g e P IE L |
A s 8™ ‘ 33 5 Pyt Bey
3 5 &8
Brpa [ABC) =% 233'.;.*_,,_32: %Jﬁ"
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Volumen del tetraedro. Sea el tetrsedro de vértices Afla, .2, a,) . Blb, b, .0}, Clc,.c,, cy)
y Did, d,, d;). El valor absoluto del producto
mixto de los vectoras

AB = (b, —a,, b,—a,,b,—a,),

AC = [c,—a,, € a,,c;— a,),

AD =(d,—a,.d—2a;,d;—a;)
e5 igual al volumen del paralelepipedo construido
sobre los vectores AB, AC v AD.

El volumen del tetraedro ABCD es igual a la
sexta parte del volumen del paralelepipedo:

by—a, h—a, by—a,

11r 3 1
Volumen [(ABCD) = & |AB, AC, AD_!' = 5 valor absoluto de | c,—a, e,—a, E;—a,
d, —a, d,—a, ty—3a,
Calculo del volumen del tetrasdra de vérticos los puntos A7, —1, 41, Bi4.5.04, CI3.7=-2} v OI0, 1. 5

AB = (4-2,6+1,0-4] = (2, 6.—4] AC =13—2, 74 1,-2-4) = (1,8,-6); AD =021+ 1.5-4)=-2,2.1

2 6 -4 _
1 17
1 8 —6| =16+T72—B—84+24—6=234 =5 Volumen tetracdro ABCD = - 34 = —
o
-7 2 1]

Condiciones de paralelismao v perpendicularidad de rectas y planos en el Espacio
Afin Euclideo Tridimensional

Paraielismo Perpendicularidad
Recta y Recta:
Foe idoh (N At b S a5
- = = ib i i
s Ly Uy U, b S | UV, Fuy vyt uy vy =0
- vy ".I': Va =
X—Xy Y=y, 2,
B = =
. vy Va ¥a
Plano v Plano:
r,! a,x+b y+e.z+d, =0 a b [
L L 1 1 ! s N <0 =i | a,-a,+b-b,+ec e, =0
; 24 iy b =
LA a2x+b=f+:=z+d1—0 2
Recta v Plana:
— Y=Y E—Z
r e —=— i _.b i
u, U Ly a.u,+b.uyteouy =0 v, u, U,
v: ax+bhy+cz+d=0
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PROBLEMAS

(Univ. de lslas Baleares, 1991)

El vector {1,—=2, m) sera perpendicular al plano x -2y + mz + n = 0, sidichovector esperpen-
dicular a cualguier vector AB del plana.
Sean Alx,. v, z,] ¥ Blx,.v,.2;} dospuiios cualesquiera del plano, que determinanun vec-

tor genarico del plano:
— por estar el punto A en el plano 7, sus coordenadas satisfacen la ecuacion del plana =

x1—2f1+mzl+n=0 (1
— por estar el punto B en el plano 7

X, —2y;+mz,+n =0 2}

—restando (1) de (2):  (x,—%,)=2ly,—y, )+ mi2,—2,1 =0 (3
Esta igualdad nos dice que el vector (1,—2, m} es perpendicular al vector

AB = ﬂK!—-fi_‘(i"ﬂ',. z-1_z-|l

va que, segun {3}, el producto escalar de ambos vectores es nulo.
Esta demostrado gue la recta de direceibn (1, =2, m) es perpendicular al plano n.

(Univ, de Labn, 1997)

El vector (3, b, B} es paralelo a la recta, y el vector {2,—4,5) es perpendicular al plano.
Si la recta no corta al plano, la recta y plano son paralelos, y los vectores anteriores serdn perpen-
diculares. Su producto escalar serd nulo:

324+b(—4) +6.5=0 = 4b=36 =

www.FreeLibros.me



208 ESPACIO AFIN EUCLIORD TRIDIMENSIONAL

Los vectores (1,—3,1) y {2, =1, 3] son, respectivamente, perpendiculares a los planos dados, el
vector {1,—3, 1) Ai2,—1, 3] esun vector paralelo a ambos planos, y paralelo, por tanto a larecta pe-

d]‘&i
(1,—3. 1A, —-1,3 : jz T 5_3 11 -|1 11-:-::“ 'El 8 5
e R = e = il =—Bi—j+
s 7 a| 1= 3l T2 3l Tz o t=irek

La recta pedida es la recta que pasa por gl punta {2, —1,5) y es paralela al vector (8,1, -5):

x—2 =v+l=z—5‘

& - ¥ =B

La ecuacitn del plano pedido, por pasar por el punto A0, 3, -2}, serd de la forma

alx —0) +bly—-3)+clz+2) =0 (1}
Este plano es perpendicular al vector (a, b, cf, / {a,b,c)

y como el vector AB = (1-0,5-3,0+2)={122) £(0.3.-2) Bi1.50)
es perpendicular también al plano, los vectares (a.b.c) AB=(122)
y (1,2.2) son paraielos, de donde:

E_ e = _
5=3 > b=28c=2 /

levando esios valoresa (1) ax +2aly—3) +2alz +2) = 0 dividiendo por a y simplificando,
queda:

.
1

x+2y+22-2 = 0|

gue &5 la ecuacion pedida

Sea gx tby tcztd=10 i1t el plano padido.
— por pasar por el punto AlD, 2,0] . 2b td=0 2)
— por pasar par el punto B{1,0,1}: a +tc +d=0 i3)
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— por ser perpendicular al plano x -2y —z = 7: a=2b-c=0 14)
Las cuatro ecuaciones (1), (2}, (3] y (4} furman un sistema homogéneo de cuatro incbgnitas,
a, b, c y d Estesistema tendra solucion distinta de la trivial si es nulo el determinante de la matriz de
los coaficien tes:

i L ; - t X y—2 2
KRR RO P e
; - 1 -z -
1 =2 1 0 1 -2 _— ]
_2 1 1 1 1 -2
- —['!lr—.?j + = = 0 ‘X"'EI\F“EI:D ==
-2 =3 1 =1 i =2

flniv. de La Lagunal

32_151—3 x—2z+ 5=10
=1
* = y +2 = I-—s == — p—
2 3 v+ 2
T z—3 y—32+11 =0
el haz de planos que contiene a la recta r tiene por ecuacian:
alx —22 +5) +bly—32+411) =0 = ax +by+(-2a-3blz+Ba+11b=20 (1)

El vegtor {a, b,—2a- 3b) es perpendicular a este plano, y el vector (1,—1.2} es perpendicular al
planow . S estos dos planos son perpendiculares, los vectares la. b, —2a— 3b) vy (1, — 1,2} también san
perpandiculares, de donde:
a—-b+2|-2a —3h) =0 = —3a-7b=0=> 3a=— ?_Eb-

llevando este valor a la primera lo segundal ecuacién de (1]
. 73" (x—2z+5) +bly—32+11) = 0

3

imultipliando por — & )

7ix=22+5)=3ly—3z+11) = 0 => |[Ix-3y—-56z+2 = 0|
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fUirviv. e Baleares)

Hallermas las ecuaciones paramitricas de la recta r.

*Pl2-1.1)
e 3 o= 2+2
7 T; =2=) = ly=1+2) P RhERES b
z = A
S AN

+ +
|a cada valor de ) corresponde un punto de r) M{2+2h,1+2h h)

Sea h el valor de )\ gque nos da el pie M de |a perpendicular de Par M(2+-2h 1+ 2h h).
El vector PM = (2 2h=2, 14+ 2h+1,h=1} = {2h,2h + 2, h~1) es perpendiculara r.y co-

mo el vector (2,2, 1) es paralele a r, los vectores (2h, 2h 2. h—11 y (2,2, 1) son perpendiculares,
de donde :

2(2h) +2(2h+2) +1(h=1) =0 = h = = %
sustituyendo este valaren M2 <= 2h, 1 + 2h, hi resultan las coordenadas de M: |

| B

L | =
L] =

Las ecuaciones de ia recta PM san:

fUnie. de Barcelonal

Hallemos ias ecuaciones paramétricas de -

x—2y +z =1 x—h—ﬂx:];?;—%—%
:_ E
n +r =0 r= 2%
Pl1.—1.2)
haciendo » = 2\: x= 2N
B
e g b PM=(2h—1,—h+1 —an-2)
- g o |

r fz.—=1,-—4}
an,-% —h,—4h)
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Sea h el valor de X que nos da el pie M de la perpendicularde P a r: MiZh, — %-— h,—4h).

Ef vector PM = (2h—1,—-h + %,-dh—zi es perpendicular a r, y como el vector {2, — 1, —4)

es paralelo a r, los vectores {(Zh—1, =h + % —4h=2) y 12,—1,—4) son perpendiculares, su pro-

ducto escalar serd nulo:

1 v SO
22h=1) +1=11-h + EI+{-—4H—4I1~2]I =0 = h= 5
1 n_5 2
sustituyendo este valor en M({Zh, - 3= h, =4h} resulta M{— TR TR }
Las ecuaciones de la recta PM son;
x—1 _  y+1 _ r=2 x—1 _y+1 -2 x—1 _ v+1 _z=2
i, 8., ®m_,T ® i _2 ~[® _"a "5
21 21 | 21 21 21

El dngulo gue forman dos rectas en el espacio es lgual al dngulo que for man dos vectores paralelos
& las rectas.

Todas las rectas que pasen por ¢l punto Py estén
en el plano gque contiens al punto Py es perpendicular
& larecia r. cumplen las condiciones del enunciado. Hay,
por tanto, infinitas recias que pasan por el punto Py

son perpendiculares a la recta r. / AN /7
Hay urna sola recta que pasa por Py corta perpen- — “ﬂ =
dicularmente ar. / e \/

[
Resolveremos el problema en ambos easos i
Z

-— 4+
La recta r, de ecuaciones 1—2—3 = Lj—‘ Sherll paraiela al vector (2, 3, -1}, El plano 7 que

pasa por P oy es perpendicuiar a r se obtiene de la siguwiente forma;
— por pasar por P(3,—2, —1) suecuacidnserd: alx—3) +bly +2) +clz+1) =0 (1

— por ser perpendicular 8 r, coma gl vectar (2, 3, —1) es paralelo a r vy el vector (a, b, ¢) 25 parpendi-
culara o, s [ y 7 son perpendiculares, los vectares (2, 3,-1] y (a.b.c) son paralelos:

a_b_-¢ i s
5-3 _f:..a_ 2e. b 3c

llevando este valor & (1] nos queda:

—2cix=3)=3cly +2)+clz+ 1) =0
dividiendo por —c: 2ix—3)+3ly +2)—(z+1)=0 = 2Zx+3y-z-1=20 2}

La intersaccidn de este plano con cualguier otro plano que pase por ¢l punto P nos dard una rec-
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ta que pasa por P y es perpendicular a r:
2x+3Iy—z—-1 =10 ’

ltx-:i} +_ﬂ¢'f+2'lﬂ_fz_+'ll =0

m_

para valoresde m, n, g gue no verifiquen: =~ -;— = —qT pues en este caso el segundo plano cain

cidiria con el primero,
Sila recta pedida corta a r e opera como en los dos problemas anterores, abtenientdoss .

x—3 =v+2_z+l‘

—1 2'4__

(Univ. de Madrid)

La ecuacidn del plano que determina sabre |25 ejes seamentos de longitud 1,2 v 3 es
X, ¥, 2
=+ =F=—1 =0 = Gx+Iy+22—-6B=0
17273 Y

El vector (6, 3,2) es perpendicular a este plano. La recta que pasa por el punto (0,0.0) v as per
pendicular al plano, esla rects que pasa por gl punto (0,0, 0) v os paralela al vector (8. 3, 21

x =0 + 86X Loy Ix—6y = 0 x-2y = 0
v =0 3% &= E= -j. :i — —
S L2 2y—-3y =0 2y=3z =0
Escribamos las ecuaniones paramétricas de la recta r!
Iy 42z =4 E=2""§V x= 0
- 2 = y=2p => larecta r esparalelaal
x = 0 =0 r - 23y vector 10,2, —31

Las rectas estudiadas son paraletas a los vectores (6,3, 20 v (0,2.—31, luego no son paralelas.
16,32 = k{0, 2. -3) cualgulera que s2a k. 5 las rectas No son paralelas, s& cortardn o se o uzaran.

El punte A(0, 0, 2) pertenece alarecta r y O(0, 0, 0) ala owarecta: El vector 0A =(0,0,2)
serd 0 no combinacidn lineal de los vectores 16, 3, 2) v (0,2, —3) seain que las rectas secorten o no
se corten;

o o 2
6 3 2| =24=0 == I|asrectassecruzan
0 2z =3
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El vector {1, 1, 1] es perpendicular al plano «,
Haciendo, en las ecuaciones de r, z = ) obtenemos las ecuaciones paramétricas de r:

x=34+2 .
y = 4~ } | => estareciaes paralela _
z = by al vector (2,—1, 1) 2-1.1

El punto P esté en el plano 7 {st no se cumple
esta condicitn la recta t no podria estar contenida
en gl plano 7, v el decir que la recta testd en el pla-
no T equivale @ decir que t es paralela a m.

— por pasar la reeta ¢ por al punto P1,1,1),sus
scuaciones (paramétricas) serdn de la forma:

x = 1+ &k
vy = 1+ ha ] siendo esta recta paralela al vector (a.b.c)
z =T ek

~ por ser paralela la recta t al plano 7 los vectares (1,11 y la. b, c) son perpendiculares, de donde:
a+b+c=10 12
— por ser lg recta 1 perpendicular a la recta r. losvectores (a b, ¢l y (2,—1,1] son perpandiculares:

Za-b+c=0 (3)
Resalviendo el sistema formado por (2] y (3):

f—g Il ‘l -ﬂl
a = 2k
ath ==0 e :
— a:-.-.-—n.—'!.-.—=2_;" b:%g%ﬂ. = k
Za-h - —c “ "‘ = = & =k
2
dando a k el valor 1 y sustituyendo en (11 abtenemos:
mitch S 1 1 z2-=1
w=T1T4 3} {ecuaciones paramétricas de 1) == l; =¥1_ = _; lec. cont.)
z=1-3X\

fUniv. de Madrid)

El vector (2.1, — 1} es perpendicular al plano 7, y el vector (—1,1,—3) es paralelo a la recta r.

— Las ecuaciones de la regta 1, por pasar por al punto P(1,2, -1, serdn de la forma:
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x=1_y—-2_2+]1 (1)
siendo (a, b, ) un vector paralelo a esta recta.
—por ser la recta t paralela al plano 7, los vec- (—1.1.3)
tores (a, b, c} y (2, 1, —1) serén perpendiculares, su 1[2'1 1
producto escalar serd nulo: .

2a+b-¢c=0 (2) \ /

—por ser la recta t perpendicular 2 larectar,
los vectores (a, b, ¢} y (=1, 1, =3 serdn perpendi-

culares, de donde: 5 == — k)
—a+b—-3c=0 (3) Il'l.r
Resolviendo ¢l sistema formado por (2) v [3):
c 1
28 +b—-—c¢c=0 = Za + b==¢ = .. 3% l‘ 2
—a +b =3 =0 —a +b=3 \2 1\ 3
-1 1
‘ 2 c 3
~4=1 Sl _Ja = (|haciende ¢ = 3k) b= Tk
| 2 1 3 v Ak
-1 1

suystituyendo estos valores en (1)

x—1 _y-—2 _z+1
—2k Tk 3k

que es la ecuacion pedida.

fUrnv, de Sevilfal

El vector (2,1,—1) s perpendicular al plano .

a) —el plano pedido, por pasar por A[1,2,-1],
{a,bic)
e

1endrd por ecuacion -
alx=1) +bly—2) +elz+1) =0 (1) ‘
siendo este plano perpendicular al vector (a, b, ¢} :|1
— si este plano es perpendicular al plano = , los I:
vactores (2, 1. —1} y (a, b, ¢} serdn perpendicu- p
lares, de donde: / | j/}’/
2a+b—c=0 = c=2a+b / s
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llevandao este valor a (1) se tiene la ecuacidn

alx— 1)+ bly=2 + (2a+bllz+1) =0 = jax+by+(2at+blz+a-b=0 (21

que representa todos los planos gue pasan por A y son perpendiculares a 7, segin los valoresde a y b.

En {2} & podria dlvidir por & (o por b g scuacion (2) v sliminar un peramatro, pero 58 s aliminan |as solucio-
nes a = 0 (o b = 0], por lo gue debe dejarse |8 ecuacion (2] el como st .

bl Toda recta perpendicular al plano 7 serd paralela al vector (2, 1, =1}, gue es perpendicular a .
La recta pedida, por pasar por el punto &1, 2, —1) vy ser perpendicular a 7 tendrd por ecuaciones:

c) Lacuestidn a) tiene infinitas sofuciones, ya queen (2)a cadavalor real de a y b correspan-
de un plano distinto.

La cuestian b) tiene una sola salucién.

Las soluciones de |a cuestion  a) representan el haz de planos de gje la recta de |a solucidn de la
cuestion bl

{Univ, de Madrid, 1991)

La recta pedida es la interseccitn del plano

con el plano gue contiene 8 la rects 1y es perpen: = S
dicular al plano 7. Este plano es el que contiens al -I- i
punto Al1, -2 3) de r vy es paralelo a los vecto- l:‘ P %
res (1,3,0), paraleloalarecta r, v (1,— 1,2}, Al —2.3)
perpendicular al plano 7, Sus ecuaciones son : / ,,"f
x= 1+ A4 p !ri !
y =—2 +3x— p = T o
z = 3 +2p e
t; :11 : 0 = | 11|3_\ ¢+21|l 1| ( 31.1 1| 0
¥ —1| =0 = (x-— — 1y + (2— =M
2-3 0 2 # ol 3=

Gix—1)—2{y+2)—4(z—31=0 ; 6x—2y—4z+2=0; 3x—y-—-2z+1=0

x—y+2z+4 =10
Ix—-y—-2z+1=0D
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®x =23 +1
x—1 _ 1—Y=!+1 =A = ly=—-AN=%1 ecuaciones parametricas de 1.
£ 2 =2 k-1

La recta r cortard alarecta s si calncide |a interseccidn de la r con cada uno de los planos que
determinan la recta 5. 5i 3 es el valor de A que nos da la interseccion de ¢ con s, se tendra:

2025+ 1) —l=a+ ) +mi2a—-1) =1 |
2a+1+4(—a+1+ 2a-1=2 = 4=2

so llegs a una contradiceion, veamos a que 8 debldo,

Observando las ecuaciones de r y s, se deduce gque r es paralels al vector (2,-1,2) y ol sequndo
plano de s s perpendicularal vector (1,4, 1), coma: (2,—1,2}- (1,41} = 2 -4+2 = 0, los dos
vectores son perpendiculares, de donde resulta que le recta r es paralela a dicho plane, na estando can-
tenidaen &l yague el punto (1,1,—=1) de r nosatisface la ecuscion del plane, 50 ¢ es paraiela al plano,
r nocorta adicho plano, ni por lo w@anto a la recta § contenida en 8l plano,

Para ningln valor de m se cortan lasrectasr v s.

T L

s

{Univ. de Sevitla 1991/

Sean Afa,0,0), B{0, b, 0} v TI(0,0, ) los puntos de ecorte del plano pedide con los ejescoorde-
nados (8 > 0,b>0,c> D). La ecuacidn secular del plano determinado por los puntos A B y C es:

2ideZE_n1=0 (1
a b ¢

Por pasar el plano por 8l punta F{1_ 2, 1)

1 2 1
= =+ =—1=0 {2
a+b (= o !

Por ser gl tridngulo ABC equildtero: dist (A, B) = dis A, C) = dist (B, C);

a?+ b? =a?+? b* = ¢?
Val+ b2 =val+ 2 = b+ = = = o’ =tl=c? =
a®+b* = b+ c? =i
{por ser a, b y ¢ positivos) amh=1(
Lipvandao estos valaresa (2): —15+-§~+ —;—-1=D = %-1=ﬂ = a=4d=h=c¢

sustituyendo estos valoresen (1):

www.FreeLibros.me



ESFACIO AFIN EUCLIDED TRIDIMENSIONAL 217

fUniv. de Murcia, 1991)

La ecuacion secular del plano ABC es:
o X (1}
= b c
v como cualquiera que sean a, b y ¢ se verifica |a relacion

1 1 1
R e
F b ¢

se tiene que el punto P(1, 1, 1) satisface la ecuacion (1), o sea que todos los planos ABC pasan por el
punte P(1, 7, 1)

I ta A{3,0 0):
y al pun (3,0,0) A(3,00) 5
— &l punto Ei'v-zv,'r —2) pertenecea r, y porlo / #_1.:'4.:5
tanto al plano # .,—- B __1 1.-2)
— elvectar BA = :3+%,n~1,u+z| {E = )]
pertenece @ m , yaque los puntos A y B pertenccena w

— el vector v = {1, 3, —1) es paralelo & la recta r.

— el producto vectorial de los vectores BA y v nos dara un vector perpendicular a estos dos vectores,
y perpandicular, por tanto al plano 7 :
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i 7
4 =5 0 5 2
BAAv=|Lf 1 2| =i —j
2 3 -1 DR
4

3 =1
La recta pedida es la recta que pasa por el punto (1,=1, 1) y es paralela a! vector (=5, -!-21 22—3'}_

su ecuacidn es:

= = =

x—1 _ y+1 _ =1
=10 11 23

Los tres planos contendrdn a las caras laterales
de un prisma si las rectas en que s cortan los planos
[dos a dos) son paralelas.

Eivector (3, —2, 0] es perpendicular al plano
7,.yel (0,4, —3) es perpendicular a m,:
e B

(3—2,01A(0,4,-31= |3 -2 0= SN
D 4 -3 i W

e

v

= ﬁu,+9u,+‘|‘2u3 =

al vectar (6, 9,+ 12) es perpendicular 2 los vectores (3,—2,0) y (0,4,—3) y por lo 1ante paralelo a lo:
planos m, vy w, v a5u recta interseccion:

el vector (6,9, +12) esparaleloa w, M 7, i1
De igual forma:
u, W
el vector (3,—2,0)law 1 7
"| 3-2,00A(-201)= 3 =2 0| =-2u,-3u,~4y >
o (200,10 Lawy -2 0 1
el vector (—2,-3,—4) esparaleloa w, Nm (2}
u, u; i
el vector (0,4-3) L arw
" (=20,1) Lam, 2 0 1
el vector (4, 6, 8] esparaleloa =, N my (3}
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De (1), (2} v (3] s& deduce que los tres planos se cortan en tres rectas paralelas, ya que los tres
vectares paralelos a dichas rectas tienen sus componentes proporcionales, o sea que son paralelos,

fUriv. de Madrid, 1951)

Todo punto de la recta r tendra nulas sy primera y su tercera coordenadas. Sea P(0, 2, 0):

Hacendo x = 0 v x =1 enlasecuaciones de s tenemos los puntos B{O, 1, 1) v C(1,0, 3;.
El plano que contiene a P y alarecta s esel plano determinado por los puntes A, B y C:

=y Z 1
0 a 0 1 0 1 ) & 1
0 1 1 » =0 == 11 1 1] =1.|a ? :—{l =
1 o 3 1 3 1 !
13-2alx +y +la—1lz-a=10 1l
Hallemos las ecuacionas parametricas de la recta 1:
v rEo= 1 y=1-z2 x=10

= = I y= T=XA

x tyrz o= 1] x =0 7 = A\

El plano (1) es perpendicular al vector (3—2a, 1, 8—1), v la recta t es paralela al vector (0, =1, 1).

%i gl plano es paralelo a |a recta, los vectores anteriores son perpendiculares; su producto escalar es nu-
fo:

0 13—28) (=T 1+ Tla=1)=0 = =-1+ta=1T=0: @2=2 ==|P{0,2,0

{Univ. de Valencia, 1991)

a}l El trigngulo PQR sera rectangulo si son perpendiculares algln par de los vectores:
PO =1(8.0.68), PR=(—23.04), QR = (—11,0, -2)
PQ.PR=8[-3)+0+6-4=0 = losvectores PQ y PR son perpendiculares,
/POl =v64+36=10 ; IPRI=+v9+16=5
1

1
5 Pal . (PRI= +.10.5 =
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b} x y z 1 x y=1 =z 1 X 1
ot S A R | Y . - T N | PSRN IR e
7 1 7 1 7 0 7 1 4 5 1
—d 1 -] 1 4 0 5 1
¥y =1 R{—4,1,5) Tiab.c)
¢} Si Tila, b,c) esel punto pedido, como oy -
las diagonales de un recténgulo se cortan en su ===
punto medio: el T
a—1 7-4
e e a=t= 3. a=4 P(—1,1,1) Q(7,1,7)
bty _ 141 | o p4t=2, b= § = (1141, 1]
2 2 —
e+l 746 c+1=12 , ¢ =1
2 2

{Urniv. de Malaga. 1991)

Como los lados opuestos del rectangulo son pa- P a
ralelos, la recta r es la recta que pasa por el punto
Al4, 3,—8) vy es paralela al vector

PQ={-1-1,0-1,0+3)=(=2-1.3)

sUS ecuaciones son:

x= 4=2% n .
5 x—4 _y—-3_z+5 Vo S A o g Q
. =" -1 3 B

F ==54+3%

El plano gue contiene al recténgulo es el plano determinado por los puntos A P y O

x v 2 1 x+1 y z 1 TE N R
3 =5 1 i = 5 3 -6 1 =1. 5 3 _5| =
1 1 -3 1 2 1 =3 1 2 1 5
-1 0 0 1 0 o o 1
3 -5 5 -5 5 3
= ({x+1]) —y1 |+z =0 = =4{x+ 1)+bhy—z=0 =
1 - 2 -3 2 1

—4x+5y—z—-4=0

b) Seaael valor de A , en '8 ecuacidn de r, que nos da las coordenadas de P*, o sea las coordenadas
ce P' son: (4 — 28,2 —a, =5 + 3a). Los vectores PO = (—=2,=1,3) y PP"' = (3—2a,2 —a, —Z + 3a} son per:
pendiculares, su producto escalar es igual a 0: ===,

—2(3-2a)—1(2—a) +3(—2+3a)=0; 14+ 14a=0; a=1 = |P'2,2,-2)|

De la misma forma se obtienen las coordenadas de Q°:/Q°(0, 1. 1) |
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f n Saf,ﬁ

Hallemos las ecuaciones parameétricas de la recta:

x—y+3=0 ¥ = x+3| 2 := i+3 P(12.1)
du=r+7=0 z=dx+7 2= 4)+7
PM={a~1,a+1 4a+6)
Si @ esel valor de & que nos da las coordena- (1.1.4)
das del punto M, pie de la icular desde P
ala rectI:u o sea MI?:: EI':' 3.9-::::“;. elirma::r is et a7t
PM = la—1,a+1,4a+ 6}

es perpendicular al vector (1, 1, 4} que es paraleloa Pmn.pl
la recta, El producto escalar de estos dos vectores es nula:

T-da—1)+1-{a+1)+4(4a+6) =0 = 18a+24 =0 = a=— $=_:‘3.
4 4 16 45 5
dedonde M= 2, — = +3,— =+7), M-, 2,2}
LAMES N= e = g » M=3.3-3

El punto P {m, n, pl, simétrico de P respecto de |z recta, es el simétrico de P respectodel punto
M. Par ser M el punto medio del segmento PP, las coordenadas de M son la semisuma de las coorde-

nadas de P y P

1+m 4
= —— 3+3 =---E
2 3 "
2+n 5 11 ] T o 11T 4 7
= = = 6+3n=10]=> m=——.,n==,p=% = |Pl-—,=,=
2 3 5" -3 -3'3'3
13p . & =
2 3 % haw = 19

Univ. de Barcelona, 1991)

El punto simétrico de A respecto del plano serd el simétrico de A respecto del punto intersec-
citin con ¢l plano de la recta gue pasa por A vy es perpendicular al plano.

La recta que pasa por A vy es perpendicular al plano es la recta que pasapor A y es paralela al
vector (1,—3-2), gue es perpendicular al plano, sus ecuaciones paramétricas son:

Al1,2.3)
=1+ A '”._3._2:,
y =2=3
r=3-2X ]

M

Sustituyendao estos valores en la ecuacion del plano / !
obtendremos el valor de ) que nos dael pie de |a per-

pandicular desde A al plano: ] A'la,b,e)
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(14N —3(2-3M—-2(3-2N)+4=0 => —7+14A=0 = 1=%

llevando este valor a las ecuaciones de la recta tendremos las coordenadas de M, pie de la perpendicular:
1 3 2 3 1
-, 2=-=,3-%= M(=,=.2
M1+ 5 2 5 2:' i.'z > }
El punto M es el punto medio del segmento AA’, esto implica que las coordenadas de M son la se-

misuma de las coordenadas de A y A'. 5i las coordenadas de A" son (a, b, c):

1+a =§

2 2

2+b 1) o a-2 b=—-1 e=1 = [AZ -11)
2 2 | e il vy e I N
3t _

S 2

SEGUNDA SOLUCION: Sea A'la, b, c) el punto pedido.
— el vector AA'={a—1, b—2, c— 3} es perpendicular al plano, y por lo tanto paralelo al vec-

tor {1,—3,—2) que también es perpendicular al plano, de donde:

B.:.J. - b_.__.gz ~3a+3=b-2 = b=-3a+5 i)
a—1 _b-2 _<¢-3 — = =
1 -3 -2 1—11 = '3—23 —2a+2=e¢-3 == ec=-2a+bh (2)

— el punto M, punto medio del seamento AA" estd sobre el plano; las coondenadas de

2 2 2

satisfacen la ecuacitn del plano:

1‘2“’_32;“ _23;“+¢=0 - 14+8-6-3F—6-2¢c+8=0 =5 a—3b—2c—3=0 (3
llevando los valoresde (1) y (2) a (3): a—3(—3a+5)-2(-2a+5/-3=0 = 143 -28 =0 =
a =2 ylievandoeste valora (1) y (2) seobtiene: b= —-32+5=—-1; ¢c=-2-2+5=1 de
dande :

Af2,—-1,1)

fUniv. de Ledn, 1991)

1) El haz de planos s puede escribir de la forma:
ly+z+1m+(x—y+2)=0

y+z+1 zﬂ‘
r:

x—y+2 =10

cualguiera gue sea m los puntos de la recta
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satisfacen al haz de planos. Las ecuaciones de r se pueden escribir de la forma:

I X = =2+h
{ a Y => (haciendo y = A} r: V= by ecuaciones paramétricasde r
x=—24y B Ry

2) La recta pedida, por pasar por 0(0, 0, 0), tendra por ecuacidn:

. O X_ Y _ 2

5 - = =

Larecw s es paralela al vector (a, b, c),y la r es paralela al vector (1,1, —1) Porser s y r
perpendiculares, también lo son sus vectores directores, de donde:

(n

a-1+b:-1+c(=1 =0 {2}

El vector (1,0, 0) es perpendicular al plano x = 2. Por ser larecta s paralelaal plano, los vecto-
res (1,0,0} y fa, b, c) son perpendiculares, de donde:

1.a+0.b4+0:c=0 (3}
De (2} v (3) se obtiene el sistema:
a+b—c=0 b=c¢
-
a =0 a=0

llevando estos valoresa (1) vy dividiendo los denominadores por c:

=0

X ¥ z *® Y z
g == === — i — — : =
0 c C ="{‘.I 1 1 = ¢ ¥ :
3=

(Univ. de Oviedo, 1991)

a) Losvectores (1,1,7), (1,1,=1), {1,-1,17), [—1,1, 1), asi como sus opuestos, forman &n-
gulos iguales con los ejes coordenados.

La recta que pasa por el punto (1,2, 3) v es paralela al vector (1, 1, 1) formard dngulos iguales
con los ejes coordenados:

x—1_y-2 -3

1 1 1

e igual se procede considerando los restantes vectores mencionados,

b} El plano pedido es el plano qgue pasa por el punto B{2,4,2) v es paralelo a los vectores (1,1,1)
y AB = (2—-1,4-22-3) =(1,2,-1}:

x—2 y—4 z2-=-2

1 1 1 4] { 2}]1 1| { 4) |1 !
= # ¥ — i y_
: & 2 1 -1

+ 2}|1 t]
T — F=
1 2

=—3(x—2)+2ly—4)+(z—2)=0 = |—3x+2y+z-4=0]|
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&

L]

, recta paralelaal vector (a',b’,c’) 3

o X o
-

T e

El vector {1,2,— 1) es perpendicular al plano.

Por ser la recta r paralela al plano, los vectores
la, b, e] v (1.2.—1] son perpendiculares:

1.a+2.-b—1.c=0
una solucibn de esta ecuacidnes: a =1, b=0, ¢ = 1.
Por ser larecta s paralela al plano, los vectores (a’,b', c'l v (1.2.— 1] son perpendiculares:
1~a‘+2-b'~l-ln'l=ﬂ; a'+2b—-c¢' =0 (1)

Por ser lasrectas r y s perpendiculares, los vectores {a, b, c) = (1,0, 1) y (2, b, c’) son per-
pendiculares:
1.8 +0-b"+1.¢'=0: a+c =0 (2]
Las ecuaciones (1) y (2) forman el sistema:
a+2b—-¢' =10 —c'+2b —-c¢'=0, b =r¢
a’ +t='=ﬂ| a'=—c

haciendo ¢'=—1: &, b )= 11,=-1,=-1).

: X z x Y 4
Las ecuaci d s e w S gy X T o B
cuaclonesde r y 5 son: T : 5 - I = —
o bien:
Moo= X X= g
F= =ﬂ- 3 . Y = =i
Z.=|T'|. T = =f

{Univ. de Madrid, Septiembre 1931)
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Si a= 1losplano p y t determinan la recta r:

x a
—xn + ¥y + az=90 Y+ a8Z=x |
r: = =_,f=1:|-: 1 ={1'.|I':!x-a
X — vy + z=1 —y+ z2=1=x "I <
=
I 1 ® S
g - S =1 _i—xi - V1—xtx 1 -l
- 1+a’ 2 1+a 1¥a Ata ™ P 1 1+a
ST
Los planos g y t determinan la recta s:
2y +2 0 2y +2 i
ax y +t2z= y+2z =—ax
- [ = % l;—x 21 — [Z—a;x-l?;
x— y+ 2=1 -yt z=1-n | |
-1 1
2 —ax x= 4y
-1 1—x —{a-t+2)x + 2 1
s — =5 E5 2_& —
z p 2 = y=1 u 5
z =—fa+2!n+—;-

Las rectas r y s serdn perpendicularessi lo son los vectores (1,1,0) y (4,2 —a, —a—2) que son

paralelos respectivamente a las dos rectas, o sea si;
11.1.0).14,2 -2, —-3a—2)=0 => 1.4+1.(2-a)+0.(-a—2)=0 =>4+2—2a=0; [a=6

{Univ. de Santiago)

Hallemos las ecuaciones paramétricas de s:
¥= A

=1-x-—z=1-x+2x=1+
¥ =g FECTA oy A+

x+y+zr=1
2 ==2)

=
2x +z=0 z=—2%

El d4ngulo formado por ambas rectas es igual (o suplementario) del dangulo formado por los vecto
res {2,1,7) v {1,1,—2) que son paralelos, respectivamente 8 r y a s. Multiplicando escalarmente

estos veclores:
! 1
== | COS &r = —

v +T1+i-v14+1+d.cosal=[(2.1+1-1+1(=2)1=1

rifv. de Salamanca)
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Las componentes del vector v son: (0 -2, -3-3,1 -4} = {(—2,—6, -3).

Dividiendo por 2 las ecuaciones de la recta (para que todos los coeficientes de x, v, z sean 1],
tendremos que la ecuacion continua de la recta es:

x—1_ y+1 _z-1

g = ] v 1
|
Si o esel dngulo que forman el vector v v la recta r, o ; = r
la longitud de proyeccidn del vector v sobre r es igual a vlcos o u
lv| - cosa

Considerando el producto escalar del vector v = (—2,—6,—3) y el vector u = {2,1,2], paralelo a
la recta.

Vel = \Id""'m"‘g‘\rdﬂ‘"‘ +A4.co5a = {-—2?2 -+ '“Ei‘*‘ + {=3).2 = —18 =

|m-msn] =1?J

fliniv. oe Madricd, 19971)

Los vectores {3.1,—1] v {1.=2, 1) son perpendiculares, respectivamente a los planos que deter-
minan la recta r, El vector (3,1, —1) A{1,=2, 1) esun vector paraleloa r:

i ]k 1 -1 3 —1 3 1
(31.-1AN2N=|3a 1 =1]| =} —i +k =—i-4j-7k
j g 3 -2 1 1 1 -2

El vector (2, 3, —2) es perpendicular al plano
7, yel vector (=1,—4,—7) es paralelo a la recta,
el dngula que forman estos vectares es complementa-
rio del que forman la recta y el plano;
(2,3, =-2).[=1,—-4-T7l =
=/ 4+8+4 1416+ 48 cos {(90—u) =

=2(-1)+3(—4) +(-2){-7) =0 => 90 —a=0 3,..

T ‘,H"..

fUniv. de La Laguna Tenerife, 1991)
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Escribamos las ecuaciones paramétricas de la recta r;

x=2=3 x=3+z x:= N
ol B o [ y=10 (1)
Y y= s o \

Larecta r es paralela al vector (1,0, 1), y el planc es perpendicular al vector (2,0, 0). Si estos
vectores fueran perpendiculares, la recta y el plano serian paralelos:

(1,0,1)-12,0,0) =1-2+0+0=2+0 = larectacortaal plano

Sustituyendo los valores de x, y, 2 dados por las ecuaciones paramétricas de r en la ecuacion del
plano, abtendremos el valor de A que nos da el punto de interseccidn de la recta con el plano:

2(3+7A)+4=0 = A=-5
llevando este valora (1): x =3-56=-2 y=0,2z=-5 = [_Ff:g_:_ﬂ.—!i}

El dngulo que forman la recta y el plano es com-
plementario del gue forman log vectores (1,0,1) v

{2,0.0):
(1,0.1)-{2.0,0) =+ 1+0+1 ~44+0+0.cos(80—-a) = ﬁ
= 1.2+04+0=2 =
Ee"“ =3 L = E 2. “'_—._ 45“ r."’
2vV7T 2

1). Si 8 # 0, el plano 7 es paralelo al eje
OY vy corta al plano XOY (en la figura se ha
considerado a > 0L

Sia=0,elplano w: z =2, es paralelo o} W

al ptano XOY.

2). Elvector (& 0,1) esperpendicular al }(/*’
plano w. Larecta r gue pasa por el origen v es perpendicular a 7 es paralela al vector (g, 0, 1). El vec-
tor (0,0,1) es perpendicular al plano OXY. Silas

£
recta royel plano 2 = 0 forman un dngulo igual
3 5. losvectores (3,0.1) y (0.0,1) forman un %, |=
coroll [~
snguloiguala T — T = T Expresando el pro- & o
2°3 6 .
ducto escalar de |os vectores (a, 0, 1) y 10,0,1): 3 5] v
u-ﬂ+ﬂ-ﬂ+l-‘i=v"a’+ﬂ+1u’ﬂ+l:l+‘l:u53é ¥
1=l X3 1=+ )2, @uloial, |amelt
A V3
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- 3F =1

. (Univ. de La Laguna — Tenerife)

Los vectores (1,2, =1) vy (2, =1, 3) son, respectivamente, perpendiculares a |os planosp y q. El dn-
gulo formado por los dos vectores es igual o suplementario al dngulo formado por los dos planos, el co-
seno del dngulo de los dos planos es igual al valor absoluto del coseno del dngulo de los dos vectores.

Multiplicando escalarmente ambos vectores:

(1.2, -1-2. 1.3 =|12+2=1 + -3 =T FFFTIVEF T FHcosa =
-3l __3

Cosa=

VEVIA 2V

Sean «, B y 77 los 4ngulos que forma el plano 7 con los plano: OXY (2=0], OXZ [y =0l y OYZ
{x=0).

El vector (2, —3, 2) es perpendicular al plano m, y los vectores (0,0, 1), (0, 1,0} y (1,0,0) son
respectivamente, perpendiculares a los planas OXY, OXZ y OYZ:

|20 +(-3)0+21] 2
VEFI A JOFOFT VT
|2.1 + (—3)0 +2.0| 2

P 20+ (-3)1 4219 _ 3
VT 9 VAT

COS o

COs v=

V7 VAT

{Univ. de Ledn, 7991)

Considerando que si son iguales las distancias del punto Plx, y, z] a los puntos A{2, 0, —1)
v BI0, 2, — 1), también son iguales los cuadrados de estas distancias:

(x—2)2+ ly — 0P+ {2+ N = (x—0F+{y =27+ (z+ 1) =
¥ dx+4+yl =2 +y—4y+4 = |[x—-y=0D

Esta condicidn es la ecuaciéon de un plano por ser una ecuacidn lineal en %, vy, 2.
Las coordenadas del punto medio del segmento AB son la semisuma de las coordenadasde A vy
B:

240 0+2 =1-1
M
[ - T I
1—1=0 = lascoordenadas de M satisfacen la ecuacion del plano x —y = 0.

) = M0,1,-1)
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(Univ. de Cantabria, 1951)

El punta P es el pie de la perpendicular desde A
al plang.

El vector (1,1, 1) es perpendicular al plano. La
recta que pasa por A(1,0,0) v es perpendicular al pla-

no es la recta que pasapor A(1,0,0) v es paralela at
wvector (1, 1, 1), sus ecuaciones paramétricas son: / I .

A(1.,0,0)

x-=1+ A P~
v=0+x (1 £
2 =0+ X

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn del plano hallaremos el valor de & que nos da las coor-
denadas de P:
(1+A)+A+2—-3=0 = 3xA—-2=0 = A= %

lievando este valor a las ecuacionas (1):

= + o = " = = =
X 1 . H Zz : —3 I E 3 31

La recta AP por ser perpendicular al plano es perpendicular a toda recta contenidaen el plano, en
articular serd perpendicular a toda recta contenida en el plano y que pase por P. Ladistancia del pun-
1o A a cualguier recta gque pase por Py esté contenida en el plano es igual a la distancia entre los pun-

tos A ¥ P

distancia = ‘/-——'”1+{—-—D}2+{ ) ‘/"+_ §=|2\fr'

(Univ. de Cantabris, 1991)

Todos los planos paralelos al dado estdn contenidos en la ecuacidn

[2!-:-!-\1—:#!::0] {1}

La distancia del plano dado al plano (1) esigual & la distancia de cualquier punto del plano dado
al plane (1), Un punto del plano dado esal (2, 1,0}, de donde:

Stk 7 s k==B+WE

22+1-0+k| _ 5+k‘=? o, | VB
VAFTH Ve Sk s k--5-7VE
B

llevando estos valoresa (1] obtenemos los planos pedidos:
+ty—2-5+7v6=0] : |[2x+y-z-5-7B=0
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Hallemos las ecuaciones paramétricas de la recta

3x-2y+2z=6 Jy=3x+22—6=33-20+22—6=3=2; 'y =§3 -% ;

=
x + z2=3 x=3—z2

¥ =3 =2k
haciendo z = 2 k: . =§_ K
z= 2k

De las ecuaciones paramétricas de r se deduce que esta recta es paralela al vector (-2, -1,2].
Todos los planos que son perpendicularesa r estdn contenidos en la ecuacion

—2x=y+Zz+a=10 i

De estos planos nos interesan los dos cuya distancia al punto (=1, 1,2) es 3:
-2:=1 + (=1} 1+2.2+a -

3 = valor absoluto de
4+1+4
5&3:—5;3=5+a:9=5+a: a=4
5+a 3
3:|—-—3—-— ﬂ'
si g<-5: 3=-5;a‘: 9=-5H+a | a==14

llevando estos valores a (1) se obtienen los planas:

—2x—y+2z+4=0| ; ~2x—y+22-14=10

El plano coordenado OXY tiene por ecuacidn
=10

0,0,1)

El vector (0,0, 1) es perpendicular a este plano
y el vector [—2,—1,2) es paralelo a la recta. 5i o es
el dngulo que forman el plano y la recta, los vectores
anteriores forman el dngulo 90—a. Multiplicando es- &
calarmente estos veclores: /

(0,0,1)-{-2,-1,2) =0-(=2) + 0-(= 1)+ 1.2 =+0+0+1 V4+ 1+ 4 cos{90 —a) =

2 =3 = ﬂﬂﬂ':%

8.41 npadosios puntos A: (3—2,0) v B: (1,—2,—-2) ylarecta r: x = y = z, calcular la dis-

tancia desde el punto B al plano que contienea r vy al punto A,
{Univ. de Castilla — L& Mancha, 1991)

3,
,
“
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Los puntos C(0, 0, 0) y D(1, 1, 1} pertenecen & la recta r. El plano que contieng a r y al punto
A{3, -2, D) esel plano determinado por los puntos A, Cy D:

= oy z 1

3 -2 0 1 ; ;_ ; -2 ﬂ] lz u|+ |3—2 o
= —_ = ¥ - Z ¢

o o o 3% =i Y B P 1

£ 1

—-2x—-3y+5z=0

-2.1+(=3) (-2) +56(=2)| _[ 6
Va+89 +25 V38

La distancia del punto B a este plano es: d=

(Univ. de Santiago)

Los planos son paralelos. Dividiendo la ecuacionde =, por 3z

Ty xbytz— = =0 = distlr,, w,)= =2 =
3 VIFI+1 /3 9

(Univ. de Cordoba

Ecuacion del plano determinado por los puntos A(1,0, 1), BID.0, 1) v C(1,.2,0}):
y -1

SR TR S | ® 1 . X o ad
10 1 -0 1 0 o 1 =¥l o o |=
o o 1 1 o a ] 1 3 8 1
1 2 0 1 1 2 =1 1
i |"' ;_1| 2:42=0
= 1) 1-1) -1 g o=y B s '
Calculo de P, Escribiendo las ecuaciones paramétricas de la recta r:
x = 21 + 2
1'—2__,‘#“'4=1—ﬁ=,. = y=3\+4
2 3 -1 s =_2 +4

Si a es el valor de X que nos da el punto P, oseas P(2a + 2, 3a + 4.—a + 4), comoel punto P estd
sabre el plano =, sus coordenadas deben satisfacer a la ecuacion de
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2(2a+2)+(3a+4)—(—a+4)+4=0 => Ba+8=0: a=-1
sustituyendo este valor en las coordenadas de P se obtiene: P(0, 1,5):

ditintiide BIO.1.E] & plioery #2gog =0y g 3282 [8
ViTa VB

La ecuacién 4 —dy +2z2—k = 0 (1

comprende todos los planos gue son paralelos al dado,

El punto A(0, O, %} pertenece al plano 4x — 4y + 2z = 1. La distancia del punto A a los pla-
nos buscados, de ecuacidon {1), esiguala 1:

1 -k - B
4.0-4.0+2: 1k . S = Wi =l
2 1-k |
=1 = ‘—-—E— =1 =
Vi6+16+4 ! =K o k= §
llevando estos valoresa {1) tenemos los planos buscados:
4dx -4y +2z+5=0 B Ay -4y +27-7=0

También podiamos haber razonado asi:
La distancia entre los planos paralelos 4x —4y +2z=1=0 y 4x—4y+2z2-k =0 es 1:

—1—(—k) 3= = 1Hk

phas | A
ViE+16+4 6

obteniéndose el mismo resultado.

* [Univ. de Madrid, 1991)

1) El plano w es el plano que pasa por el punto A(1,—1,0), perteneciente a r, y es paralelo a
los vectores (2, 3, 1) y |3, 3, 2], paralelos, respectivamente, a las rectas r y 5.

et 3 -1 2 -1 2 3
2 3 —1|=0 ¢h¢—‘ll| — g+ 1) +7 [ -
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= Bx—1—ly+1)+162=0 = [r: Ox—y+15z-10=0

2) Comolarecta s yel plano = son paralelos, la distancia de s al plano = es la distancia de
cualguier punto de la recta al plano:
El purito (0, 2, —1) pertenecea s:

dist s, m) = 20 FE-1.24151-1) =10 | 27

~B1+1+225 /307

fUniv. e Macdrid)

191 Las ecusclones paramétricas de {a regta r

. Al0,1.,3)
x = 2
0o Yy = —3 AM=',?.'—4,H—'3]
z = X '
Sea Mi2.-3.al el pie de la perpendicular de r . 001}
+ A sobre t. El vector AM = {2—-0,-3-1,a—3) = Mi2,—3a) :

12.—4, a—3) es perpendiculara r v como el v
{0, 0, 11 es paralelo a 1a recta, los vectores (2. —4, a—3) y (0,0, 1) seran perpendiculares, su pra-
1eto gscalar serd cerol
(2,—4,a—3}-{0,0,1) =0 => 0+0+{a—-3 =0 = a=3

achistanciade A ala recta es igual a la distancia entre los puntos A0, 1, 31y M(2.-3, 3):
dia, ) = diA M) = JEFT16+0 = w.»"'ﬁ=|2ﬁ

2?) El plano pedido, por contener a la recta r, es paralelo al vector (0.0, 1) paraieloa r, yes
ambien paraielo al vector AM = (2, -4, 0} por contener los puntos A y M. Luego es el plano gue
wsa par el punte AD 1, 3] v es paraleln & los vectores (G, 0, 1) y [2,— 4, 0, sus ecuaciones para-
Pétr icas son:

x=0+0-3% +2p x=2n l
y=1+0. N —dyg| == Yy = 1—4dp
F=3F1-X +0p 2 =3+

alirminando A y o (basta igualar los valores de o dados por las dos primeras ecuaciones):

s}
=¥~ = fax+2y-2-=0]|
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Escribamos las ecuaciones paramétricas de e recta

=
i
-

x+\r=ﬂl xr-vl
= =

ytz=0 z=—1y

Sea Mi—a, a,—a) el pie de la perpendicuiar
del punta Pix,0, 0} alarecta ¢ Plx,0,00
El vector PM = (—a—x, a,—al esperpan-
dicular a la recta r, y, por o tanto, perpandicular FM= (—a—x.a,—al

al vectar {—1,1,—1) queesparaleloa r:
___{_11'1.-"1| r

M{—a,a,—al

(=1)ifl=a=x)+ 1@+ [=1)1—a) =0 =

a+x+at+ta=0; a= _E’.‘_
La distancla del punto Pix, 0, 0) alarecta r esigual a [s distancia entre los puntos Pix, 0, 0) y

PR LA )
13. 3.31'

= i =20k 0 ={ 2B
dist. :i:',r]'_\ﬁ3 )+ | 3 o} 13 o1 3-»;5-!

La distancia del punto Pix, 0,0) al plana x =0 es igual a x.

dist (P & r} =dist (P al plano x =0) => ij;—i\«"'i=x = x=0 = P(0.0,0)

"fUniv. de Alicante, 1991)

al Lospuntos B y C serdn los pies de las _,/r""'
perpendiculares desde el punto A alasrectas r vy B
5

Sea a el valor del parametro 1 que nos da @
los coordenadas de B, osea Bla+1,a-1,2a+1). AI2.1.1)
Elvector AB=(a +1-28a—1—1,2a+1-1)
= (a—1,a—2, 2a) esperpendicular al vector u
= (1.1, 2) que es paraleloa larecta r. El produc- v s
1o escalar de los vectores AB v u es nula: e

!
\

Ma—1N+1{a-2)+2{2a} =0 = 6a—3=0; a=

P B |

. 1 1 1 3 1
LY A ULIETIE | T . SRl IS
el punto B tiene por coordenadas !2 1, 5 1,2 2 1) _[2, 3 }
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Hallemos las ecuaciones paramétricas de la recta s

2 t+2
A
z= A

Siceselvalorde )\ gue nos dael punta C: C({2¢+2,¢,¢), AC=1(2¢,c—1,c—1).

AC vy v = (2,1, 1) perpendiculares implica:
2{(2c)+ 1 e—1) +1{c=1 =0 = 6Gc—-2=0: ¢ =

(1R

Ik cordanades d © son :2.-‘5+2, )

B
EE. )

Laf—s

1
3.
M AC=

1

3*
3 1

hBl AR = [ ZeP — = = L T

lﬂizziztzur

B
3

le

1 1 & 2
2----- —— = ——
‘3 1'3 H {3' 3’

Wik

- 2 -
&H-AC——E-E—E - 3 —%+|—E=u = AR y AC son perpendi-
y AC

i
1
.'_
.
I

i
t

se cortan bajo un dngulo de 90°.

(Univ. de Valladolid]

El plano = lo podemos escribir de la forma:  (2x—y 4+ 3z24+2)m+ (x+y+z—1) = 0

Cualguiera que sea ¢l valor de m, los puntos de la recta
2x—y+3z2+2=20
xty+ z=1=0

satsfacen la ecuacion del plano, lo que nos dice que la recta r esta contenida en el plano ® .
Hallemos las ecuaciones paramétricas de fa recta r:

2x—y=—3z-2 = =242
- X —y z - . 1 y=2x+3z+32 3""3
ty=— z7+1 = _dz— =——Fe
nty z 3x dz—1 = % 32 3
gy = A r
E 45 3
hacienda z = 3; i 4w= e 3

3

1]

F ax

[T
3/4
El punto Al7,=1,2) pertenecea ', y el pun
to BI—%.%.HI pertenece @ r. Los vectores u =
={1,2,3) y=v = {=4,1,3) son paralelos, res- v
P
A

pectivemente.a ' y r. El volumen del paralelepi -
pedao de 1a tigura es lgual al producto mixto de los

c r
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vectores AB = {—-% s %.—ZL u y v, 5ieste valumen lo dividimos por el §rea de la base, gue es igual
al médulo del producto vectorial de u y v, tendremos la alture del paralelepipedo, que es igual 2 la dis-
tancia entre las rectas 1° y r:

dist {r',r) = 1L AB,u v][]

i luwAwl
-3 3 ¢
(ABu,v]l=| 4 5 3|=-8-28-2-16+4-7=-57
-4 1 3
bk 2 3 13 1 2
uAv=| 1 2 3| =i ] +k =3 —15j+ 9k
5 Qv 1 3 -4 3 -4 1

— I
Qi) e =8 5]

V83225 +81  \/315

=0 _y+3 _z-2

Las epuaciones continuas de la recta ¢ serdn de la forma = A
a c

Si r y r' son perpendiculares, los vectores (3,2, 4) v (a, b, €} seran perpendiculares, de donde

da+2b+4d4e =0 = h=—-;iar—-2c

llevando este valor a {1) obtenemos |z ecuacin: X = _3! +3 22

a c
—=a-—2c
2

A cada velor que demos a a y ¢ (no simultdneamente nulos) obtenemos |a seuacion de una recta perpen-
dicular a r y que pasa por el punto A Por ejemplo, paraa=—2 y c= 1, tenemos |z recta r”

y+3

A - S - i !
« y+ 3 z—2 -2 ! i ol
7 1 1 S g2 L:rZz—ﬂl:ﬂ
-2 1 . :
Obtengamos las ecuaciones paramétricasde r y '
o= 332
x+2 y—1 z l
T ee— B anam = - .—L
3 T S oh = |“*‘H !
z =4)
®x=-2
i, N
] 1 (i Al
Z=u+2
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Los puntos B y B serdan los puntos de intersecciénde r y r° con la perpendicular comdn &
-ambas rectas y gue las corta.

Sea a el valor de A gue nos da las coordenadas
del punto B en r, o sea:
B(33-2,2a+1,4a)
v sea b el valor de p que nos da las coordenadas de
B sobre r', o wpa:
B'{—2b, b— 3, b +2).
Considerando que B y B' son los pies de ia per-
pendicular comian a r y ', el vector
BB'={-2b—3a+2,b—2a—4,b—4a3 +2)
es perpendicular al vector (3, 2,4), que es paralelo
ar,yal vector (—2,1, 1) que es paralelo a r', de donde:

3-2b-3a+2)+2(b—2a—4) +A(b—48+2) = 0 ~29a+6=0 o=
—2(-2b—3a+21+1-b-2a—4) +1.{b—4a+2] =0 Eb—6=20 h=1
sustituyendo estos valores en las coordenadas de B ¢ B’
_ —-40 41 24
Bi3a—2, 2a+1, 4 Ble/—/—, =, =—
(3a—2, 2a ,ai:urfﬂ.zg;ml

B'(=2b, b—3, b+2) = [B(—2,-2, 3)]|

-----

fLiniv. de Madrid)

El haz e planos que contienen & la recta 1 tienen por ecuacion
Mx+y—2)+pz =10 i
vy de todos estos planos nos interesa el que contiene al punto P (las coordenadas de P satisfacena (1) ) :
A1 +0-24 p-1=0 = u=2>

sustituyendo este valor en (1), v dividiendo por A:

Mx +y=—20 422 =0 = x +y—2+z2=0 => [x+y+2-2=0 2

que g5 la ecuacidn del plano determinado par P oy r.

Para hollar ] plano determinado por P v s, consideraremos que este plano es el que contiene dos
antos de s y el punto P,

Haciendo X = 0 ¥ & = 1 enlas ecuaciones de la recta s, obtenemos dos puntas de s: A(2,0,2)
v Bi1, 1.0} Laecuacion del plano delerminado por A, B vy P es:
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X ¥y 2 1
f ? ; : =0 = (restando a la primera v a |a tercera columnas la cuarta, y de-
i B A sarrollando después por los elementos de la cuarta fila)
=1 y z—=1 1 idll g meed
1@ Vil e 4= = [Roy—i=0] (3)
0 1 =1 1 0 1 D
1] o o

Los planos bisectores de los planos x +y +2-2 =0 y x —y—2z = D asel lugar geomeétricode

los puntos que equidistan de ambos planos, sus ecuaciones son |

5 Rt Y+ 22 =w—y—7 |v+z—~1——-ﬂ
y4z— —y—

x+ty-tz s ks oo 25

VIR VIT+1+? XF Ytz = ix=—y=2) |

(Uriv. de Madrid, 1981) — (Univ. de Sevilla, 1991)

Hallemos las ecuaciones paramétricas de la recta:

¥ =2X +1
®—1 ¥+ 1 z2+2
= = = = 33 —
3 3 3 A == W 3 1
z =24 =2

Si a eselvalorde ) que nosdael punto Pl2a+ 1, 3a—1, 2a—2) que equidista de los dos plz
nos, se tendra:

|312a +n+4|:3a-11—1| * ‘4¢2a+n-312a-21-1 Gis
va+16 v 16 +9
11
18a —2=2a+9 = a- 35
1Ba—2| _ |2a+

‘_] B ‘:} 7

18a —2 = —(2a49) => a = 55
— para a=-11-16_ obtenemos el punto P,(E:—; +—1,3}% —1.2% —2) =($§ % ._:39}
-7 T —7_ 5\ .| B 41 —54
—para a= 55 obtenemos el punto P?{2m+1'3§ﬁ 122[} 2) (20 5 Eﬂ)
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fUniv. de Castilla—1 5 Mancha, 1991 J

Hallemos las ecuaciones paramétricas de la recta r:

i 3 X = 23 + 2
x;‘z:v; :'z_; =) = y = 47 + 4
2 =—2N + 3

Sedel punte Ci{2a + 2. 4a+ 4, — 2a+ 3) un punto arbitrario de la recta correspondientea A =a.

IABAACI

El area del triangulo ABC esigual a %

Pa+2—1 4a+4-3 -2a+3-2|=

AC -
= [2a+ 1, 8a+1 =28+ 1)
T C(2a+2,4a+4,~22+3)
1.3
ABAAC - | 1 o =4 = AL 5
2a+1 4p+1 —2a+1
2 -1 1 —1 1 2 -
u —-u P = 3u, —2u.—u
" |dar1 —2a+1 " 2a+1  —2a+1 2351 da+1 ' o
1
Area (ABC) = %\r‘s+4+i = )*‘_Ti

El dres es independients del parémetro a, lo que indica que no depende de la posicion del punto C

sobire la recta. Esto es debido a que la recta r es paralela al lado AB, ya que el vector AB = (1,2, —1) es
paralelo al vector (2.4, =2 que es paralelo a r, lo que implica que 12 altura desde el wértice Csobreel la-

do AB es constante, cualguiera que sea la posicidn dal vértice C.

{liniv, de Salomancal

El volumen del tetraedro ABCD es lgual a % del producto mixto de los vectores AB = (1.—1.1},

g

AC = [-2,-2,0) y AD = (32 2):

T .
-2 -2 0 :ét—4+d+5-4]=

@

V= E
3 =2 2 .
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240

El érea del tridngulo ABC es la mitad del md-
dulo del producto vectorial de los vectores

AB = (-1,2,4) vy AC ={3-1,1):

i j k
ABAAC=|-1 2 4|=6i+ 13] -6k
3 -1 1

8= -;- BT+ 132457 = %v’ﬁ

ricf)

Cl{4,02)

Al 1T B{0.35])

Como el drea de un tridngulo es igual a la mitad del producto de la base por la altura.

230 230

1 1
5 — = _.|ABI-h h = =
2 £ 2 2 5 = e | AR VI
1 = 1 : V230 230
i = __| I-h h - =
§=5 V2= 2 IACI-h, = h, = 2= o
s=1yvamm=1 igcih = - Y20 V230
2 Z o » 1BcI Vi

LAASE S

{Univ. de Murcia)

Si gl vrtice C estd en el plano OXY, su tercara coordenada serd nula, Sea Olx, v, 0

Eldrea del tridngulo ABC serd iguala 1 |ABAAC] = 2.
— vector AB = (1—2,2—1,0-0) = {=1,1,0)
— vector AC = (x—2,y—1,0-0)=(x-2,y-1,0)

L —-§ 3
ABAAC = -1 1 0|l = k 2 ! =(—x=—y+ 31k
x-2 y—1 0 ey
. —x—y+3=4
asaacl=1 Viex-y+3? =2 = |-x-y+3]=4 = =
? £ —~(—x—y+3)=4
—x—y+3=4 x+y+1=0
[ >
xty—3=4 x+y—17=0

Estas son las refaciones que deben cumplir las dos primeras coordenadas del punto C, y coma la
tercera coordenada &5 nula, podemoes decir que el vértice C recorre las rectas:

X+y+1=0 [x+y—7=0
z =1 =0
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CAPITULO 9

FUNCIONES NUMERICAS DE UNA VARIABLE
REAL

LIMITES

CONTINUIDAD

FUNCIOMES NUMERICAS DE UNA VARIABLE REAL

Una funcidn numérica de ung varighle real es una aplicacidon de ur conjunto A de pimeros rea-
les en el conjunto de los nameros resles . O sea, es una ley que hace corresponder a cada elemento de A
un numero real.

La funcion f de A en R se simboliza asi

f: A—-R
® = fix)

‘o gue indica que al slemento gendrico % & A le corresponde el nimero real fix). Se dice también que
fix) esel valor de la funcidn en el punto x.

Al conjumia A se le llama dominfio, conjunto de definicion, o campo de definieion de 1, y al con-
junto de los numeros reales cuyos elementos son los transformados, mediante f, de los elementos de A
s= le llama dmagen de §. La imagen de A por § se simoaoliza por flAL

fiAl = yw/yvE R, existeal menosun x A tlgue v = fix)

Respecto de un sistema de referancia (0,4, | | del plano, el conjunto [C) de los puntos M(x, y)
del plano tales gue
e f oy = fix)

s# llama grafica o curva de la funcidn f,
Sa dice que la ecuacidn cartesiana de la curva (C) 85y = fixl,

1=

5 A =R mlgue fix] = s x;

r m @

A= ==, = fial=[-11]
2 2 = 51
_-: w
&= |00 = Al = |0,1] .
- I :
A = ||:|,%'I = {lA) = |0, 1] = re]

Al lemento genérico x = A sa le suele llamar vanable independiente, v al elemento genérico de
fla), v = =), se le suele llamar variable dependiente.

www.FreeLibros.me



242 FUNCIONES NUMERICAS DE UNA VARIABLE FEAL — LIMITES — COMNTINLH AL

La funcibn f: A — R estd acotada superiormente si existe un nimero real C tal que para todo
x €A severificaque fix) < C. A losnimeros C gue cumplen esta propiedad seles llama mayorantes
© cotas superiores,

La funcién f estd acotada inferiormente si existe un nomerc real ¢ tal gue para todo x = A se
verifica que fx) > c. A los ndmeros € que cumplen esta condicién se les |lama minorantes o cotas infe-
riores.

La funcién f estd acotada s estd acotada superior e inferiormente. O bien si existe un ndmera real
positive P tal que para todo = = A severifica que [fix)l = P,

Seals luncibn 1: A —R definida por flx) = == 4

—si A =[0,2]. |a funcion estd scotada superiormente | Y EA | f(x) = x2 < o
la funcion esté acotads inferiormente:  YaxEA | Ix]> -5
la funcidn esté acotada, por sstar acotads inferior v SBperionmeante. 0 2

— s A=R, la funcidn no estd acotada superiormente, ya que cualouwera gue sea al ndmero real M,
SIBMpre existeun x =8 = [, tol gue f{x) = 2 = M. x puede=sor cualguies  POmero

igual o mayor gue WM
la tuncifin estd acotada inferigrmente: WYx o A, flx] = 0,
la tuncidn no esth acotada, por no estar o superformaoents,

A la menor de las cotas superiores de f se le llama exfremo superior de la funcidn § en Ay se

simboliza por M = sup fix). A la mayor de las cotas inferiores de | se le llama ex tremo inferior dela
iz A,

funcion f en A, y sesimboliza por m = inf flx}.
wi= A
El extremo superior e inferior pueden o no pertenecer a f{A].
Sea Ia funcién 1: A —+ R definidapor fixi = x?
-4l A =0, 7] M=pup lix) =1 m=inf {[x] =0, ambos partenscan a HA).

—sl A=|0,1: M==uptxi=7;: m=inffixi=0 ni M ni m partengcen a f{A)
Si B esun subconjunto del conjunto de definicidn de la funcidn f: A — R
— sedice que f esuna funcibn constante en B sl
Wix,. %) €87 = fix;) =fix,)
o bien, existe un ndmero real k tal gue: vx&E8, fix)=k.
— se dice que f esuna funcidn ereciente en B si:

Vtx1,x;.lEBJ [ Ry =% =0 ﬂle“.aiftxll

— sedice gue T es una funcion decreciente en B si

Wix,, %, EB* | x> x, = 1{x) < flx;)

En los dos ditimos casos se dice que f es una funcidn monbtona en B
— sedice que f es una funcidn estrictamente craciente en B si:

Vix,. %) e B/ x, > x, == fix,)> fix,)
— sedice gque T esuna funcidn estrictamente decreciente en B =i

2
‘u’lx,.leEE I %, >n, = I{x?]{{[xT]

2
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La funcidn f: A — R tiene un mbximo relativo en x,E A siexiste e> 0 tal que:
VsEA , 2 —e<x<x te = flx)<fix,)

Si la desigualdad es valida para todo x € A, se dice que f tiene un méximo absoluto en x .

La funcitm f; A — R tieng un minimo relativo en xﬂd,—‘_.ﬁ. siexiste € >0 tal gue:
¥xo A, x¢—~E{x{xn+E = f(ni:‘rfl:-:u}

Si la desigualdad es valida para todo x € A, se dice gue f tiene un minimo absoluto en x_.
22 llama extremao de i funcion a8 todo maximeo g mimimo de f.

Y

|
i

0 Xq Xy x

St lngrafica de lo funcidn es lo de la figura, la funcibn § tiene en x4 un maximo absaluto, an x, un i imo reln-
fa, BR oK, un mimima relativo v en X UN minimo absoluto.

XEA 2 —x£A
La funcidn 1: A—R es par si;
fi— =) = Hix) Ve A

La curva de toda funcidn par es simatrica respec:
to del eje OY <1 el sistema de referencia [0,0,) | es
ortonormal. Para estudiar Ia funcidon 1 basta con ha-
cerlpen D =AM |0 4=,

Laturcibn 11 A —= 8 definidapor Mx) = 52 esparsl A = [-aa] o
A=l-—wal. o A=|-h —a]]a b] o A=|-b, —a|u s b]
_ | XEA < —xEA
Lafuncion f; A — R es impar si;
] fl—x} = —fix) Vxe A

La curva de toda Tuncién impar 25 simétrica res:
pecto dal origen de coordenadas. Para estudiar la fun
cion f basta con hacerloen D= AM[0,+m [,

]

Lafuncion f: A— R definlda por f{x) = - &
k=1

impar si & s cualguiora de los conjuntes del ejemplo anterior,

Lafungidn f: A -- R esperibdica si existe un

) . XEA <> x+TE A
nimera real positive T tal que:
flx +T) = f(x) Yxec A

El perivdo de 1 esel menor valor de T que verifica |a propiedad anterior,
Para estudiar una fTuncin periddica de periodo Tn, basta con hacerloen D =AM [aa+T,] .
siendo a un ndmero real cualouiera pertenecients a A, Se suele tomar s=0 s 0 = A,
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Lafureitn 72 R — R definide por Hx) = wonn s pariddics de periods 22,

La funcidn gi R — R definida par glx) = cos x o3 periddica de periodo 2 7

Lafunzion h: R — R definids por hix) = swn (s 4+ bl o1 periddics de periodo —;

La funcidént: A —= R es algebraica si existe un polinamio P con dos variables y coeficientes reales
@l que Plx, flx)]=0 ¥xeA.

Lifuncin 1 R —+A definldapor v = ﬁ-—- w4 algebraica, va Que.
3wt +5
2 e —2)% ) 2 2
= e [Bx % By = (=21 =0
Il+s

Si una funcidin no g5 algebraica se dice que s una funcidn transcendente,

Las tunclongs: x=—s5pnx ;| s—~cCod %, X—1lax , wiep¥ | weslogx  son tanscendenied
4 2

DPERACIONES EN EL CONJUNTO DE LAS FUNCIONES NUMERICASDE UNA VARIABLE
REAL.

Sean f vy g dos funciones gue tienen &l mismo conjunto de definicion A,

Se llama suma de las funciones f v g & la funcién h = f + g definida por hix) = fix) + gix
Vxi& A,

S A& R, se llama producto de fa funcidn | por el escalar M ala funcién h = A1 delfimida por
hixl=x -fix}, YA,

Se llama producto de las funciones Fy g ala funcién h = f.g definida por hix) =1ix) -aix],
VYxes A

Sif: [0,m] =R definidopor f(x) =sonx, v g [0.7]—=R definida por gix) = Fat— x+ 1 se tendih gue
h=1-g: [0.7] = R asth detinida por hix) = Hixl-glxl = [sen ) - (3x2—x+1).

Si los canjuntos de definicibn de las funciones f v g son Ay B las funciones f+g y f.g estan
definidasen A M B.

Si f gsuna funcién de dominio A vy g una funcidn de dominic f{A), se llama funcion compues-
ta de f por g, ala funcibn h = g=f definidapor hix) = g[f(x]] VYxea,

S #: |0, 7] =R detinidapor tx) = senx, v g:10, 1]— R definidapar glx) = 3x¥—x +1, 5 tendra que
h = gol estd definidapo:s hix) = g|Hx) | = 3lsen x) —gonm + 1,

Silafuncién f: A — B es biyectiva, se llama funcién reciproca de f y se simboliza por 1 -
aplicacion de B en A definida de la siguiente forma:

xeh, flxl=y = l €8, flyl=x|

En un sisterna de referencia ortonormal, las curvas de las funciones f y 7! son simétricasrespec-
to de la bisectriz del primer cuadrante.

La funeidn 1= [0, 4] = [ =2, 10] definidapas f{x] =3x —2 e blvectiva, ya aue cualguiera que se2 y = | -2, 10]
la scupctdn 3 — 2 =y | tione una ¥ sido ung solucidn: x = "--:J_.;-—:" . Esto implico que ia funcidn f tisne reciprocs, ous &

dafine asi:
1

r': [—2.10] = [0, 4], 12t que 7 (x} = ‘]ﬂ

Lo funcitm 12 [
2

118

;:|-*|-1. 1], definida por fix]l=senx, tiene funcidn reciproca, siemdo -1, 1"'[‘5'

defin|da por T V(%) = are son x
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FUNCIOMNES ELEMENTALES DE UNA VARIABLE REAL

Funcion potencial ;. x = x

Funcibn polinomica: x = a_x"+ nlx"'1-r"'+a X+ 8

n=1 L]

n =T .
a, wl+a,n -+ +a, _ ®+a8,

= , definida para todo x € R que no
h_:'xrr: & h']. w = e s 4 bm = + bm anule gl denominador,

Funcibn racional: x —

Funcion exponencial : x — a* {a > 0)
Funcidn logaritmica: x — log x faz0,.x>0)

Funciones circulares o trigonoméatricas: « — sanx | ®—=COSX | X -- g% | » — ¢ig x

LIMITE DE UNA FUNCION REAL EN UN PUNTO.

Sea | una tuncion real definida en el intervalo 1 R, v @ un puntode |.
Sa dice que F tienes coma limite gl ndmero real [ cuando x tiende hacia 3, si @ todo ndmero real
pasitive ¢ se puede hacer corresponder otro nimero real positiva §, tal gua para toda x 1, x2 a

v lx—al< &, severificague |f(x} —1| < £. Seescribe: lim fix) = [
E=H

-
I ”-T fixl=1 == {I'Ur;.':- 0, 35>0/ lx—al< §, x€1, x=a =‘.:-Jl’[xl—f|f-E} I

{, esel limite por la derecha en el punto 2 llm fix) = i) gi:

u = g*

Ive=0,36>0/a<x<a+b, x| = '”!i—ﬁ"‘fj

/, esel llmite por la izquierda en el punto a (lim  flx) = /,) si:

oy

i"u"u‘«'- 0, 3E=0/a-b6<x<a, x=| = lﬂx:l—f:h::s[

Para que exists el limite de la funcion § cuando x tiende hacia 3 es necesario y suficiente que
extstan los [imites por la derecha y por [a izquierda y ambos limites sean iguales,
Se suele facilitar el cdleulo del Him fix) haciendo el cambio = = a + h, de donde resulta:

=g

lim fix) = Ll'm f{a =+ hl. Para los limites laterales haremas x =a + h, h > 0, parae! cilculo del limite
®

por ladergcha v x =a—h, h> 0, para &l limite por Ia izguierda:

Iim #x) = lim f(a +h) : Ifm flx) = lim fla—h)
e HES] el LR
nixa hra

Sea la funmidn f: R —= A definida por fix] = E{x) slendo E{x) la parts entera de . 0l mayor nimero ente
ro [gisl o mepor gue *. Veamos si exisne =l Hm:rh]_-

fim fixt =0m H2+hl = tim EZ+nh) =2

..E* He e

Lt h g == pulsten ambos imiteslnwraleon & = 2 pero, cofmo an
fm Hx) = m H2—h) = Iim E(Z—h) =17 | distinmos, no existeel imite ordinarfo de § san = = 2.
. & LS. ] han

h>a [T

B |

lm fix) = +@ <> (VM>0, 35>0/Ix—al<b, xc1 => f(x)> M)
lim fix) = —w <> (YM>0, 350/ Ix-al<d, x=! = fix)<-M) |

| i\[ |

www.FreeLibros.me
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lim fx) =1 <> (ve>0, 3IM>0/x>M, xel = lfix)—/<ell

LR S

lim Ffix) =/ E— (":I"E::-ﬂ-. AM> 0D/ /xs—M, x| == If{xll—.fls:z}]
o — D

d

lim fx)=+= <> (¥YM>0, 3P>0/x>P , xe| = fix)> M|

LR

De la misma forma se definen: lim fixl= —= ; lim f({x)=4+= , y lim (f{x]l = —=

L = e

Siexisteal lim fix), este limite es (nico.
e

CALCULO DE LIMITES.
— Lln: [fix) +aglx)] = lim fix]+ IlclrrtllII gfx} Isi N resulTe = = =)
— st AR, Iim [A-flx})] =A- ”rr: fix)

— lim [ fi=)-glxl] = [ im HxH-[II’n‘: alx=] | (3l no resulia; 0. o)
ey TN -

— gi lim qix) =0: Um fled _ lim fix) sl na resuita: —)
LB |

=8 gix}  Hm glx)
1

— % lim f(x) =+m [o—w): |Iim — =0
] e+ flx)

— i lim f#{x) =0: lim ---1 =+m [(p—m)
£=a s+ flx]

— si lim fix) =0 v lafuncibn g estd acotada: lim [fix).glx)| =10

LY |
] lim otx)
— s lim fix)>0; }an;l (fix) P = [Frn: Fixd |°7° [gi mio resulie =7 & 1)

— i lim f{=) > 0: lim IuEu fix) = log, [lim fix)]

L i) L |

— Jim Hi{x} = im Fix) |

el | LY |

— & lim fix)=b vy vhrg giyl=1: :ffg[ﬁuf][x] = lim g [fix}] = f

L |
— sien unentorno de & se veritica que fix) < hix) < gix):

Hm flx) = lim hix)= Hm glx)

oo L] X e

v 51 lim fig) = lim alx) = !. setieneque Im hix] = |
KL+ LE2- ] L BT

FUNCIONES EQUIVALENTES EN UM PUNTOD. Las funciones f v g son eguivalentesen el pus |
6 & (5 1S, Fa B =) § '

e fix) _
waen glx)

Se dice que la funcibn T es un mfinitdsimo en el punta 3 s H'n: fix) =0.

Silafuncibdn f esun infinitdsimo en el punto a vy
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fx oo
Hm —{u—l-—h- = k (finito distinto de 0)
LE R ] [){ ,_aj
se dice que f esun infinitésimo de orden n en el punto & siendo kix —al" la parre principal del in.
finitesimo f enel punto & Los infinitésimos equivalentes tienen iqual parte principal,
Las funciones ¥ @ —= R definida por fix] = -3k +2 ¥ g: A =R definida por gix} = (x _.”.'E son infi-
nitksimas en ol punto 1, va gue:

lim x2-3x+2)=D0 y Imix-1N%=0
s

nwl

Como x = 1 esraiz dols ecuacibn x=— 3x +32 =0, rebajamos de grado por Rutini:

1 0 =3 2
1 1 1 2
1 ! : =2 10 = txl= k-1 (x+2)

T 2 |0

Las funiones f v g noson squivalentes sn sl punto 1, ya gue:

2
I e Ifm M= +24 fem fxk2) =3 =1
==1 glx) x+] (x— ”2 w1

La funcion f o3 uninfiniésimo de orden 2 en gf punto 1, siendo su parte principal 3{x— ‘IJI2

Las equivalencias mds usadas son -

SEN X = X en 0 arcsany = ¥ en 0 B~ —1 =x en 0
g X = % &n 0 grctgx=x en O 8" =1 =xlpga enO
)
I—::mxz-;’— en 0 logll+x}=x en0 logx = x—1 en 1
3 = | +1 N
Si flx) =a x"+a _,x" + "'+ap_1xp +aﬂx"' es un polinomio donde n>p, a + 0 y
a8, v 0;
fix) = a x" enew ; fix) = aﬂnp en O

Enel cdlculo de los limites se puede sustituir cualguier infinitésime, gue esté como factar o divisor,
por otro infinitésimo equivalente o por su parte principal,

4 2
+ 11 tsen x} x+ 1)
I L = Iim {__:_ = fm {x+1) =1
=0 x+ArG Ig x W=D o i Wow O

LIMITES INDETERMINADOS. Existen siete tipos, expresados simbélicamente asi;

| I |
a° ="

8w [on

| —

Mo hay reglas flijas para calcular estos tipos de |imites, pero la mayoria se pueden llevar al tipo g
fo que nos permite aplicar la regla de L'Hopital que veremos en ef capitule 11.

El tipo @ —=  cuando Iim f{x) = += y Iim gix) = —w= , se lleva al tipo 0 e
L Epe
Wi | ix) —gix) | = Il'm(—:- = +) = lim M
fix) afx) fix)-gix)
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El limite D-= , cuando Iim fix) =0 v lim gix) = = , se lleva al tipo L asi

im | F(x}-aix}] = Km ”I’”

alx
Los lfmites de los tipas 0%, =° y 1™ se suelen hallar empleando la igualdad: A® = &®7%9%

Enel caso 17, cuando Ifmf(x} =1 y Iimglx) =

g"_b ||r'h[ﬁlli-|u¢1[l:!]_ 1l th[ Hul — II
lima [ £} | = g
- T - =
im x| % '3} Hey w— =T %
x - u
rmll-}-sl =E11—- =E‘E =B

CONTINUDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

Sea f unafuncion real definida en el intervalo | C R,y @ un puntade |,

Se dice que |3 funcibn { es continua an el punto 2 sy solo sl existe el limite de | en a, v este
mite es lgual a fila),

O lo gue es lo mismo: La funcion f es continua en el punto # 51y solo s se cumplen |as tres con
diciones siguientes:

12 Lafuncidn f estd definida en &, es decir, existe f{a).
2% Existe el lm f(x].

- -

3% lim f[x]) = flal.

a=3

i

la funcion f escontinuaen @ <> IIm fla=h) = h'rn fla+ h) = ﬂa]
s Mo
B "o N
La funcidn f es continua por la derecha en el punto a si v solo si existe el limite por la derecha de
t en a,veste limite 235 igual a fia).

Ifa funcitén f escontinua por |a derechaen a <= lim fla+ hl = flal

h=0
L h>a

La funcidn 1 es continua por la izguiarda en el punto @ si y solo si existe gl imite por la izguier
dade f en a, y este imiteesigual @ Hla).

PH furcidn f es continua por |z izguierds en g <= lrm l{a—h) = Hal-:
heg
ni=a

La funcian f escontinua en el punto & si escontinua por la derecha y por izquierda en el punto 2.

Seala funcitin ¥: R — @ definida por Hx) = Elx), slencdo Elxl s parte enters de =, Voamos o 18 funeldn s con
tinuaen = = }:

Iim f(1—=n) = lim E{1—n) =0
h-a

i EY: ]

1 L=

ffm H1+hl =m E{1+h)=1 = im Hi—=H1= lim f{1+=h} =11} =
iy h=i

h=a h>o

i1 = E(1) =1

lafurcidn § escontimia por la derecha gn el punto 1, no es continua por fa zguierdaen el punto 1y ne % cantinua #n

el to 1. .
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FUNCIONES NUMERICAS DE UNA VARIABLE REAL = LIMITES — CONTINUIDAD 249

Si la funcidn f noescontinuaen x =a,se dice que 2 esun punto de discontinuidsd de £.

Tres casos de discontinuidad pueden presentarse:

a) Existen y son iguales los limites por la derecha y por la izquierda en el punto a, pero estos Il-
tites son distintos de f{a). Se dice gue la funcidn f tiene una afscomtinuidad evitabile

La funcidn g deducida de 1 cambiando solamente su valor en el punto a, gial = lim f{x), es conti-
A=+8

nua en el punto a. Se dice que la funcién g se ha obtenido de la funcidn f por profongacidn de continug-
dach,

=21 i w#2

La funcidn 1! R == R definida por fix) = g discontinugen x = 2

1 W ox=2

=2 sl w2 ¥
Considerando que [x-2 (= [
=== = +2 af x <2

lim t2=h) =lim[=2=K +2]|=mh=10
h&0 Y]

hep

h =0 b0 4
im 2 +h) = lim [12+hi—2| =lim h=0

h e nao heo

e h 2o

lim H2—h) = iim HZ-+h) = H2Z) = lafuncidn {no e continuaen x =32,

heg P
g hl>a
|x—20 4 x#2
La funcidn g¢ R -= A definida por gix) = sucontinuaen X = 2

0 3l o n=3
La tuncidn g se ha obtenido de la funcidn f por profongacidn de continuidad,

b} Existen los limites por la derecha v por la izquierda en al punto a, pero son distintos. Se dice
que la funcién f tiene una discontinuided de primera especie en el punto &,

Lo funcion f: R —=R dafinida por f{x) = x — Eix), slenda Efx] la parte entera de x, tiene en el punto % = 2
una discontinuided de primers especis: W

Iim 2 =h) = lim [{2=b) =E(Z2=h]]= lim =h=1) =1
h&a LY. L |

h g 5 11

fm (2 +h)=lim [{2+h) =E{2+h]]= lim [2+h=2]}=0 —

hsn hso hso 0 1 2 X
h>a R

g} Uno al menos, de los [imites por la derecha y por la izquierda en el punto & no existe o es infi-
nito. Se dice que la funcidn f tene una discontinudad de segunda especie en el punto &,

2 . e
N § x%2
La funcibn f: A —+R definida por fix} = 1 . tiene an ol punto x = 2 unadiscontinuidad de se
=3 ¥
gunda especie: g I
fim f2-h)=fim (2=h2= 4 |
Y ] Feg |
R0 h=a ,
: i 1
lim {2 #hj= Ifm ———— = lim ==+® |
Mwd hao (24K =2 hsts B |
- ha h=o |
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS EN UN PUNTQO.

Si ¥ y g son continuas en el punto &, también son continuas en dicho punto las funciones:

f+g; Af ﬂeﬂ:—; s glalw0: Ifl

Si f escontinuaen el punto & ¥y g escontinua en el punto b = f(a), la funcién g f escontinua
en a.

Si la funcidn f escontinua en el punto &, existe un entorno de 2 donde la funcidon estd acotada,

Si la funcion f escontinuaen el punto & vy es fla) # 0, existe un entorno de 3 tal guela funcién
no se anula an ninguno de sus puntos y el signo de f{x) en los puntos de dicho entorno esel de fla),

CONTINUIDAD EN UN INTERVALO,

La funcidon f es continua en &f intervalo abierto | a, b| si es continua en todo punto de |a, b,

La funcion § es continua en o intervalo cerrado [a, b] si es continua en el intervale abierto
|a, b| , continua por la derecha en el punto & y continua por la lzquierda en el punto &

La imagen de un intervalo cerrado, por una funcién continua, es un intervalo cerrado.

Las funciones polindmicas son continuas en tode intervalo real.

gﬂj ,donde Pi{x] y Qi{x} son funciones polindmicas, son con-
b4 -
tinuas en todo intervalo real que no contenga ningin punto que anule el denominador.

Las funciones trigonomatricas: x — sen x, x — gos x s0n continuas en todo intervala de R.

La funcibn trigpnométrica; x == tg x es continua en todo intervalo real que no contenga ningun

Las funciones racionales: x —

punto de la forma (2 k+ 1), % siendo k un nimero entero.

La funcién potencial : x — x% siendo & un nGmero real cualquiera, es continua en todo interva-
lode |0,+=|.

La funcibn exponencial: x = a* siendo a > 0, e85 continua en todo intervaio de R.

La funcién logaritmica: x — log, x, siendo a> 0, es continua en todo intervala de |0, +m |,

Tearema de Weiertrass. Si la funcién f es continua en el intervalo | = | & b, cerrada y acotado
(compacto), alcanza en &1, al menos una vez, su maxima y minimoe absolutos.

Teorema de los valores intermedios. Si la funcion f es continua en el intervalo | (acotado o nol

y m=inf fix] v M = sup fix), para todo namero real & tal que m < A< M, existe al menos un
KE1 keIl

x, €1 tal que flx )= A

Sila funcibn f escontinua en el intervalo compacto | = [a, b |, para todo nimero real A com
prendido entre f{a) y f(b) existe al menosun x_ < | talque f(x ) =X,

Teorema de Bolzano. Si la funcidon f escontinua en el intervale [ a, b, teniende fla) vy fib)
signos opuestos, &5 decir, fla) -fib) < 0, existe al menos un punto c £ |a, b tal que flc) = 0.

La ecuscibn % +5x +2 =0 tiene al menos una ralz real.
En efecto, sea f 1a funciéindefinida por f{x) = x? + 5x + 2, que por ser una funcién polindmica es continuas en R

((—1)==1=-6+2==4: H{N=1+6+2=8 = H{-111<0 =

por el teorema de Bolzano, al ser la funcidn continuaen =1, 1], existec € | =1, 1| 1al que flc) =0.
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PROBLEMAS

9.1 calcular E = lim
{Univ. de Badajoz)

El denominador se anula para x = 3.
Veamos qué valor toma el numerador para x = 3. Aplicande Rufini;

1 -3 9 -
3 3 a 27 - ¥3— 2 +0x — 27 = (x = 3) i_'x?-i-ﬂ]

1 o 8 [0

(x — 3) (x2+9) x?+8 949
de d ! = it 11 s il e i
it =l T m—3 " +3 3+3 3]

Multiplicando y dividiendo por la conjugada de la expresion entre paréntesis, y considerando que

(A4 B) (A-B) = A?- B:

2 2
”rﬂ.ﬂ, l "r:-::+ax+1 —x) = lim [v/x*+ax+ 1 —x){Vx+ax+1+x) _
J Vrltax+1 +x

2 B
- tim (x*+ax+1)—x = im ax 4+ 1 _

iy 7 ] v{"]'_
: x“+ax+1+x x‘+ax+1+x

idividiendo numerador v denominador por x)

1
= i a+0D

x
ferees "|+E+l+1 V1+0+0+1
X x‘&
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252 FUNCIOMNES NUMERICAS DE UNA VARIABLE REAL — LIMITES — CONT INUIDAD

Mu[tip!it;andn y dividiendo por la conjugada;

E= m YEIVXTa+VEIWXFa-VX) _ L VRixta-x) avx
i ViFa+x N WxFatyx = ixta tvx
dividiendo numerador y denominador par /x
E = lim o = 2 = |2
wevem a 1+ 2

Si x tiende hacia O tenemosun limite del tipo —g-
De cosia+bl = cosacosb—senasenb, haciendo a = b = %:

COS X = COs° %umnz;-= 1 —sen? % = 1-—gosx = 2sen? ;,;

2 5ent & X
ool T s I N
Im flx) = lim ——= = lim = =g e
K g Ki x+0 D x 2 2
2

Si x tiende hacia 1 no tenemos indeterminacidn:

1—cosx _ 1-cosl
%’ 1

= 1—cos1 (seentiende cosano de un radidn)

Im fix) = lim
=1 k=]

Si % tiende haeia infinito, como Yx: —1< cosx < 1, el numerador de fix) estd acotado, y
&l denominador tiende a infinito, luego el limite es 0.

Al existir una expresidn exponencial, cuando nosdicenque x -~ =, habra que diferenciar , al cal-

cular el | mite, cuando x tiende a +e0 0 — o .
Para x — +@ , tenemos un limite del tipo 5 . Dividiendo numerador y denominador por e™:
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1+Eﬂ!
= e _ 1+0
E_"T‘!m" mgx_‘l'!-ﬂ: !
1+
a*

yague |im |nX _ por tratarse del cociente de una expresion acotada, —1 < sen x < 1, porotra
!*—I—ﬂ

]
. i, . oos X
gue tiende g infinito. Lo mismo ocurre con  1im = 0-
W s EI
Para % - —w  haciendoel aambio x = —1, para X = —w@, 1 - +@m;
1
e '+ sen (—t) _t_s‘mt
E = tim &80V R = jim =

tesos g™t Loong (1) L 1_. + oost

2

1 _sent
i —
en un entorno de + @ E; ' = g_l_:;;: = — 19 t, tomando tgt todos los valores del
— +eonst
pt

intervale | —m, +=| | lo gue nos dice que no existe el |imite pedido.

Es un lirmite del tipo 17,

T 2x+3 2x+3-2x+1 dx
= = — i = [ S8ESTER T 0 % = | =
B~ andoih = iy (S 25— Vn= fim S o M
4 4
= |t = =2 =
M =3 T 3%
x

Es un limite del tipo 17

fim fix) = ¢, siendo A= lm (22 _1)ex = tim X230 o
WA ey X R x
im fix) =¢® =& = ¢= %

www.FreeLibros.me
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(Univ, de Madrid, 1991)

Es un limitwe del tipo 1"~

i 1+t + —1 —senx
E=e"::lmdu1= lim (J —-1) . = Iim Lttt =0 L
z=a’ * Ytsenx s % Eve 1 +can x sern X
t =1
1 gxX — sanK 1 COs % (5]
== "ITI T e T =i * = 5 — = - 0o
E 1+0 H..T‘ 1 ! 1 B =t g m

weat 1+ 5O X 220

(Univ. de La Laguna—Tenerife)

La funcibn no es continua en x =
dor se hace 0 y ladivision por 0 no existe.

1 puesto que en este punto no existe la funcidn, el denomina-

—h1E - _ 2 _
lfm f(1—h) = fim U=hE =1 yim 1= 2tk iF =] "
- &0 -
hra h >0 {1—=h) +7{1—h)—-8 h>a 1—3h+3h  =h*=7-7h—-8
e z .
= Jfm 2h+h = lim 2+h _ -2 _ _1.
"% _j0h+3h?—h® 3% —10+3h-w 10 B
) 2 z
lim f{1-+h) = lim +h?-1 1+2h+h? -1 _
"> P2o (1+h)3+7(1+h)—8 P30 1+3h+3h7+h+747h -8
2
s 10h+3hZ+h3 22 104 3h+h? 10 B

h>a

Como los Iimites por la derecha y por la izquierda son iguales, la funcién f tieneen x =1 una

discontinuidad evitable.
._.Ll_ g owek
xi+Tx—8
La funcidn g: R — R definida por glx) =
1 z
3 5i x=1

s continuaen x =1
La funcién g se ha obtenido de la funcion f por prolongacion de continuidad.
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(Univ. de Madrid]

S aeZ: Wim fla~h) = lim (a—h) = Ela—h)| = lim (a—h—fa—=1))= Ifim (1—h) =1
heg hso heao heo
h>og =

lim fla+h) = lim [fa+h)—Ela+h)}=lim (a+h—a) = Ifm h=0
=g e hem had

h= o [

coma los limites por |a derecha y por la izquierda no son iguales, /8 funcidn no es continua en el punto
a, 5 @ 85 Un NOMaro enrero.

Siag Z, sea a=b+k, siendo b un nimero enteroy 0< k< 1

Nm fla—h} = fim ((a—h) —Efa—h)) = tim ((b+k —h) —E{b+k—h)) = Ifm {b+k—h—bl=k
hra H=n hen LT ]

e nr o hixg hZo

lim ffa-+h) = lim ((a+h) — Ela+h)) = lim ((b+k-+h) ~ Elb+k+h) )= lim (b+k+h—b) =k
1] - -0 -

W>a "% h>a h>a

ffal = flb+k)=(b+k)—Elb+k)l =b+k—b=k

como lim fla—h) = Iim fia +hl = f(al, /& funcidn es continua en el punto a, 5 a no es un nimero
h=a h=q
h>o n>a

entera.

Univ. de Laguna — Tenerife)

Sélo hay problema de continuidad en los puntos x=0 y x =, en los que cambia la forma de la
funcibn, pues en los demés puntos la funcin estd definida por expresiones polinémicas, trigonomeétri-
cas y racionales,

La funcidn serd continua en % =0 si: :!{-T {0 +h) = Hﬂ HO —h) = fi0);

hZ-n oo
Hm fid+h) = Li?: senfb+h)=senb
nen [y 2 - .
lim #O—h) = lim al—h—1}" = 4 fix) =alx—1)%)  fix) =sen {b+x) | fix)= >
h*o e
he h=o

fl0) =al0—17 =38 6 .

La funcién serd continuaen x = 0 si: sanb=a (1)
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La funcidn serd continuaen x == si: lim fir+h) = irm fir—h} = fir).
-a

h=o

ho>a h>o
lim fix+h) = Ifm — = % =1
h*a hea w®+h "
nZre h=o
im flr—h) = Iim =n|b+({r—=h)] = zen (b+ 7}
hiso heg
hlxo h>o

fir) = L =1

|

La funcion serd continuaen = =x si: senilb+a)l =1 = b+rr=2krr+% ==

‘ b={2k—llw+g-

Llevando este valora  (1): I=Hn({2k—1'pr+-;-}= —1 =

fUniv. de M&faga)

Ya<0: lim flat h) = lim — ol = fia) =2 lafuncidn es continua.
h+=o meg |+l\+ ' l.+ 1
h>a € &

Ya<0: L;nl fla+ h) = Hn; [a+h?+1]=2a%+1=t{a) = lafuncion escontinua.

Estudio de la continuidaden x = 0:

a—h &
Hl‘; fl0~h) = 'I‘lm :h — : = 11‘ = %
h>o0 he 800 F1 e 4] => lim t0—h) = lim f(0+h)
lim f(0+h) = lim [o+h2+1] =1 n>o n>o
h>o h=a

la funcidn no es continuaen x = 0.
De todo 1o anterior resulta gue la funcidn es continua en el conjunto R— {0
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2
Hay problema de continuidad en x = 0, pues |as expresiones — v ’“': X noexisten para

x
x=10.
wni=h]
wn? (0=n) *I‘F_lg e *_“I'HT., =
lim fl0—h} = Hrn (ae 0-h  +heos [ﬂ-—h1)= e hl +

o
h o hi"u

+ B Al cosl—h = ag + b1 =28 + b=a+h
=
n.'-i'qu
lim f0+h) = lim (Bam +bI0+h=1))=3a:1+bl-1)=3a~b

Fie - O+h
i 3::: :}:

La funcion serd continuaen x = 0 sise verifica:
ath=48

da—b = B

lim f0—h) = lim fO+h)=10) > a+b=3a-b=6 => ‘ =

1:13-"1: n::ru.

4a=12, |la= [ b=6—-a=6-3=3 ; |[b=13

{Univ. de Barcefana)

La funcion f: [1,2] = R definida por f(x) = x°+ x -5 es continua, ya que esuna funcidn

lindmica.
pariamion fl}=1+1=6=-3<d
fl2l=8+2-5= b>=0

Sila funcidn f es continua en el intervaio [1,2] y f{1).f(2) < 0, el teorema de Bolzano nos dice
fque existe al menos un ndmero real x.E |1, 2{ wlque ﬂ'xﬂj={}, o lo que es lo misma, existe al menos
una raiz x,de la ecuacion x? +x —5=0 talque 1< x, > 2.

-1 =—141 -7 (=1+1=8: FHO)=1: H)=1+1—-7+1=—-4

La funcion, poar ser polindmica, es continua en el intervaelo [0, 1], siendo ademas 110).7{1) < 0.
El teorema de Bolzano nos dice gue existe al menos un punto ¢ |0, 1] tal que flc)=0. Esto implica
que la grafica de la funcitn corta al eje de abscisas al menos en un punto del intervalo |0, 1].

Mo se puede afirmar que 1a grifica corte al eje de abscisas en un punto del intervalo |—1,0[, pues
aungue la funcidn es continua en | —1,0], no se verifica que f{—1).f{0) < 0.
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Si la funcidn f es continua en el intervalo |1, 3], alser f{1) <0 v (3} > 0, existird al menos
un £ (1, EI*I que fic) =0. (Teore Bolzana).

Si la funcién f noescontinuaen [1, 3], no tiene por qué cumplirse dicha propiedad, Por ejemplo,
la tuncién f: [1, 3] = R definida por

—1 s x=[1,2 ——
fix) = { ! ‘

1 s x£1]2,. 3]
no es continua en x =2, ‘

Mo existe c< |1, 3| tal que fic)=0.

Si las funciones F y G son continuas en el intervalo |a, b . la funcion E = F— G escontinua
en [a,b].

Flal> Gla) = Ef@) =Fl{al—Gla)> 0 ; Gibl>Filb) = Elb) = Flb)j—Gibl< D
Silafuncitn E = F =G escontinua en el intervalo [a, b] v verifica que Elal >0 vy Elb) <0,
oexiste al mengs un punto tE |a, b[ enel gque Elt) = 0, osea:
Jrela,b| / Eitl= Fit)=Git) =0 = Fi1) = Gt}
Esto implica que las graficas de las dos funciones se cortan al menos en un puntot < la, b|.

5 AR ; v
-y 1 e et S I R i o

flUniv. Castilla — La Mancha 1937])

La funcibn f escontinua para ¥x > 0 vy la funcién g para ¥Yx € R.
Consideramos la funcion F definidapor Fix) = logx —e " :

Fl1‘l=lng‘l—e_'= D— :_.—-e: 0: Fiel =lnge—-e“'=1—L’}L‘I
s

siendo F continua en el intervala [ 1, e].
Segin el teorema de Bolzano, existe a< |1.e| tal que Flal=0.

Fla) =0 => loga—e "= 0 = loga=¢ "' =

las graficas de fix) = logx vy glx) = e "~ se cortan en un punto del intervala abierta |1, e[.
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(Univ. de Sevilla, 1991)

La funcién f: A — R definida por fix) = x®+ax?+ bx + ¢ es continua por ser una funcidn po
Anamica,

S R RIS - R 5
H:]—x(1+#+:i+xa) =
‘tﬂf{x’l=+m{|+ﬂ+ﬂ+ﬂl=+w H fll"rgmfl,'ni= 1 +04+0+0)=-w

esto implica que existe un nimero M suficientemente grande tal que f(=M)-f(M) < 0, y por el teorema
de Bolzano, al ser la funcion f continua en [—M, M] y ser H{=M)-fIM) < 0, existe c € |-M, M| tal gue
fle) =0. O sea que la ecuacidn flx} =0 tiene por lo menos una raiz real.

La funcién g: R—=R definida por glx} =x* +ax® + bx” + cx + d escontinua.

— j— — =
alx) = x*[|+:—+xz+f;+f;] = limalx)=+= , lim g{x) = +=

Nada podemos asequrar sobre sl glx) =0 tiene o no raices reales.

(Univ. de Sevilla, 1991)

E=lim ([x(x+1f=x)= lim (x'tx+11‘-x) (1)
b e
Considerando el desarrollo del binomic de Newton:

{x+y)"=x° +(:')x-'“y - (a

2)“&2-‘2 v

B
haciendo y = 1: (x+1)"= x"+ax""' 42 ] B9 o RO x’+a£+'MK— + a0

21 ® 2 2
sustituyendo en (1): E:Um[u"—x+a£+ﬂ-ﬂ'ﬂ+-+-) (2)
Y e x 2 A
1.1
iz — 1
shastl gy P cHet o SR TR RS 5 e P
_ﬂzn—-T.a—z.E—.lirL(x x+2“ 3 x’+ )_Jirl(z B"+ ) 5

— si 2a= 1+ h, siendo h > 0, la expresion {2} gueda de la forma:
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1+h

1=
E= Iim (:c“"—-:-c+u3|’IE 4 8la—1x +~--): Iim x"“(1—l +a—|-+

h
——r—— + LI F]:
K+400 X 2 xz K o® 800 xﬁ X 2 xz

=+0(1—0+0+0+:-+) =+

— 5l 2a = 1—h,siendo h> 0, laexpresion (2} gueda de la forma:

1—nh T=h -h
E= lim [:-t‘_"—xﬁ-ax +ﬂtﬂ_‘”x +) = |lim x{x_h-‘[+3£h+ ML.’_];
L ST X 2 xE ] o 2 KZ
= Ifm x(-lh—‘l+a oy 8011 Lo & pe(0-THOHIE Y =
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CAPITULO 10

DERIVADAS

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

Sea la funcion f definida en un entorno de x_.
Se llama incremento de la funcién f en el punto x, a:

Ay, =fix +Aax)—fix ]

floe) —fix_)
La funcién f es derivable en el punte x_ si existe el imitede ————— cuando x tiende a
X=MN
o

Si la funcién f es derivable en el punto x_, al limite anterior se llama derivada de la funcién f en

; - ? df )
el punto x_. Se simbaliza por f'(x_ ), o por {a; }*.;- opor Df(x ):

.y fix) —f
f'ixﬂ}={£) = Df(x,) = lim %-:—KEI
gﬂ l-lu — &

Si x =x_+ Ax_,laderivadade f enel punto x_ se puede expresar asi:

f{:-:-+&x Y —fix_ )
Flx,) = Iim s = ﬂ

A'u'“ dxn

Para facilitar la escritura haremos A X, = h, con lo que tendremos:

fx, + h) —flx_)
h

f =|f;
(x,) hm

Hallemos 1s derivada de |a funcién §: R = R definida por fix) = x2 enel punto x_ = a:

2 2 2 2
flmg+ h) — = hi*— i
E_L;m=m11_L14"miﬂg;11dﬁﬂmﬁmzh

#la) = lim
h-+0 h b h hao

La funcién f es derivable por la derecha (respectivamente por la izquierda) si existe el Iimite por

L flx) — fix
la derecha (resp. por la izquierda) de —!%—u_x:u”ll cuando x tiendea x_. Laderivada por la derecha

la simbolizaremos por f'(x ') y la derivada por la izquierda por '(x "), obien por f'(x I'y f{x )":
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fix_+h) —fix T |
fix)) = lim g =
L] h
h>o
fix_ —h}—F{x_ |
Fix_ ) = lIim —= =
h+g —h
hia

Para que la funcién f sea derivable en x_, es necesario y suficiente que f sea derivable por la de-
recha y por la izquierdaen x_ yque f'(x] ] = f'{x_ ). Se tendrd en este caso que f'(x_) = f'(x]) =
= flx,").

Veamos si as derivable sn los puntos 0 v — 1 la funcibn £ R = R definida por

58N X para x = 0
flx) = " S -
—2x—1 " =l
- 10+ h) - —
) i DDEDL—HR) i hoed B g mal e P |
::;U i ::;ﬂ 3] e h nao h
a
v =
2 -
i fil—h) — ¢ [—h}* =gen D <
o) i BOSWO) | ERToa0 e B L n ehy=g |
hed —h hs0 —h heo =h hag
o (]

PO #9707 = Iahuncion f no es decivable en D.

fi- 14+h) = Hi-1 i—1+h}= [-2{=11-1 i—2h+hT )
F{—1) = ifm —-—{ ) ] = [im F=t I = Im ._2—r = im |[=2+h}=-=2
Beo h L 4] LY. ] heo
hZa ho hea
fi—1—nh} —H—=1} - Y] = | - [=R[=T] =T
fi—-T) = |]1|‘m —_!_ = |fm | i i | = |r|‘m 2_h -
a —_ s o -
ho : h>o : sy
Fl=T) = 11=1") = lafuncion es derivable en — 1, siends 1(-1) = —2_

Si la funcibn f es derivable en el punto x_ es continua en dicho punto. El reciproco no es cierto,
la funcidn f puede ser continua en un punto x vy no ser derivable en él.
La funcidn dal Gltimo ejfenplo es continua en ¢l punta O v no es derivable en dicho punto.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Sea (C) la curva de la funcion f respecto de
un sistema de referencia ortonormal,

La tangente en A_ es la posicitin limite (si exis- Pl ¥AX I ——— — = = —-
te) de la secante A_A cuando el punto A tiende ha- -f*‘r.;.:ﬂi*.l?*‘ﬂ#n]'—”!nl
cia Aﬂ sobre lacurva (C),

Cuando A tiende hacia A_ sobre la curva (C], flx )t — —— — ——
x tiende hacia x_, y el dngulo w gue forma la rec- =7 | |
:e A_A coneleje OX tiende ha_n:ia el angulo o que &/;m | |
orma |a tangente en A_ con el eje OX. & ) ; < e

fix, +Ax )="Ffx)
Ifm tgw= Iim “ - 2

Ax o *o &"b ] 4 x

= fix,) = wa
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o sea que laderivada de la funcidn f en &l punto % es igual al coeficiente angular de la tangente a la
curva de f enel punto Alx_, fix_ )). Laecuacibn de dicha tangente es:

y—fx =l ) - (x—x_ )

Calculo de la n-ﬁ.na»:ibn de la tangente a la curva. y = x34 3x?— B on el punto de abscisa x =2:
flx) =3xT+8x ; P2)=3-22486-2=24: 21 =2"+3.2°_6=12
de donde, 1a ecupcidn de la tangente es: v =12=24(x—-2)

El angulo bajo el gue se cortan dos curvas es igual al Angulo gue forman sus tangentes en el punto
de corte.
Sean las curvas de ecuaciones

y = fix} : v = gix)

y %, laabscisade su punto de corte:

o —1gd Fix,) —g'(x,)
T+tga-taf 1+ fx )-g'lx,) -

wme=tgla—-p3) =

Célculo del anguio bajo el gue se cortan las curvas de ecuacionss:
v o= x2—5x+ﬂ ") =.h:?—:l|:-2
Absciss del punto dé corte: x2—EX FB= ¥ —x—2 : Badi : % a2

Pl =2x—5; T2 =4-8 =— e e | =
= g —————— = —— = = g=arttg?

Fixl=2x-1; g2} =4—-1= 3 1+t-n3 -2

Las definiciones de derivadas por la derecha y por la izquierda tienen una interpretacion geométrica
an las semirrectas tangentes a la curva (C) de la funcion en el punto A _(x_, vy ):

— las derivadas por la derecha y por la irquierda en /
x, Noson iguales: f'(x]) # fix_ ~). La curva
(C) de la funcién admite dos semitangentes v el A
pUNto A.q a5 un punto anguloso.

=]
H.n____
8

— s fix')=+o y Flx )= -

{obien f(x )= —= y E'Ix;l =4 @), A
=]
las semitangentes coinciden y son verticales, El A

punto A_ esun punto cuspidal o de retroceso.

— 8 )= fix, | =+mw
tobien f'(x ) = Flx ) =—=], As
el punto A_ esun punto de inflexién con tan- l
gente vertical.

[s] %, ol X,
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FUNCION DERIVADA.

Sea lafuncidn f: D - R, ysea E C D el conjunto de todos los puntos de D en los que la fun-
cibn f es derivable. Se llama funcidn derivada de f a la funcidn f': E-+R gue hace corresponder a ca-
dapunto x_& E el nimero real f‘[xnj. valor de la derivada de f enel punto x_.

La funcién f: |a,b| -~ R es una funeidn derivable en |a, b si esderivable en todo punto x, Ela, bl.
La funcion 1: |a,b]+ R es una funcidn derivable en |a, b] si es derivable en todo punto x, € |a, b,
derivable por la derecha en a vy derivable por la izquierda en b.
d’f

Si ' esderivable en F C E, se llama derivada segundade f, y se simboliza por 7 0 =— , la deri-
dx*
vada de f'. Mds general, se llama derivada n™*™" (o derivada de orden n) de f .,y se simboliza por f'"
o I s derivadade £,
dx"

Se dice que la funcidn f es una funcidn de clase C° enun intervalo | si f admite en | una deri-
vada de orden n. La funcion f es una funcion de cfase C° en el intervalo | s f tiene en | derivadas
de 1odos los ordenes. La funcidn f es una funcidn de clfase C° en el intervalo | si f escontinua en |,

3
La funcibn #: [0, 1] =R definida por Hx) = %% ssdeclase C' yaque ©'(x) =
3L 4

pero T'ix} = 55* —— noexiste para 0 [0, 1],
=

]
x7 sxiste paratods » £ [0,1],

'\J!h:l

La funcifn f: R - R definida par fix) = sen = es de clase

Derivada de la suma, producto y cociente de funciones:
(ftg+-+jy =F+g'+---+j’
{hf)' = A.F
(f-g)' = t.g+¢t.g° : (f-g-h)V=1-g-h+f-a-h+1f.g-h’

. f.g—1.g' :
{j} =2"87"8  jaratodo x que no anule el denominador

9 g’

DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA

Sea f una funcidn derivable en el intervalo | vy g una funcién derivable en f{1). La funcion
compuesta F = g«f es derivable en el intervalo |, verificdndose ¥x_ < |:

Frix,) = {g= £ (x,) = ' f1x,) - F'(x,) |

Este resultado se suele presentar asi: Silas funciones f v g estén expresadas por y=fix); z =
= gly), se tiene que z = g[fix)] = (g=f](x):

dr _dz dy
dx dy dx

expresidn conocida por regla de la cadena.
La regla de la cadena se puede aplicar al uso de més de dos funciones, por ejemplo, sl v = fix), z =

= glyl v u=hizi:

du
dx _z

It

|1:.
!ﬂ.Lﬂ..

L%
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Sea f; R =R defimdapor v = Hxl =senx, v g7 [— 1, 1] = A detinids por glyl = ,',J:
tgot) (sl = g [ fix) |- Fix) = g'{y) - t'ixb = Ty -cosx = 2 son % -cos
Par la reala de |a cadena habrfa que interpretarlo as:
2 dr _dz dy

¥Y=HOX, =¥ = = — = 2y cotn =2 senx Csx
dx dy dx

FUMNCION DIFERENCIABLE EN UN PUNTO.

La funcién f definida en un entorno de x_ se dice que es diferenciable en x_, si existe una fun-
cibn €: h=¢elh) tal que Iim elh)=0, y unnimero real A, independiente deh, que verifican la igualdad:
LR ]

flx, +hl —flx,) = A-h+efh)-h (1)

Veamos si la funcilin 1: R —= R definidapor f{x) = x— 3x +2 esdiferencisble en x = 5.
i +h) ~ £5) = | (65 +h1 2= 36 +hl +2]— (57 —38 +2) = 65+ 3.58%.n+35.p%4nd-15-3n+2-112=
72.h+ (h¥+ 15 6)-h
identificando este resultado con 11) resulta: A =72, elh) =h? 4 15h, siendo ::Ir; elh) = LI: h¥+15h) = 0.
La funcian e diferenclable en x= 5,
La funcitn f es diferenciable en x5t y solo st 1 es derivable en %, , verificindase que A=F"(x,).

La aplicacion lineal detinida por: h f'{x_ ) -h se llama diferencial de ia funcibn f en X, - Sesim:

botiza por:
df, = f'i:ﬂi-dx|
I |

o bien, si la funcién f estd definida por v = Hix): dy = '(x) -dx.
Si la diferencial primera, dy = f'(x) .dx, es diferenciable, se obtlene la diferencial segunda: dzf -

= Fx)- (dx)® = F7{x) -d%®, yoasl sucesivamente,

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL.

Sea (C) lacurvade la funcian T respecto deun
sistema de referencia ortonormal,

Sea larecta A C lawangentea lacurvaenelpun:  flx +ax b
to de abscisa x_. Enel tridngulo A BC: Ay
y =f(x )]
A B=Ax =dx ; tga=f{x_|= EC:EE: o
e o = A B dx

L]

BC ={'txujidx = BC = dy

La diferencial de la funcidn es igual al incremen-
to |positive o negativo) de la ordenada de la tangente
ala curva en el punto de abscisa x_, al pasar del punto de abscisa x al punto de abscisa x +4x - En
la figura igual al segmento BC,

El incremento de la funcidn, Ay, es igual a la diferencia de las ordenadas de los puntos de absci.
sas x ¥y x +FAx o Ay =flx +Ax | —flx ) Enlafigura, igual al segmento BA.

Cuando A x g5 pequefio se puede considerdr que Ay = dy = x)dx.
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Sea caleular ef valor aproximado de /B85,
Consideranda la funcion definida par v = vx -

ﬂ.v:\.-'x-i—ﬁx—\-":a ! dx = watdax =;\":+

2% 2 x

" == 1
taciendo x = B4 y dx = Ax = 1: V66 = VB4+1 = VB4 + 1=+ s 806
2 /64 e

dx

So thome una osfera de 0.5 metros de radio v w s guiere dar un befio de aro de 0,1 milfmetro de espasor, (Qud
volumen deé oro s necesita?

Considerando la {6rmula del volumen de la esfera:
V=%nﬂ3 == ‘l.l”:%a'r.EF!2=lltTrFt2 = AV = a7A%dx
haciende R = B0D millmetros y dx = 0,1 milimetros;

AV = 4750070, 1 = 314160 mm

DERIVADA DE LA FUNCION RECIPROCA.

Sea f una funcién continua estrictamente creciente o decreciente en el intervalo |,y seat” ' la fun:

cibin reciproca de f. Si f es derivable en el punto ade |, y '{al = 0, la funcién ' es derivanle en ¢l pun
to b = fla), y se verifica:

S
H.— Iu{bb - e pe B
18 (b))
S i) A B ity B
Seala funcidn 1 R - R definidapar  fix) = ha'— 2 4 2= +5 gue es psirictamants cregiite ofn R ya guo

"lw) = 'J:u?— 2% 422 0 paratodo x real por tendr sud raices IMaginarias v sof positivo sl coeligiente di x*_ Para b
Nar (7 ")15) tendremos que hatlar o valor de x tal que fix] = 5:

x3_x24L2x+ 5 =5 — W x?42x=0 = WieZo i +2) =0 =% x =0, tinica solucibn ral, o sea qus
17150 = 0.
S 1 1 i
Aplicando la tarmula: (171} (51 = ———— = — = 3
!11'_| ‘5.1 f "..“

{
i

Sila funcidn f esderivable en al intervalo | y se verificague H'ly) = 0 paratodo y= |, 1a fun
cibn reciproca 77 es derivable en fi1), v severifica:

g — 1L |
UM LN

Utilizando la notacidn diferencial, esta propiedad se escribe asi

"dy T
o x dx
l__ dv |
L |
La funcitn definida por v = arc sen %, pare < |— 1, 1| equivale ala funcion x = wen v, para yE |- 55[
dy _ 1 dy _ 1
dx  dx dx  coky
dy

W COATID ara yE]—%,§| coty > 0, deunzv-hl::rszv:'l: c¢1v=\f"'1--:.uh=u_
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La funcidn definida par vy = areigx,

dy 1

i

dy _
d=

I
Fa

4]

-

1

1 +1gz-.r

d= v"i ey \..n"1 e

T .="
para % € |—m=, + =| poutlvale o la lunclén x = tgy, para ¥y E I_E'EI:

i

e

CERIVADAS 267

FORMULA DE LEIBNIZ. Silasfunciones f v g admiten derivada n—sima, se tiene:

(f-g)'" =

: 7
Seala funcibn x ~ g2 x 2, Haciendo Hx) =g

fri=) = ‘.'2‘ 2

, n 4 n - 2 2
de:dands m!qr_.t_bln: l:t‘h ?NHE___ { ; }“‘2: zn 1}21: "'{2 }::"-z“ 2 P T ‘{qu -‘-Ennx &

‘ln.g*(

1"ix) = w2

n, In<t s n =2 _w n i in=1 in
i . - g 1 + f.
1]' g+{2jf g (_q) 19 g
y alx) = x?:
'22. .ITrn[:} N sz_zn ;g'tx) =2x ; glix)= 2: q"'lkl =_”Eﬂ[n“‘, =0

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES PRINCIPALES

FUMNCION DERIVADA EJEMPLOS
fix) = [gix)|" Fix) = n[aix))" - g'ix) fix) = lax+b)" Fle) = nlm+81" " -a
L S
fix) = Viaw+p)™ = !
s el = nm{ch.-bll a
= ia:r-h]n
oy
— : 1 2
flx] =vax+b tix] = —tax+b) ‘A=
|
- 2 faxtb) s a
= a
Zvax+h
fix) = logatx) | Fix) = ——-g'x) fai = tog lwxvb) | #m) = —2
gix) ax b
] = lng (ae+b) = S
= n- log fax + b) x+b
. 1 .
fix) = lo ix] fix) = ——. g (% fin) = ey = )
bx) 9,1 bx) gix) Ioga g ket Il = log, x fh= % logh
1al (T} n by L]
fix) = e fix) =& . a'ix) fx) = lx) = e' a
Hx] = (\E fiix]l = e"§ !
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—[1+erg’alx}] g'lx)

(7] [ - &
fix) =a ¥ix)=a (loga)-g'lx) = Fikim o o)
fix) = sen glx) f(x) = cos g{x)g'{x) fix)=sen (ax+ bl | #ix} = coslax+h)-a
fhx) = sen V'x FEi & T =
2%
fix) = cosalx} Fiix) = —sengix)-g'{x) fix) = cos (ax+b) fixn) = —sen (ax+b) @
fix) = tggix) Flxl= —— . gkl = | fix) = tgtax+b) fix) = _.2‘ .
cos® gix) cos” fax + b
= [1+tg°glx)]-g'(x) = [1+tg" lax+bl ] 3
flx} = ctg gix) Flx) = ——! g'ix) = tix) = ctgfax +bl Pix) = —— LI
sen’ gix) sen® |ax+b)

= —{1 -:n;"l&x-—hl]-ﬂ

'”H-} = arc sen g[!-] ‘P‘X} . 1 gl {K} fix) = arc sen {ax+b) ik} = ;_ a
v ’ll_lgh"-ﬁl;r 'U'Irl [m-:-[ﬂ2
fix) = arc cos gix)| t'ix) = —;I-—-g'ix} b s arseas itl] o= ——— s
“1_[9{.”1 V11— lam+=b)"
fix) = arctgglx) | F'ix) = .g'(x) Hixh = arctg (e +b)|  Fix) = — _1 -2
‘1"'|I_J,|:.5tHE 1+ [ax+h)"
tix) = arc ctgalx)| fix) = =1 o g'tx} [ fix) = arc ot (ax-+bl Fix) = = —
1+[gix)] 1+ lax+ bl
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PROBLEMAS

{Univ. de Barcelona)

Fip el D=

teg, h i h " heo h

{Univ. de Murcia, 1991)

#(9) = Iim w - i YOFRI5-VE-5 _ . VEFh-2 _

hep hea h 0 h
ol WATh -2 AT @22 1 1 _[1
" hWaATh+2) " nWATh+2) ™0 VaThiz 22 [ 4

= W he 2

pof = gm JOER—HO) _ o MRTHR-0 Ll BVTER el

h=o En h n=p h hro

h=a hoo hp
R f{0—h} - f(0) _ Vi—h20—=h) _ . VhI-h) . h/T-R
10 =lim ———— = lim ——— = Iim = lim =

f=n —h hea =h h=g —h heo —

h>ao h>o h>a h>e

hen =1
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Estudio de la continuidaden x = 0
QO+h ( 1] }
= =0

Eﬂ D+ h) = LLT : e
h>o h>e R T 1+e -
fim flo—n) = gm —P o (—0 -0 __ 0.,
h o P30 g4 0 14e L. 1+
# e
lim 10 +h) =lim #0 —h) = {{0) => lafuncibn escontinua en x = 0
Estudio de la derivabilidad en x = 0
O+h
o0
0+h
R s ad i T B LSS S ) IR )=
h*a h =g h ) 1 i *E'j Ttm
h}'ﬂ ha TI::"'CI .I+.IEPI
0-H
v °
F R O-n
L] -— G — - —
hro h>o e l"'E-_h 1+e 1+ E‘"’
S
_1+u') L

oy = [0 == lafuncidn no es derivablesn x =0.

" {Univ. de Cadiz)

al Aplicando la definicidn de derivada:
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h2sen b+ kh -0

o tO+h—10) B 1l 1
r{u}_llm _..h__.'jllj-n; i -'!IIIIE (h:ﬂmh'l'k)— E.."J (h'WﬂF)‘l‘H.

como }s&n 1711- ‘ ],y h—=0,8 p!_'é:dun‘m de una tuncidn acotada por otra que tiende a 0 es O, esde-

cir: Jim (hsen 1) < 0, de donde; 10) = &

LET:]

SRTPNDRNSSRE. (RPN SO WS I |
h]Fameﬂ,Hxl-z;-mgi-x-m;.5+k-2x-m;—:m:+k
da donde:
inrml—cnﬁl_d'-k si x#0
i % *
Hix) =
k o w=10
T T cos ! ai)= s EY Tyes
¢ lim £ 4Ry = im (2h-sen - —cos - 4k )= lim (2nsen ) iim cos o+ k

=0 - Tfm‘-nns.% +k

Si consideramos, por ejemplo, que b toma los valores de la sucesidn
mero natural v 0< a< 2w

—— , signdo 'n un nd-
2nyt+a

lim :u;—:; = lim cos [(2nr+a) = cosa

hep R

v segun seas| valor de a. cos a oscilard entre — 1 v 1. lo gue nosdice gue no existe el Fm oS :_‘ v
1

por tanto Eampocn existe ol fim 10 +h). Lafuncidn §' noes continuaen x = 0.
.y

#l  Considerando gue

f{x] paralos valores de x que hacen fix) =0
fix) =

—'flk} Ll i ar LEs o o Ll r{!l {- n

w—3 sl A>3
F=x=0; =3 == |x=3i=
=[x =3} = =x+3 &l w3

de donde:
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—x+ 3 si x <3
fix) = X = 3 5 b Il |
ax + 4 si T x < 10

La funcidn serd continuaen x =7 s lim f{7—h} = lim #(7 +h) = 1(7),

h=g h=g
n>o =g
im H{7 —h) = lim [(?7-h)-3]=4
h+a h*a
e Ta+4 =4 = a=0
lim {7+ h} = lim [a{(7+h]+4|=7a+4
LT ST ]
h>=o
Con este resultado se tiene;
—x+3 s X < 3
fix) = =3 s Jax < ¥
4 1 T x <10
b) La grafica de la funcidn es:
I
I
! } N
0 3 7 m X

el Lafuncidn estd definidapara —= < x < 10, pl domnicde § es |—e 10],
De la grafica se deduce gue los valores de fix| varian de 0 a + = 0 sea gue el recornido de |
[0+,

- —h}= —h)—3]|— —h
d) e s s Ao e BTSRRI Ry
o —h h=o —h nea —h
P8 =,
U7 = lim H7+h)—HT) T 4~ . Iim o 0
nxo h h=a h hea B
=0

ia funcién no es derivable en x =7,
Como en un entarno de 8, suficientemente pequedio, la funcién es constante:  1(2) = 0.

w? cen®x —x . 2senwicosx %% (3senix — Zxcos x)

f = ==
) & 3
sen x an” x
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{Univ. de Barcelona)

) N o
fix) =(tq (g)) =  fix) = E(q;(;))- —11 L £
ms’(i') 2 Cﬁﬁa%

!. 1 —t-—'l i

gix) = {1+ x4 }E = g9'lx) = =11 +x%)? Lax® o 2x

{Univ. de Madrid)
Fix) = . lefex = a1 fox#lex 1
t 1”)’ —x 14x? (—xPe+x2 14x2
-
1
- 2 B _ 2 S,

M+ x2=2xt+ (T+x24+2x)  14+x2  200+x%)  1+x°

2
f’!xl=~iar:nnx+(%—%) ! +i— 1—xz+E- =2 =
- 2v 1 —x2
)
= xarcsen x + — (-’%-—%4-%!1— 2) _ X ). x arcsen x

Tomando logaritmos (neperianos):  log f(x) = cos®x - log (arc sen x)
1 1

.U?ﬂ = 2cosx (—sen x)- log larc sen x) + cos?x -

fix) arcsenx V1—x2 =
cos?x

2
Fix) = farcsen x)™" ™ | — sen 2x. log (are sen x) | +

arcsen x- vy _ 7
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a) \’nk-% (k esun ndmero real distinto de 0)
x
2 2
@ent K SE0 n x—lsen x) 1
bl v =k — = k{ x] - ?.d__k‘zsﬂ x lcos x) . x—f{senxj.1 _
" x ® x?

= 2% Sen XX COs X —sen X}

x4

(tiniyv. de Zaragoial

Ls funcién no estd definida an x = 0, y por tanto no existe [a funcidn derivada en x = 0O
; 1 1 -1 1 -1
Si x=0: fixl= + —= - =0
14+ 1.4.(_1.)2 2 1+x?T x24
X
Koy = | T
fi1) = actgl+arctg 1 = < + —~ == ; fl-V)=arctg|-T+arctg|-N=- -2 =—=
(1) g 1g $ 7373 1g g 3 d 3

Para dibujar la grdfica no hemos de caer en el error de afirmar gue puesto que f'ix] = 0, la

funcion es constante en todos sus puntos, ya gue f'ix) = 0 st x =2 0. En x = 0 no existe f.

0 para —w<x<( constanie parg — @ < x < 0

f'ix) = noexistepara x=10 fix) = { no estd definida para x = O
0 pam D<x< +@ constante para 0 < x < + @
yecomo f—1)=- 2 y fi1) = L, resulta rl
2 2 ET
- % para —=m<x<0
fix] = no existe para x =0 %
2

—;— para D xd
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19) 1+ senx

3 no existird para los valores de x que anufen el denominador, o sea para
— SEMN X

= 2kw+ % , k = 2 [véase la representacidn grafica de y = sen x|.

+ Fert <+ sen
fLESeN X 1 existicd para los valores de x que hagan "X < 0 o anulen el denomina-
1—sen x T~sanx

dor. Como para todo valor realde x: — 1< senx <1, Jii";ﬂ &5 igual o mayor qua 0, excepto pa-
—sen x

ra los valores de x que anulan el denominador. La raiz estudiada no exixte para x = 2kn + -;- .

log Hrﬂ no existird para los valores de x que hagan § ysenx = 0 o anulen el denomi-
- SEN X 3

1 —senx
nador, Para x = (2k + 1|mw +§- Jsenx = —1, 1+senx =0, rﬁ = 0, la funcidn no esta defi-

nida.
De todo lo anterior se deduce gue fa funcidn { no estd definida para == ko + % ke

29} $'[x) = X‘:saﬂx ‘/T-—sunx_msxﬂ-qenxl—t-msxi (1 +sen x} _

SBR X 2 14+ senx 11 —sen x)?
-1 1—senx 2cosx _ €05 X _ _oosx _vosx _ 1
2 l+senx []_genx)? (1+senx)(l—senx) 1-sen’x cos?x cosX

En x =2, para Ax =0, 3, considerando que y = 43—%:

) = = 2 2+u,3 2. 7 2,3 o
.:.-.r_ﬂza-u,;]-uz:-—{2{24-0*3}——zm——)-{z-z i} 2(2,37 = -—2——-7_

= 10,68—1,16—-T7= 2, 43,

dy = 112)-0,3=(4-2-3)-0,3=7,6-0,3 = 2,25

s donde Ay —dy=2,43-2,25 =[0,18]

fUniv. de Valencia)

Sea T una funcion derivable en el punto x . Si se
toma como valor aproximado de la funeidn en un en-
torno de x_ el de la ordenada de la tangente a la grafi-
cade y=f{x) enel punto (x_, fix_)), este valorapro-
ximado es f(x_ ) + dy_, siendo dy,= f'{xﬁldxﬂ. o sea
se considera que """"’/

fle, + Ax ) =fix ) + f'{xnldxu
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Aplicacidn: Sea f la funcion definida por fix)=¢", F'[x) =e", x =0 v Ax_=dx =0,007:

£10.007) = e°7°7 = £{0) + "0} dx = e+ e°-0,007 = 1+ 1.0007 = (1,007

(Univ. de Ledn)

a) Las funciones polinémicas son continuas y derivables en todo punto de R, luego la funcién

f: A — R , definida por
fix) = Bx?—8x?+ x5

es continua y derivable en x= o, cualguiera que ses a € R.
b} Siuna funcibn no es continua en un punto, no es derivable.

¢} Lafuncidn f: R — R definida por
3 para x<a
fix) =

x X =8

es continua y no derivable en x = a. — —

{Univ. do Madrid, 1981)

& m?/min = 6 1100}F em®/min. = 6000000 cm?/min.
Al cabo de 1 minutos, &l ﬂ:l?j'ﬂn del globo sera: % # R? = BODOODOD .t em’
Derivando respecto del tiempo {considerando que R es funcion de 1)

8 .32 9B - gooooo0 = 9B - 5000000

: — — o cm/min.

Cuando R = B0 cm: dR _ 6000000 _ 139 63 cm/min.
d1 47 (B0)?

(Uniy, de Madrid, 1991)
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B
T h
L L M
W 3~ Z000

h=zung§=Mﬂ=m-1 m

1, En el tridngulo OAB:

2. Enel trifngule DAM, sea x la altura alcan-
da al cabo del tiempo t: h ®
e
= =2 {t
tg &It} Taoo. = X D00 tg ¢ (1)
Derivandao respecto del tiempo
m
wlt)
9x _ 2000 —— - 2't1) 3
dr cas?y (1) 0 2000 A O 2000 A
coma gt = -2'—(] radianes por segundo cuando w:% radianes, la velocidad del cohete cuando png
radianes es:
1
dX _ 50p0 — 1. —& = 2000 - - =400 m/s.
dt Q'EI T 20 l Eﬂ
%% 3 4

fUniv. ce Mdlaga)

— Si a esraiz doble de la fraccién polindmica fix) se tendrd:
fix) = ix—a)fgix) = F£ix) = 2{x—a).glx) + (x—aP.g'(x) =
= (x—a)|2q(=)+ (x—a)-g'lx) ) = 3 esraizcde {'{x}) =0.
= 8i fix] y fix) tienen la raiz comdn a, sa tendra:
fix) = (x —a) hix)

f'ix) = (x —a) jlx)
siendo hix) y jix) polinomios.

Derivando la primera de estas igualdades; f'ix) = 1-hix] + (x —a)-h’'{x], ¥y como por la segunda
igualdad: f{x} = (x —al-jix) , resulta:

ik —al-j{x) = hix) + {x —a)-h'ix) == hix| = {x—a)-jix} = (x —a}-h'ix} = {x—a)| {{x}-h'ix}]

sustituyendo este valor en la primera igualdad -

flx) = [x—al-fx—a} [ jlx)—h'ix) | = (x —a)? [j{x]—h'(x})] => fix} = 0O tiene la raiz doble
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27 DERIVADAS

Para resolver la ecuaciéin dada sabiendo que tiene una raiz doble, se hallan la raices de su derivada:

S A B B A Tl oz B2 \r‘33’5;4.2?.1n_ 3;:3=

wim ik

28 28

vy se comprueba, por Rufini, cual de estas raices es raiz doble de la ecuacibn primitiva:
B8 -33 20 -4

2
3 12 -4 1 E es raiz doble
18 =21 G ]_g =
2 1Bx—-9=0 = xnl 0% |a tercera raiz
3 12 —6 2
18 -9 |0

Unwv. de Barcelona

2 )
fix) = ™" Por la farma de estas expresiones parece ser que

. Zn
Fix) = e "2 () = 2" 2™ (1]

)= e™2.2= 2% e™
La farmula {1) severificapara n = 1 y n = 2, suponiendo quese verifica para n = h:
M (x) = 2".0%", al derivar esta expresion se tiene que !
{1) para n=h + 1,

(x) =2"*".e?*, queesla formula

Estd demuostrado por el método de induccidn que la férmula (1] es verdadera.

F. as'arf an Cﬂnara }

Emplearermnos las formulas: sen 2x = 2sen x-cosx  y COSX = sen{x - % }

fix} = ﬂnx-mﬁx=%{zs&n:~mah=%mn2:
% _ 1 B - T
fix] = iimZx}-E-—:mEu-sﬂn[Ex+§}

Frix) = cus(ﬂ: ¥ %)2 =25an[2x+2-£}

o]

Fix)= 2 ms(2x+z--;-}-z = 2%sen(2x+ 3. ‘zi}

¥ ix)= 2% cos(2x+ 3-;-}-2 = z’m(hu, g)
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de estos resultados parece ser que 7 (x) = 2" un{.h+ n-% B3]

farmula que se cumple para n = 1.2, 3, 4, derivanda  (1):
n+7 n—=1 o _ A 'I'
"7 k) = 2" cos(2x +n 2 )2 = 2" sen (2x+(n+1) 3
que es la Farmula (1) sustituyendo npor n+ 1.
Estd demostrado que la derivada de orden n estd dada por la formuta (1)
Para todo n par, n = 2h:

Ih

9 ) = 22 m(Zx +2h ;T) = 27" sen (2x+ hE) =

12M0) = 2" Tsenthe = 27" 0=0

DERIVALDAS 279

(L. de Ovieda)

17} Considerando la derivada de las funciones compuestas:

o= i) = o= e = ()

)=

Como fixi=f(1)  wxe0: 1 ) = #Hix)

%]

lo gue nos dice que § es derivable dos veces.
2% De 1Vix) = _—;-ﬂxl sededuceque Wx#20: x? 47 (x)+f(x)=0 =
x
1-x? (%) + 0-€1%) + 1.¥{x) = 0
dgedonde a =1, b=0 e¢=1.

= 1(x) = flx} =1 Wx#0

x2

{Univ. de Cantabria)

La ecuacion de la rangente a facurva vy = f(x) enel punto (8. bl es: y =b=1"lal (x—al.

5i esta @ngente es paralela al eje de abscisas se verificard que ('la) = Ou

W= —TFx o f'!a}=l—2a=ﬂ:n=—;.iimdu %e[u.n
=1 3 1_1_5 i ; 1 5
Para a—z. v =1# > 3 =3 = |=r.lunl:lr:n|::|4m‘.:ln':lr.'|ii!l!l{2 .4}
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el punto pedidoes M{e — 1, iog (e — 1}).

{Uriiv. de Ovieda)

fliniv. Castifla — La Mancha, 71997)

f'lx) = 4x - 21x? + 26x + 3
Siel punto Mla, b} es el pedido, se verificard que las rectas:
y —b = flal [« —a) ;

son paralelas, de donde:

43° - 21a°+26a+3=3 => 43°- 213"+ 26a=0 . (42’

y = 3x+2

a=0
21:+/217-4.4.26 21+ 5
z—' + = - = =
4a°—-21a+26=0: a Sy =
fi0) = 4
1 =7 13 3 4
2 2 - 10 B 1B = {2 =
1 -5 I & 22
1 T 13 3 4
13 13 -195 169 4693 _, 1_3) - 5717
4 4 16 g4 256 4/ 6
1 15 12 361 5717
4 1 64 256

www.FreeLibros.me
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—21a+26la=0 =

13

28 2
8 4

=2

Los puntos (0, 4), (2, 22) v

(13 ::T‘[?
' 256
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Sea Mia, b) un punto de la curva dada. La ecuacicon de la tangente & la curva ¥ = fix) enal punio

{a, b} dela curva es:
y—=b = fia)-Ix—al.

.
Y=§§-—-=E—3!+l = ¢ =x"-2x-3 = ftlal=2"-22-3 =
y—b = {a’—2a =3 (x-a) (1

es s ecuacion de la tangente 5 la curva dada en el punto Mia, b). Verificdndoss, por estar M sobre la

surva, qua
3
b=35—-ai—:ia+l {2}

a) 'Sila recta de ecuacion (1) es paralela al eje OX, su coeficiente angular es O;

. 2
B Ztv'ﬁHTfE 2=4 _ -~

2 2 b
=1

de (2] resullagquesi a =3, b =-8; ysia=—1, b = g Llevando estos dos pares de valores a

a?—2a—-3=0 = a

{1) obtenemos dos tangentes a |a curva paralelas al sje OX:

bl Sila recta de ecuacion (1) es paralelaa la recta y = Bx + 3, &l eoeficiente de ambas rectas s
el musmo !

L

=Z=\r’4+ﬁ_2 ﬁ=f4

#*—28—-3 =5 == a*=2a-8=0 = a 2 3 -
—2
y oomo &l punto Mia,b] estd sobre ia curva, se verifica |a relacidn (2):
S 54 17 -8 1
=4 : = — —-16-124+1 = — >« = ~3: = — - ==
para a b £ 1 3 ; para a 2: b 3 44641 3
de donde resultan las ecuaciones pedidas:
17 117 1 31
"' r— 5 '-'4 . = e : = i = +_-‘-
¥ 3 (x—4) vy =5x = ¥ 3 Bix+2), |y =8x 3

¢} 5 dos rectas son perpendiculares, el producto de sus coeficientes angulares es igual a —1:

a*-2a—-3)- - =—1=> a’-2a-3=-3;3"-2a=0 = a=0, a=2

L) | ==
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obteniendo en (2] los valores correspondientes de b

pars a =0: b=1, paraa=2: h:g-4-ﬁ+1=— ?

v las rectas pedidas serén:

vi= Tim =Fix=0 ; : v+%=—3{n—z}, v=-3n—'§

fx) = log {1 +%%) = Fix) = ——.2x
14 %2

Recordsndo que dosrectas vy = mx +b. y = m x + b’ son perpendiculares si y solo si
m' = =1 [] mm'+1=0,
m

sl @ eslaabscisa de punto buscado:

Plal 't +1=0 = 28 21
1+a 1+17

L1 =0 = 4a+201+8°)=0;a+2a+1=0:a=-1

fi=1 =log[1+ (=1 | =10g2 = el puntopedidoesel (-1, log2).

Considerando que la ecuaciin de la tangente & la curva v = fix) &n el punto Ju ¥, I d# |la misma
e y—y, = Pix_)ix—x ] setiene:

¥y = % =y = '_'TI que particularizada para x =3 vale v'= :glide donde |a ecuacdn de in
X

@angente en &l punta |3, %i es;

-1
rax=0: ——=—10-3; =
1 2] ¥ 5 ¥

LM

Y- == (x—3)

G| =

= Shtw—g); 3=x-3: x =6

= =0 0=
g 9

Ios puntos de corte de la tangente con 10s ejss son [ 0, % ]. y 16, 0). Bl purto medio del segmentoque
tieng por extremos estos puntos es el que tiene por coordenadas |a semisuma de las coordenadas de los
EX1remos 2
0+6 E
7 ] l 3'
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La ecuacidn de |s tangente a la grafica de v = fix) en el punto Pix_, v ) de la grifica es:
¥—¥,= f'{:-:nl '!"—".;j

1 . _ =1 ¥
¥ = x = o= F ==
la wouacion de la tangante g lagrificade v = % en B
el punto Plx_,v_) es: Plx, ¥,
Yo = gl o, P W X

L]

haciendo y = 0 obtendremos ia abscisa del punta M de corte de |3 tangente conal eje OX:

-1 -
O-y = Eﬂx—xﬂ! => yxl=x—x, (1

por estar ¢l punto Plx .y | sobre lagrificade y = % satisface su ecuacion, o seaque y, = .=
%
llevando este valora (1) ¢

:— xi SRR S O N T o 25.-.:' == las epardenadas del punto M son ‘?“u.- ol
La madiatriz del segmento OM e x - x_. y como las coordenadas del punto P satisfacen ests
eruacion, el punta P estd sobre esta mediateiz, 1o que nos dice gue el trignguio. OPM es isosceles,

y—a' _ x-—3a b - &

- R T R A ~al ¥ 8 v= (htalx—
p?— 53 h—a ¥ b5 x—al a . y=Ih+alx—ah (14

Fix) = 2x = laecuacion dela tangente ala parsbola en el punto Cie,c?) es:

y—e? =Zefx—el ; y=2cx—¢? i2)
Lasrectas (1) y (2] serdn paralelassl 2c=a+b ;| c = a;h , llevando este valor a  (2) re-
sulta:
waatby  ladbft | [ eon e in+hh2—|
y = 2 5 * I ¢ |y =1la+ blx =
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({5} 'v. de ew‘.iaj

Hallemos el punta de corte de ambas curvas. Dividiendo miembro a miembra sus ecuaciones:
ety y =cigh => y=1b
sustituyendao este valor en la primera ecuacitn:
“cosh=e"cosh = x=a
Las curvas se cortan en el punto {a, bl.

El dngulo @ bajo el que se cortan las curvas v = fix). e y = gixlenel punto (s, bl estd determi-
nado por la férmuia

tg & = f'lal—g'lal
1+ f1{al-g'al

Derivando respecto de % las funciones implicitas de las curvas del enunciado .

; * ., cosy ; cos by
p¥.posy +e*(—senyl-y' =0 = = f'lal = ——
f t yiy ==y s8N Y = sen b

=
E”*il!n*.r"{"ﬁ‘”'msvvv' = D = .’r..z_iﬂl'l'!f :‘ .g'{aF=—“”b
cos y cos b

osb [_SEﬂb

ctgh+1twab b+1gb
tga=WHh Mb= g g Em m:m:-ﬂzgﬂuﬁ

las curvas se cortan ortogonalmente.

(Univ. de Madrid)

Sea {a, bl un punto de corte da ambas curvas.

=Y =1 1*'I|I'+ﬂ~"||"=ﬂ y’:__:. f'ia,:._!:-
= —" = =
Wiyt 2x-2yy' = 0 y= % gl = 2
¥ 7]
_b a
a b kY a2 T S
== b _ Ih+al=( Ib+ai=m) 5 [a-ge=Z
ba 1-1 0 2
y e S
ab
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CAPITULO 11

CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO
MAXIMOS Y MINIMOS
CONVEXIDAD

CRECIMIENTO ¥ DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION.

La funeibn f definida en el intervalo | es estrictamenta creciente en el punto X, = |, siexisteun
entorno simétrico de centro x_ de radio &, tal que para todo h, 0<h< &, severitica:

| fix,—h) < fix_ ) < f{x_+ h) |

v Bs estrictamente decreciente si

fix_—h) > Hix_ ) > f{:-tu+hi

También se puede definir asi: la funcion f es T
LE] [+ U =]
gstrictamente crecignte en xu 5 EHiSIE un antoarna
E de x_ 1al que para todo x = E se verifica:
| fix) —fix,)
>0 (1) 1
X — X, | / :
S— Iﬂ.xu] f{x], :
y @5 gstrictaments decreciente en X, =i ”?‘}: : . :fh(q}
: — . XX, X X,
fix) — Hxa] [
 ———— L (2)
X — X

(=]

S5i en las expresiones anteriores se sustituye el
signo << por = y el > por 2, tendremos la defini- I
citin de funcidn creciente y decreciente en un pun- i
10 g | F'.L

=

FUNCION CREGIENTE FUNCION DECRECIENTE

Sila funcion f escrecienteen x_, y existe f'qxni.sa tendrd que f‘llxn} = 0, yaque de (1) se

deduce que '(x_) = Ifm fix) —fixs)
LR 3 B o— Kn

= 0
Si la funcidn f es decrecientzen x_ y existe '(x ), se tendrd que f{x_) < 0, ya que de (2} se

—f
deduce que F(x_ ) = Iim M < 0
& x=ug x— %,
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Sila funcién 1 es derivable en x, ves Flx ) >0 lafuncidn es estrictamente crecienteen x_. y
si Filx, ) <0 eeestrictamente decreciente en % . Conociendo solaments que f'ix_| =0 no pademos
saber 5l la funcitn es creciente o decreciente en Xy

Y
Latuncibn 1: R = R definidapor fix} = =7 s deri
vable YxeER siendo Mxl=2x Enx =— 1: I'l=1) =
= =2 {J es decrecients, en x = 1) {11 =20 escre-
cinte, y en x=0: fix] =0, no eserecients ni decrecignts, !
-1 0 1 X

Sila funcidn f es derivable sobre el intervalo | se verifica:

— f crecientesobre | = fix) > 0 Yeel

— f decrecientesobre | = ix)= 0 ¥xe |

— t constantesobre | = fixl=0 YWxe&|

— fix)>0 V¥xE1 = T esestrictamente creciente en |
— Pzl =0 Wxel = 1 esestrictamente decreciente en |
— Pix) =@ ¥x =1 = 1 esconstanteen |

Las propiedades anteriores stlo son véalidas sl ls funcidén § es derivaile en el intervale |, 5 | no es
un intervalo, no se pueden aplicar,

¥i

La fumcifn {daﬁnldlnnulcmnjunm| 12w [3, d]mt 2!

1 s xE|12 '

Hx) = s e |1,2] |
2 il =mE |34 14 —

e il e M{x) =0 pars todo & perieneciente & 24 campo de |

definkcidn, ¥ it embargo, la fungibn no od constante en dicho E'_ = - 3 4 X

4

campo (este campo no es un intervsao),

Para hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcion f se abtienen las raices
de f'{x) =0 v lospuntos donde no existe f'ix). Tendremos a8 los posibies extremosde [os intervalos
en los que cambia el signode F'(x).

Fyan
Sea hallar |04 Intervalos de grecimisnto y decrecimienio de la funcldn 12 R— R definida por fix] = = — 3‘\."-*2,

2
E 2, 3
3 1 _2 R
fix) = x— 3x :.‘rf’lull=1—3-§x =1—z—,="f S P =0=> Vi-2=0 = x<8
w3 V=

para % = 0 e anla of denominadar de ixl, lo gue implica que no existe 17(0).

Can estes datos podemas formar el sigulente cusdro, donde con * umbolizamos gue la funcldn escreclenta ¥ can
% gue es decreciente,

E - i) a8 +
| ¥
i) + no existe - 4] +
: :
tix) ¢ ' \ ' t

La funclon es crecients en los Intervalos |— o, 0 v |8, +=| y decresiante en |0, 8|
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MAX IMOS ¥ MINIMOS DE UNA FUNCION.

La funcion f definida en el intervalo | tiene un maximo relativoen e punto x_ £ 1. sl existe
un entorno simétrico de centro x_ yradio 5, talqueparah, 0<h< 5, se verifica:

if{xu —h) < }:uu: > fx_+ an

tiene un minimo relative en *, gl

H:w.n— h) = [Ixu] < f!xg*— il ‘

También se puede definir asi: La funcién T tis
neen el punio % un rndximo refativo st existe un

entormo E de x_ tal gue para todo = de E se wve- |

rifica:
|T[Ri < fflu ]_'_ (3) I

el

=z T
E MR-
gﬁ

d*

+

-

y usneen x_ un minimo refativo si

) > fix, ) | (4

Si la funcidn tieneen x_ un miximo o un minimo, se dice que tiene un extremoen x .

Sila desigualdad (3) se verifica para todo x € |, la funcitn tiene en x, un méximo absoluto en
. Si [(4) severifica para todo x & 1, lafuncibén tiene on X, un minimo absoluto,

i la funcidn { es derivable en x v tiene un mdximo o un minimoen x, se verifica que f{x_) =0.

La condicibn ”"u | es condicion necesaria, pero no as suficiente para que haya extrema an X
Si f'{xnl = 0. para ver si [a funcidn tiene en x_ un extremo hay que estudiar el signo de fix} a dere-
chao & izguierda de Xt Saa b uninfimesimo.

| f'!xa— hi =0
| f'lxn4-h} < 0
1"'!.1tn]' =4 | f'lxﬂ-h} < 0
| f'ix,+h) > 0
l‘[:“—hl ¥ f'l{xn-l'-h]' tienen el mismo signe = f no tiene extremo en x|

= f tiene un MAaxXIMOo 2N X,

= f tiene un minimo en X,

Para hallar las maximos y minimos de la funcion f: | — R, se obtienen las raices de f'{x) =0 vy
s puntoes donde no existe f'(x). Tendremos asi los posibles puntos, junto con los extremosdel interva-
o [, 5 &ste es compacto (cerrado v acotado) , dande la funcidn puede tener maximos o minimos.

Sea Hallar lod extramos de la funcibn §: [ =8, 10] = R doefinida por flx) = x— 3\!’3 x?,

a Z_4 E
3 2 B
the) = x—3xT = i'!xj:i—.‘]-%-“ = Y- - V=2 S fx)=0 => x=B

2
¥

t{x) no exista para x =0
Los posiblies puntos donds hay extremod son B 0, = B ¢ 10, [—8 y 10 son lod extremos del conjunta de definicién).

| -8 a B 1a
=) ! + nuiﬂ-:l'rlﬂ — 1;‘r +
$ix) | -30 7 0 N -4 ’ 1033100 = -3.92
Lo funcion tiens en x = — B unminimo absolutocigual a =30, en x = 0 un maximo absoluto iguasl a O, en

3
= f un minima relative igeal 3 =4 v en x = 10 un mazimo refativo igual g 10 = 3 V100,
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FUNCIONES CONVEXAS.

La funcién real  definida en gl intervalo | es convexa en |, & cuslesquiera gue sean los puntos
aclybel, yel nimeroreal A < | 0,1], se tiene:

e —_— —_—
|f[ha-.'- (1=Ab | = hia) + (1—=X} b}

La funcibn 1: B -= 8 dafinida par f{x} = »° es convexa en cuakquier intervala | de R,
Enegfecrn: Yacl v Yo, vy YAc]|0,1]):
ra+=Ab] = [Aa+ 11 =MbP =a¥a® £11=0%6 +22(1-Mab

X Ha)+ 11— A1 Fb) = Aa” + (1= ) )b?

f[ha+ (1=Ab]—Mia)— (1 — A} tib) = Na® (N = 1+ (=N (1 = A= 11+ 2N 11 —A)ab =

= —AMI=M {2 +b7=2ab} =—A1-N (a-b1° <D =
Hia+{1=Xlb]| = Afla) + 1 = Al Hik) = f ascomexa

La funcién f es chncava en el intervale | sila funcign —f es convexa en el intervalo |

Geométricaments: SI {C) es la curva represen-
tativa de la funcidn convexa f en el intervalo | = |ab]|,
la cuerda de extremos M|a, fial] v Plb,f{b}] esta
por encima del arco de curva MP. Si la funcidn es
chncava, la cuerds MP esta por debajo del arco MP.

Si la funcién f es derivable en el intervalo |, Ia |
tangente a la curva en cualquier punto de abscisa FUNCION CONVEXA
c € |a, b] estd por debajo del arco MP $i la funcian
es convexa. Si la funcion es cdncava, la tangente esta
por encima del arco MP.

i P
Para que |3 funcién f, derivable en el intervala | ,,_;:-*'
sea convexa en |, es necesario v suficiente que su deri- M : .
vada f* sea creciente en |. | a c b
La funcitn f; A —= A definidd por =) = %% g Conve. FUNCION CONCAV A
xa ent cualguler (ntervalo | =|a, b) de R.
Enefecto: Pix)=2x =5 gribl = O = 20 = 2> 0 =% " escreciente = f esconvexa,

b—a b—a

Para que la funcién f, dos veces derivable en el intervalo |, sea convexa en |, s necesario y sufi-
ciente que ' (x}>0 VYxe|,

La funcion f: A - A definida por H{x) = :7-1.'5 convess an toda intervalo | de A

En efecto: Pixl =2x, fMix] =22> 0 = I pscomvexaen |.

Para gue la funcibn 1, derivable en el intervalo | sea concavaen |, es necesario v suficiente gue s
derivada ' sea decreciente en L

L funcidn 1: | —w, 0] - R definida por Hx) = x> en cdncava en cuslquier intervalo | =[a,b]C|-=,0[.
Plo)=ffa) _ 3F—3a 3ib+el (b2l

b—a b—a b-a

son dos nimeros negatives] =9 1° esdecreciente =5 1 o5 chnoava,

En efecta; ['i~'= Ix? =t = 3+ al <0 (puestogue a ¥ &
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Para que la funcitn 1, dos veces derivable en el intervalo |, sea ebncava en |, es necesario y sufi-
ciante que f'ix) < 0 v¥xel.
La funcibn |~ =, 0] - A definida par fix} = %3 es chncava en cualguler intervalo de su conjunto de defi-

nicitm,
Enafecto: 1'fx) =3x%, 1"{x) =6x <0, paratode x <0 => { escdncava,

Para hallar los intervalos de convexidad y concavidad de una funcidn f, se hallan las raices de
i“lx) =0, y losvaloresde x on los gque no existe . Tendremos as' los posibles puntosen los que cam-
bia la convexidad de la funcién,

2
—=
Estudiemos la convexidad de la funcibn §: R - R definida por f{x] = x e 2
_ﬁ -:E—.E:It _l,? _t_;. .."_1, _£
Fix) = Tre 2 $xg 2 2 = [1= :::Ja 2 %) =e=2xe 2 +{1--:"]e + -_2*= wix?-Fe 7
2
2

(%) =0 => x(x?= =0 =>x,=0,%,=V3. k3=~ V3 => M) =xix+ VI x - V3 ¢ H

x | — = — %3 o V3 + >
L ] - + - +
1 concava Convexa chncava CONVEXa

La detincidrr aure hemag dada de Funeddn convexa y funcion cdncave ox fa admitida internescionalimen te, Las expre-
siones de cdneava (o convexal haciales vy = 0 ohacia las y < 0 sstdn anticuadas y detren evitarse,

PUNTO DE INFLEXION.

Sea f una funcibn real derivable en un entorno
del punto a, y [(C) su curva respecto de un sistema
de referencia ortonormal,
El punto M[a, fla) | es un puntode inflexitn
de [C) silatangentea (C) en este punto atraviesa
i la curva,
La ecuacidn de la tangente a ka curva v = fix) T
en el punto de abscisa 8 es: '

y—flal = f'{a)-(x —a) = y,="fla)+(a)-(x—a)
y.— ¥, = flx) — fla) — f'{a) - (x —a) i

El punto M{a, flal | es de inflexidn si el signo
de la expresin (1) enun entomo de a, es distinto
para x < @ Quepara x > a.

Enel punto de inflexidn la funcidn pasa de con-
vexa 3 concava, 0 de conecava 8 eonvexa. Es condicion
necesaria, para que el punto de abscisa a sea de infle-
x16n, que f'{a) = 0,

Si la funcion es continua en el punto a, y tiene
derivada infinita en dicho punto pero con signos igua-
les a derecha e izquierda, se dice que Mla, fla)l| es '
un punto de inflexitn con tangente vertical. | a : a
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Dada la funcion f, para hallar los puntos de inflexién se caloulan las raices de '(x) = 0 v los va-
loresde x para los que se hace infinita la expresidn f{x). Tendramaos asi los posibles valores de  x
de los puntos de inflexidn, El signo de f"|x| a derecha e lzquierda de cada una de las raicesde f7(x) =0
nos dird si tenemos punto de inflexidn. El signo de f'(x} a derecha e izquierda de cada uno de los valo-
res que hacen infinitaa f'{x) nos dird s estos punto son o no de inflexidn.

Sea a unaraiz de '{x) =0

f'fa—hl>=0
= punto de inflexidn

lat+h}< O

ffa—hl< 0
== punto de inflexidn
ffla+hj>0
s
f'la—hj> 0 . . f"fa—hl< 0 l
=% no hay punto de inflexibn : = no hay punte de Inflexidn
#'(a+hl > 0 Fa—h) <0 |

Sea {: B — A la funcién definida por Hx)=x%: .
5 * ; N9 —nl = 12{-h1" >0
Plx)=4x~ ; 1"(2) =12 ; t"{x]=0 = x=0: => f =

. t0+hi=12n2>0
ol punto de abscisa x = 0 no es punto do infloxion,

Sealafuncién §: R =R definidapor fix] = x° — ﬁ'-t:‘-'-El -4,
Ple) = 3x?— 12x+8;: 1"ix)=6x—-12; {"xl=0 => Brx-12=0, x=2
F{2—h)=BlZ—h)=12<0 l
= ol punto do abscisa 2 es punto de inflexidn
P2 +h) = B2+h) — 12> 0 |

Seg a3 unvalorde x gue hace ix) = : @ ¢

fla=h) >0 ) ‘
H = punto de inflexibn con tangente vertical [
f'la+h)j>0|
—3 o
fla—hl<0
| ) = punta de inflexidn con tangente vertical |
flat+h) <0
T &
fla—h)> 0
} = punto de retrocese |
flath)< 0 | *
ffla—h)<0O I
= puntede retroceso i 1 ,
fla+h) >0 | a a
i o
Seals funciGn f: R - R dafinida por f(x) = x3: == x) = 5'1 3.V V- e mpeoa
33 3
wm—m;%3 LI ¥
(~t)? =% ¢l punto (0.0) es punto de inflexiGn con tangente vertical .
Yo +h) = L
3 33
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PROBLEMAS

(Univ. de Leén)

x=0
f'ix) = 1.e* + (x—1)e" =x.e" ; Fix)=0 e =0
ix] e* +(x—1]e" =x.& ix) = X ot =0 o tiensg solugidn]
+ =

X — o

' ix) -

+

-qo-rta

fin} decracients orecients

fUniv, de Santiago)

1“"[:::- =1-2posx; Fix)=0 =2 1-2osx =0 cosx = %— Los valores de x que cum-

plen esta iqualdad en el intervalo [0, 2 7] son: g—
W _ b= .
3 ¥ 2n=- == 3" /‘ |

-1& 05 f1
|

Para x € [D,%L 12 cosx> % = f'ix] = 1 -2 cosx <0, la funcién es decreciente

L=

Tox & |~;— .%ﬂl , =1 < oosx< ;}ﬁ- f'ix) = 1=2c0sx >0, la funcidn es creclente

"X E ]%,2#]. %{mu-ﬂ‘l = f'(x) = 1 -2 cosx <0, lafuncidn es decreciente
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fliniv, de Santiagol

Como sélo los numeros mayores que cero tienen logaritmo (reall, la funcidn existira solo para los
valores de x que hagan (x—1) (x—2) > 0. o lo que es lo mismo, los valores de » para los que los fac-
tores x—1 y x—2 tengan el misma signo. Estas factores se anulanen x = 1 yen x = 2, por tanto
tendremos que estudiar su signo en los intervalos |— =, 1], 1.2 v J2.+=].

i—-1<0

Para x € |-, 1| = (k=11 ({x=-21>0 : ——
x—2<0 x 1 2
x=12>0

Para x € 1,2| =  (x—1}{x—2)<0 .
x=2<0 P x 2
x—1>0

Para x & |2, +=| = Ix-1}({x=21>0
x—2=>0 1 2 ®

de donde As=l-w,1luU]2 +=|
Para hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento hay que estudiar el signo de T (%)

(=2} + (x=1] . 2%—3

f'ix) = =
{x—1} (x—2) (x—1})(x—2)

El numeradaor se anula para x = 22 y &l denominador para x = 1 y x = 2. Para estudiar el sig-

3

no de f'(x) habria que ver el signo en los intervalos J—wm, 11, 11,1, 1%,:: y 12 4=l

2
pero como sHlo en el primero v en el Oitimo estd definida ia funcidn f, los otros se descartan:
2x=3<D
Para x€|—w, 1| | x—1<0 = f'(x1<0, : —
x-2<0 x 1 g 2
la funcidn es decrecienta,
2%x—3>0
Para % € |2,4+m | x—150 = F(x)>0 . ‘
x—250 1§ 2 x

la funcian es creclente.

fUniv. dfe Malags) — (Univ. de Mureia, 19971)
www.FreeLibros.me



CRECIMIENTC Y DECRECIMIENTO = MAXIMOS Y MINIMOS — CONVEXIDAD 2893

Estudiemas la funcidn f: | —1,2) = R definidapor f{x} = x?— 36x + 10:
fl-1) = —-1+36+10=45>0; f(2)=8-72+10=-54<0

La funcibn, por ser polindmica, es continua en el intervalo [—1,2], y como f{—1)-§{2) < 0, segin
el teorema de Bolzano, existe al menosun ¢ € |—1.2| tal que flc)=0. La ecuacidn tiene por lo menos
una rafz.,

Fix) =32 -36=3(x-12) : Fix)=0 = x2_-12=0;:x==+12 =
i | =1 2
Fix) = 3x+V12)ix—12) = () — =
fix) 45 ~ =54

la funcion es estrictamente decreciente en el intervalo |—1,2] . la rafz anterior es Gnica.

Estudiemos la funcién 7: |0, 1| - R definida por fix) = x5 +x—1:
fl0)=—1; fil=1+11=1

La funcién, por ser polindmice, es continua y como f{0) -f{1) < O, seglin e teorema de Bolzano,
axiste al menos un ¢ |0, 1] tal que fle) = 0, osea que laecuacin f(x) = 0 tiene por lo menosuna

raiz.

fix) =5x*+1>0 = vx<|0, 1| = lafuncidn es estrictamente crecients, lo que implica que
la raiz anterior es unica,

AT
P

{Unsv. de Valladolid, 1997)

Se verificard la desigualdad sila funcién f: [1,+= | = R definidapor f(x) =logx — E—is':_—r

B85 No negativa.

i) =log1— 20=1 _o_g-qa

T4+1

. 1T 2x+1)=2x—1)-1 _ 1 4 Ie+1)7—4x _ x¥+2x+1—dx _
fla=>= gt 7 - TR

® (x+ 1)° X |x+1) x{x+ 1} xix + 1)

2 + — 132

=5 <X 21 = 1] =0 paraxz1 = lafuncidon f escreciente en todo su
xlx + 1) xix+1)2
campo de definicion.
2(x—1)

Si 1) =0 y lafuncién f escreciente, flx) >0 V¥xe|l, +=] = logx> o
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i = S - —,

——————— e =rr e T

Consideremos la funcién f: R, — R definida por f(x} = x —log (1 + x):

n 1 x .
f =] = —0 = =) - =
x =1 e e >0 Yx>0, siendo fi0) =0—log 1 =0
% |0 +m
flx) + = Y¥x>=0: fix}>0 = x—logil+xl>0 =
Fix) | O crecients 2= log(l+x) )
Sea |a funcién g: Ry — R definida por gix) = log (1 + x) — 'I:-u :
; 1 114+ x)—x1 1 1 1+x=1 %
Hlnl=ﬂ;'§h‘:}= — = — = — =0 Yx=0
T4+x 11+ %) % (4% +xP g exp?
® |0 + @
a(x) + = V¥x>0: gixI>0 = Togt1+:!|—% =0 =
gix) |0 creciente log (1 +%) = i 12
T+x

De (1) y (2} resulta: Vx>0, x>log(l+x)> ‘FXT
X

{Lirtiv. oo Madfricl, THST)

La funcion no estd definida para = = 1, valor gue anula el denommador

Fix) = 2uix—1) —x%.1 = KE—'Z";
b= 11% fx —1
¥ ¥ =0 fig)r =0
Fisl=0= 2X=2X_4. 2 2x=0 =
;,;_1',2 ’ % =2 fi2] = 4
* —m® 0 1 P +m=
i) = Rlx=21 + 0 — | — @® +
% — 17
fix) A 0 * w 4 -

La funcibn es crecienteen | —=, 0| U |2, += [, esdecrecienteen |0, 1(L] 1, 2[, tiene un
méximo relativo para x = 0 y un minimo relativo para x = 2.
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Recordando s variacion de cos x on el intervalo |0, 27| y como — x es negativo en dichointer-

ala:
il 3r
i I S S i E
] . !
) l) — 6 = 0 = | o i
fiix) | “ - ' \. '

o sea que la funcidn es decreciente en los intervalos |0, %_[ ¥ 1% . 2m |, creciente en el intervale

3n

|-;:.-?[.rieneunmi‘nimnun X = y un mdximoen x = =—.

Pix) = ax®+ bx’+cx+d ; Pix) = Jax®+2bx+c | P'ix) = Bax+2b

6a= 1
=h.'-a|::41— p b=

i 1
P'lx)l=x—1 = Gax+2b=x—1 = -~
2b=-1 6 2

=

Pix) = %xa-_%_xi-l- cx +d

Si Pix) tiene un minimo en el punto (-4, — —;—) , se varificara:

. 1 1 1 . 1
Pld) = — — 4 _ A+ 4c+d= - -
(4) 5 = %3 ¢ %
c==—4; d=13 =
P = 0 => _#-4+c=0
Pix) = L x3— 1 x?_4x+13
8 2
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fix) = sen x +mn[g— —x)

Transformemos esta suma de senos en producto:
sen {(a+b) =sena-cosb+ cosa-senb
sen (a+b) =sena-.cosb—cosa-senb

= snilat+blt+senfa<=b)=2sena-cosh

hacienda a4+ b= x . = 5 B ) .
- = a=4—; b=x_3 :»-f{::=2mn:‘--m5!x-zl=\'E-cos{u—-il
a—b=——3
2
_T.p ,:.‘I
L T | 4 4
i) =—~2sen(x—=) ! fix}=0 = senix——)=0 =»
¢ ! | ElI--=;|'r x —rlﬁzﬁ
4 Rl
fi0) = v2.cos (— 1) = 2. va_, 1 #5)=vZcos0=v2 : fix+E)=nZ.cosz =2 ;
4 2 a a
H2w) =VEoos (2 — %) =vZ. Y2 _ 4
4 2
w 5w
* 0 a + 2
i) | + - +
flx) 1 ” V2 “ =3 . 1

La funcidn es creciente en |os intervalos [0, %1 i ‘:; 2w |, v es decreclente en &l intervalo

r 5w
14. 3 l
En x =0 tiene un minimo relativo, en x = l—’; un maximo absoluto, en x = i—“ un minimo
absoluto y en x = 27 un maximo relativo,
"ﬁnirmdm cibn de ﬂm_,.'_' x._mdinmwp (&, b] y derivable en 1=.hr BT{'

tfm:h:m o M,# hﬂﬂhrm:ﬂnm -

&-qi' Si 1'(e) = 0, entonces 1 admite méximo o minimo relativo en |
BY St I sdmite miaimo o minino relative sn 5, entonces -£.(c) =0, *

(Univ. de Valencia)

a) No se puede afirmar que la funcign T tenga en © un maximo o minimo relativo.
Si la funcidn f escontinuaen [a, b vy derivable en |a, b[, es condicion necesaria, pero no
suficiante, para que en ¢ < |a, b[ la funcidon admita un maximo o minimao relative, que flick =0
Lafuncion f: R —= R, definida por fix) = x?, escontinuaen [—1, 1] derivableen |-1.11

f'ix) = 3% == {'(0) = 0, vy sin embargo no tiene l
méximoni minimo en x = 0:

fl0—h) = (—h)¥=—h3; 10) =D ; /‘

fih) = h® == fl0—h)< f10) < F(0+h)

www.FreeLibros.me



CHECIMIENTD ¥ DECRECIMIENTD — MAXINMOS Y MINIMOS — CONVEXIDAD 207

b) 5 fadmite mdximo en ¢, siendo h > 0:
flc—h)—fic) < 0 = L[‘_::.Ei?]ﬂ >0 ==

i fle—h)—flc) =
h =g —-h

0

flc+h)—Ffilc) =

flect+h)—fle) <0 = b 0 =
lim wqg
heo h

comao, por hipbtesis, la funcién es derivable, existen ambos [imites y son iguales. Como el primer limite
es = 0 y el sequndo = O, para ser iguales tendrin que ser ambos nulos, o sea que

i He=hl—fte) _ fle+hl —tle) _ .,

n=g -h LR

(e} =0

(Univ. de Madrid)

fix] es positiva para todo = = 0.
1

Tomando logaritmos neperianosen  flx) = Xt log fix) = % log x

. . £ (x) _ _:_1_ 4 _!..l - J.. —
Derivando: e = log x e “2{1 log =) =>
1
frix) = fix). 1 1=logx) = " J—H-lﬂgxl
x2 2

1

fix] =0 = x‘lﬂi1-¥ugx]=ﬂ = 1-logx=0; logx =1 x=¢g

X

x 0

e -+ @
f
=l + 0 = = {a funcidon tiene un minimo en
L] H = E-
fix) B e -
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{ Tendremos en cusnta gquelog 1=0 si h>0: log (1 —h] <0, log {1+h] >0 yguelas potencias imparesde

nimeros negativos son negatives),

e | i
ix) = 1-(log x}l“+x~nﬂnrg ) 1;: {Ingx]n 1-{!ugn+ni
T Iiugxln_l:ﬂ; x =1
fix) =0 == (logx) dogix+n) =0 =
logx +n=0. logx =—-n; x=¢g
Estudioen x = 1. Siendo h > 0:
#(1—h) = [log{1—h}]" -llog (1 =hl+n]=(—4=-}<0
== existe un minimao en
n=1
fl1+h} = |log{1+h})] -llegll+hl+n|={+-+=+1>D

x =1 iguala f{1) = 1.{log1)" =1.0=0

Estudioen x = e ' : Si tuga_ﬂz —-n. log [e'"—h]f -n, y log{e "4h) > —n, dedonde
=7 —n =1 =
fie " —hl=[logle "—h}]" [logle " —h)+n]=(—==+ >0
=> exisie un maxi
—n - =1 =]
fle +h) =[logle +h)] “[logle +h)+n|=[--4+=—)<D
moen x =e jguala fle ) =e ﬂiln-ge_n!“ e " (-n) = n_
G}

J’Umv ﬂ’ﬂ Murcra}

Sea C el ple de la perpendicular del punto P
sobre la recta AB: en el tridngulo rectdngulo ACP:

AC =+ AP?_CP? = /5002 - 2007 = 400 59
300

Sea M el punto dande gl automavil deja la
carretera, si la distancia AM esigual a x: En el
trignguio rectangulo MCP:

MP = Jﬂiﬁ':h cp? -_-me—x}? + 300° A X M 400—x (a4 B

El tiempo que el automovil tarda en recorrer la distancia AM + MP serd:

¢~ %, ¥/(400—x)? + 90000 sras N B 20400 — x) (= 1)
e a 100 B0 5 /1400 — x)? + 90000

Escondicifn necesaria para que el tiemposea minimo que 1= 0:
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r=0=> - 30 - x

=0 = 60+/(400—x)?+ 90000 = 100 (400 —x) :
100 50/1400—x)? + 90000

36 | (400 — x)? +90000] = 100 (400 — x)* ; 64 (400 —x)* = 36.80000

m_n=§;§?_‘3=gzﬁ= Ry

El automovil deja |a carretera a 175 km del punto A,

Sean los lados AB = AC =y, BC = 2x: 2y +2x =10 i1l

El volumen del cono es igual a un tercio del area
e la lase por la altura;

v=Lasz.f :
3 v =§wx1 yi—x? {2)
b= yd — x?

De {1): y = 5—x, llevando este valora (2]

V= % aady B—xjl—x? = %‘FKEV:E'—“]K
V= La(2evZEo i +x — 10 )= 1, 2x(25-10x)-5x% _ 1 B0x-25x% _
3 2vZ5—10x 3 V25— 10x 3 J25—10x
= da 25% (2 — )
3 JZE_10%
x=10 {solucidn no valida, no habria tridngulo)
V=0 = 259x2—x=0 =

2-u=0; x=2

S h>0: V'(2—h) = ."jn _25(2-hh 4
A 25-10{2-h
eR=n la funcién V tiene un maximo para x = 2
B 25(2 +hj{—h)

Vi (2+h) = 1
3 5 0(2+h)

< 0

Si w=2 losladosvalen: BC=2x =4 ; AB=AC=y=b—x=56-2=3

{Uimiv, de Castilfa—La Mancha, 1991}
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1
R S B T
a 52 - ¥

Fix) =0 = -‘-_—':’i‘

=0 = 1—logx=0: logx = 1; x

= g
X
* 0 2 + @
fiixd | . + 0 —
fix) crecignte méaximo  decreciente
-l-xz—ExH-Iug:c]
(%) = x _ =1-2{1—-logx}] 2logx—3
- x® - 53 B x3
21 3 : -
f”lxl=ﬂ=::-£’;—‘_—=ﬂ == 2iogx—3= 0 : Iugw:=g; X =g
*
]
X D E? +
!ll{:} i =, p 4+
LES chncava convexa

Uiy, e Salarmanca)

Pliap = g7 . =2x_ =1 g3,
e 2 N
_Hﬂ -“9 _'I.I
P —L e xjx+=La T .7 = =Le¥ (17
vVaw vaw 2w

2
— i =

'(x) = 0 => e° 1-x*)=0 = (puestoque e °

< 0 cualguiera gue sea x|
1-x7=0 = x=1 y x=—1

Estos son los posibles valores de x en los que cambia &l signode 7 (x ).

X | —-= =} 1 t+=
{x) + | — P *
fix) Convexa | concava | convexa
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Fix) = ax?+12x?+2mx+3 ; frix) = 12x2+24x+2m = 2 (Bx?+ 12 x + m)

La funcion serd convexatode x < R, si para todo valor real de x se verifica que "' x) = 0.

Una ecuacion de sequndo grado ax®+ bx +¢ = 0 es > 0 para todo valor real de x si a >0 ¥ Sus
raices son imaginarias o iguales (p® — dac < ).

Bex? 4+ 12x+tm=20 = 12246 m<0 = 144 < 24 m:

Fix)= 4x?+ Bx+2ax+1 : fix)=12x2+ 12x +2a

Hallemos las raicesde f°!x) =0: fix) =0 => 6x?+6x+a=0 => x= 5 13:- =

70 = 120+ 317> 0,

— g 36—24a=0: a= g_i =—3§- . las dos raices son iguales: x, = —

ha| =

la funci@n serd convexa YxeE R
— &5 IWB-24a>0: a< g las dos raices son distintas, x, # x,: "(x) = 12{x—x,) (x —x,) ¥

segiin x pertenezca o no al intervalo [x,. le , F(x) serd negativa o positiva, y la funcién T se-
rd cOncava O Convexa.

— 5 36—243< 0: a> g ias raices serdn imaginarias; x1=m+ni; x,_,=rn—ni;

f'ix) = 12{x—m—ni} (x=m+ni]l =12 [{x—=m)2+n?| > 0, la funcibn serd convexa ¥x = R.

P = 101+ 1" Fix)=0 = 101 (x+1N'%=0 ; x +1=0; x=—1

Fl-1—h1=101(=1—h+ 1'% = 101(-n)"" > 0

= la funcidn tieneen x =—1 un pun-

Fl=1+h) = 101(=1+ h+ 1" = 101m'*® > 0

1o de inflexidn can tangente horizontal , siendo estrictamente creciente en todos sus puntos, ya gue
fix} = O para todo valor real de x, excepto para x = 0 gue es igual 2 0.

www.FreeLibros.me



302 CRECIMIENTO ¥ DECRECIMIENTO — MAXIMOS ¥ MINIMOS — CONVEX IDAD

La funcion, por ser extrictamente creciente en todos sus puntos, en inyectiva y biyvectiva,
También se puede estudiar asi: 5i a y b son dos nimeros reales cualesquiera:

asb => fla)= fib), yaque (a+1)'"" = b+ 1)""" = ¢ esinyectiva
Sea a un nimero real cualquiera, Veamos cudntas soluciones tiene la ecuacign fix) = a:

=1 =l
01 101

W _a = x+1=4a = x=a —1, unasola solucidn, esto im

fix) =a == [x+1)
plica que f es biyectiva,

Flx)=3ex?+2bx +c¢ : f'{x)=Bax + 20

— lacurva pasaporel punto (1,0} O=a+b+rc+d i1l
— la recta y = —3x + 3 estangentealacurvaenel punto (1.0): (1) = 3a+2b+¢c=-3 2}
— el punto [1,0) esdeinflexion: (1) = Ba +2b = 0 {3)

— lafuncién presenta un extremoenel puntode abscisa % = 0: 3a-0+2b.0+c=0 = c=0 4]

Las ecuaciones (1), (2], (3] vy (4] forman el siguiente sistema:

Il
o
I
b

g+ b+ec+d
Jza+2h+c
J3a+ b = 0

Il
I
o
1]
|
(%]
-]
Il

fix) = ax?+bx?+cex +d : fix) = Jax?+ 2bx+c ;. 'ix) =6ax +2b

— si la funcitn tiene un maximeo en el punto (0, 3):

fio) = 3 d=3 )

—J
Fioj= 0 c=0 {2}
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— si la funcidn tieng un minimo en x=2;
fi2il=0 = 33-442b.24c=0; 12a+4b+c =20 13)

— si la funcion tiene un punto de inflexién en el punto (1. 1)

frip = 1 atb+tc+d
= _
i1y =10 Ga + 2b

il
—

14)

Il
L=

i5)

Las ecuaciones (1), (2), (3], (4) y (5} forman el sistema:

a + b+e +d=1

12a +4db + ¢ = 0
3a + b =0 = (a=1b=-3,¢=0,d=3

d=3

c ]

(Univ. de Madrid, 1991)

Hm f@+h) =im [0+ +al0+h +b]=0b
"2 N>

Iim fi0—-h! = lim sen(0—=h) = 0

N oo h>a
La funcion serd continuaen x = 0 si lim fi0 +h) = Iim fi0—h) = f{0) = b =0
- h=o
:}1 hro
+h)— —he+ +0 —
10y = lim iL’“ll:lj-"lll'r'l"l i ah +0 -0 = |im [=h+a) =a
hoeg h h +a h h*a
h>o nxa hi=a
e =iy HI=BL=A oy SR =0 o g =0 b L
n=a -h h=g —h hag —h
h*ao h=a h=a
La funcibn serd derivablaen x = 0 si £10) = f10)° => .
s8N x si x<0 COs X si x=0
fix] = . Frix) =
—-x2 + si x>0 2% +1 si x>0
— s8N x si x<0 f'x}]>0 para x—=0 lsenx<0 si x—+0")
ix) = | noexiste si x=0 ==
-2 si w>0 i) <0 para 2= =0
Nota: Coma 0} = lim {—senx) = 0= 10" = —2, noexists (D).
[ 5

Como existe tangente en £ = 0, ya que existe f'ix), y cambia el signo de ¥°{x) a la derecha e izquier-
da de % =0, la funcidn tiene un punte de inflexion en x =0,
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ST

Univ. de Vamr.-’a

Considerando que:
fix) paralosvalores de x que hacen fix ) =0

-flx) = " R c A T fx) <O
x2—4=0 = x=12 = los posibles puntos donde x2— 4 cambia de signo son — 2 y 2.

® |—= -2 2 4= x*— 4 para x€E]|—w, =2|U[2,+=]
2 i i == f‘l} -

x—dl Ll T —(fx?—4) =—x2+ 4 para x| -2 2]
Las dos formas de la funcidn son polinémicas, luego s6lo hay duda de su derivabilidad en x = — 2

y % = 2, donde cambia la expresion de la funeitn. En los demads casos es derivable,

Estudio de la derivabilidad en x = — 2

2_ A 2
gy gy Ue2oRme2) g, (L2 RS0 - g DTHAR
hea —h no —h ki “h
hZz>ao nrg n>o
= lim (—h—4) = —4
e .
+4]— _ad
Fl—2) = lim fl—2+h}—f(-2) _ Hm |=t=2+h"+4]-0 _ . L
fi=a h no=a h =g R
h}l!- h:'-\'u h:;.“
= |lim (—h+4) =4
P =0
h>o

Como las derivadas por la derecha y por la izquierda no son iguales, la funcién no es derivable en
A e
De la misma forma se demuestra que no es derivable en = = 2.

2x parg —m < x < — 2
no existe para X=—2
Fix) = § —2x para 2 <x<2
no existe para % =2
2% para 2 < x< +o

bl Del estudio anterior resulta el siguinte cuadro:

* - -2 Q 2 + @
fix) = + 0 — +
f (=) decreciente O creciente 4 decrecients 0 creciente

La funci@n tiene dos minimos absolutos en x= —2 ¢y x=2, y un mdximo relativa en x = 0.

2 para —m < K< —2 = 5 curva es convexa
no existe para x = —2

i) = { =2 para —2 < x< 2 = lacurva es concava
no existe para x=2
2 para 2 < x < +@ == |3 curva es convexa
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€}

{Univ. de Santiaga)

De |a gréfica de 1" se deduce que 1" seanulaen lospunte a,2 y b, talesque 1<a<2<b<3,
deduciéndose el siguiente cuadro:

—m 1 a 2 b 3 Bl
f* {x) + n - — — 0 — — — o +
%) — - - 0o + 0o — o + . +
fixl + maximo ¢ op.inflexiony p, inflexion % p. inflexion v minimo ¢

La funcién f presanta un méximo para x = 1, un minimo para 2 = 3, y puntos de inflexién pa-
tax=a (1<a<2), x=2 lpunto de inflexidn con tangente horizontal), y para x = b (2< b= 3).

(Univ. de Cantabria)

—
+
=

fix} = log

—
|
E
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Estudio de Ia continuidad en x = 0:

1+{0—=h}
fm fl0—-h) = lim log ——— = =
A $0-h) = lm Tog T—@—ht _'8!=0
h>o h=>a
lim fl0+h) = lim log 1+10+h) _, 1=0 = la funcibn es continua en x =0,
p2a 1-(0+h)
h>o h>a
1+0
fi0} = log —— = log1 =
(0} I og 0
Estudio de la derivabilidad en x = 0:
1—h
log —— -0 A
e flD=h)—-f0) . T+h B , T=hyn
MO =g =0 = (ki et I oy 7o)
h>o h>a h=>a
se trata de un | imite del tipo 17, por tanto: {0} = — 1. log e’ = — ), siendo
1—h 1 1-h—1-h , -2 -
h=lim(— =)= =lim————— =lim —==-2 = ¥lI0) =-(-2)=2
a L 4
:5?](1+h )h 5 1+ hih b ot 1T+h
IngH_h 0 '1
I h
fitu}* = ”m w — ”'m -_—L:h— — F|'|'|1 |ng [-I—I-—tﬂ) = | EP= &
nro nso h ha 1-h
h>a [ h>a
1+h 1 1+h=1+h : 2 i
i = L L R L Al o fl R LS =2 £(0) =
siendo p = fim (J=— 1) = lim M—h}h T o o =2
h>a hZrg hg

#(0) = £10) = £10) = 2, la funcitn es derivable en x = 0.

La tangente en el punto (0, O} es: y=0=F0)-{x=0) : y=2x

1 < 1+ x sz 4104 T—x —x)—(={1+x}_ 2
b=k L2 B ot pl
|
'-f{K} = —2[—21(] - 4K = ,
|:1—IE}2 ”—1232 | :
para x <0: f'(x)<0 => lafuncibn escbncava B

para x> 0: f'(x}> 0 =+ lafuncibn esconvexa
en x =0 tiene un punto de inflexion, ¢
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TEOREMA DE ROLLE
TEOREMA DEL VALOR MEDIO
TEOREMA DE CAUCHY
REGLA DE L'HOPITAL
FORMULA DE TAYLOR

TEOREMA DE ROLLE.
Si f esuna funcién real que cumple las tres condiciones siquientes:
— estd definida v es continuaen [a, b
— esderivable en |a. b|
— fla) = fib)
existe al menos un punto ¢ |a, bl tal gue flc) = 0.
Si falta alguna de las tres condiciones, no tiene por qué verificarse el teorema.

o | x 51 xa=0
Lafuncign 2 | =1, 7] = A definidapor fix) = x|l =

| =xn =l <0 ]

|

estd defimida v es continuaen | =1, 1], H=1}= {1], pero : i
|

no & denvale en |—1, 1 [ wa gque no o5 denvableen x = 0, : |
Mo se yerilics & teorema de Rolle. -1 1

Geométricamente, el teorema de Rolle ex-
presa que s la funcién f estad definida y escon-
tinuaen |a, b],derivableean |a bl vy fla] =

= fib}, la curva de la funcidén f tiene al menos

un punto en el que la tangente es paralela al eje
ax.

Del teorema de Rolle se deduce: Si la fun-
cibn f es derivable en el intervalo |, entre dos
raices reales vy distintas de la ecuacién #{x) =0
pertenecientes a |, hay al menos una raiz de
f'ix) = 0.5 fix) =0 tiene n ralces reales y
distintas en |, f'(x) =0 tiene al menos n—1
raices distintas en |,

Siofle)=0x + 1)0x — 1){x — 2H{x = 3), Ip ecuacion '(x] =0 tiene tres raices resles.

En efecto: Seala funcién = R -+ R definida por fx) = (x + 1}x = 1]{x = 2){x — 3}. que por ser una fupcion poli-
nixmits es continus y derivable an R. Por tanto g5 continua en [—1, 1] y derivable an =1, 1[. Como ademis, f{—11=1{1),
seghin el tecrema de Rolle, existe un némera real e € |—1, 1] tol que le) =0,

De la misma forma se demuestra gue existe una raiz en el intervalo |1,2], y otra en el Intervale |2, 3].
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TEOREMA DEL VALOR MEDIO O DE LAGRANGE.
Si la funcidn f cumple las dos condiciones siguientas:
— { es continua en el intervalo [a, b).
— { esderivable en el intervalo |a, b|

entonces existe, al menos un punto c£ |a, bi, tal que

|
Fle)

l.Tllbl —Ha) _
b - |

Haciendo b =a + h, la f6rmula anterior se escribe:

| f{a + h) — f{a)

|
h =f'{a+0h)| 0D<f<1)

Este teorema se conoca también como teorema de los incrementos finitos.
La formula es valida tanta st 8> b comosi a<b, o h>0 ¢y h< DL

Sihacemos b=x, c=a+0(x—al, slendo D< # < ; -
la farmula del valor medio se escribe

flx) — fla)

= [la+flx—al) ‘
Xx—a

Geometricamente, el tearema del valor medio
nos dice que entre los puntos Ala.fla)) y Bib.f(b))
de la curva de la funcidn §, existe, al menos, un pun
to de la curva en el gue la 1angente & paralela & |8
recta dafinida por los puntos A y B,

Este toorama nas permite demostrar clertas desigu aldades, como la del sjimplo slguisnte,

Sep demastrar las desigualdades:

S A IgX S K ¥x=0
T+

Lafuncitn f: R = R definida por tix) = arc 1gx &3 continua v derivable en B Aplicanda el teorema del valor
medio #n &l intervalo [0, x ], x>0

fix} — Fi0 arc tg s — grc 1gd
o riem. ooy > TEEEEE0E o L g 0<E<T =
x—0 x—0 14+ {Bx)*
g = —— (D) > 2 ¢ X =P Qamuxsx, Vx>0
140257 14 172 140252 14077 142

El tacrama dal valar medio nos permite demostrar |8 sigulente propiedsd: S0 1a funcidn § s continua v derivaile
en ol Intervalo compacto | leerrado v acotadao), siendo F{x) = 0 &n 1odo punto de | enfonces § @3 una funtion cons:
tante,

8 a ¢ b sondos puntos cualesquises de |, oplicando el teorsma dol valor medioa fon [ a. b)].existecE |ab |

| e
why bl — )

b—a

= fle) == b} - 1tal = IB—al-Vlcl =(b—al-0=0 = flb) =Fla)
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TEOREMA DE CAUCHY.

31 T v g son dos funciones que cumplen las propiedades:
— estdn definidas y son continuas en el intervalo [a, b
— son derivables en el intervalo |a, b

— gla) = g(b).

— g'(x) noseanulaen ningin punto de |a, b|

existe , al menos, un punto c £ fa, bl , tal gue

fib) — f{a) _ f'le)
glb) —ala) a'lc)

Haciendn b= a + h, la fdrmula anterior se escribe de la forma:

flath)—tial _ ta+fih)
gla + h} — alal g'fat+ih) |

, siendo O < <1

Hx+hl —f(x)_ tx+an) |
gix +h) —gix)  g'lx+48h) | '

siendo 0< 0< 1

{5 puede aplicar el teorema de Cauchy a las tunciones f ¢ g detinidaes por fix) = %E 41 ¥ glw} = x4 4 en ol
intervale |2, 3|? En caso afirmative determinar el valor de ¢,

Las dos funclones son polindmicas, luego son continuas v derjvables en cuaiquier imtervalo de R, gl2) = 12,913} =
=31, g2} # gl3l. v gixl = 3x2 na se anula en ningin punta de |2, 3|

Por cumplirse todos las condiciones antariores, to puede aplicar & teorema de Cauciyy.

H3 — 12} 0W- 5 2 a8
H3 - i2)  Fie) 2=t o= B 2 = a283€)2.9]
gl — af21  a'led N -1 3.7 19 de 15

AEGLA DE L'HOPITAL.

Sean f y g dos funciones reales que cumplen las siguiente condiciones:
— @mbas funciones son derivables en un entorno del punto a

— f{al =gla) =0
— gxiste el im f'l_x}
wea 0'Ix)

entonces:

lim el lim 1ix)
wen Oix) i=a g"{:d

Si f'lal = g'(a) = 0, siendo las funciones ' y g’ derivables en a. se podria aplicar de nuevola
regta de L"Hopital, v asi sucesivamente, En este caso, es conveniente, antes de aplicar de nuevo |a regla de

L'Hopital, simplificar 1a expresidn resultante, pues a veces con esta simplificacidn desaparece la indeter-
minacidn,

Calcular 0N X — X
E = !l:g
ga-=u {Univ. de Murcia)
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Es un Iimite del tipo % Aplicando la regla de L™Hopltal:

cosx—1 cosx — 1 =1 =cosx) —c0st -1

= [fm -:-:nsz:-t- = fim —— =

E= lim = Iim cosix- =
1—cos®x "o {14eosu) (1 —cosx) =o=o0 1+cosx 2

LE -1 el
Emﬂx

La regla de L'Hopital se emplea también en los limites del tipo :'—;.
También se puede emplear la regla de L"Hopital en los limites del tipo:
lim -E-{:‘—I

]

# 0.=  considerando que lim fix] g x]

fix)
L Hapatal) 1
log =

Ifm (x.log %)= Him = M —— = Iim (—x) =D
ey neo* ®+0* —_T LR
x I.?
J 1
# m— =, considerando que lim | fix) —glxh] = lim M
fix)-alx)
I L Hopitall 1
= < = B
. : S i e ] 1-legll +x) — {1 xl1+t
lim - }= Him = lim =
wsg='log (1 +x) " kea®  wedog (1 + x} =" x®
log {1+ X} + —
1+x
o o (14 x) = X
—{1+x}lag {1+ x] +x —~log(t+=i—1 —-0-=1 1
= lim = Iim = Ifm - -
wen= {1+ %) log (1 +x} +x ‘“'“'lng[1+ﬂ+1+“+1 vs0log {1 +x} + 141 g+14+1 2
1 +x
P ’ . gixl ] ix) ogfi=)
* 0%, =", 17, considerando que Iim |fix) | =8 SRR el
1
U opmliepe e itHenll o 8
e " Kb Hespm X Kapm a
Him v« = Ifm x =g = B = g2 =8 =1
K -
FORMULA DE TAYLOR.
S f esuna funcitn real gque cumple las propiedades:
— admite derivadas continuas hasts el orden n enel intervalo [a,b]
— admite una derivada de orden n+ 1 enel intervalo |a, bl
existe c& |a,b| tal que:
fr LT In fm+1 i
fby = flay+ D8y gy 10 gy 2y bl gy B TEl Y )
| 11 21 nl in+1!

El Gltimo 1érmino se llama términe complementario de Lagrange.

Sien (1) hacemos b=a+h, b—a=h, c=a+0h siendo 0-Z 8 < 1, la farmula de Taylor se
puede escribir de la forma:
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. . in, Ine+1
f{ﬂ""h]_”]+f!ajh+ﬂhz+.”+r {Hl'hn+f {a+ & h) l_Irl+'l 21
11 2! ni n+1)1 |

Sien (1) hacemos b=x, c=a + 0 (x —a) siendo 0 < f < 1, ogbtenemos otra forma de la for-
mula de Taylor;

—

e In l: y
L) SRS D | (8) e a3t ia+ﬁ'[:¢—-a]|}

ETH nl n+ 1)1

nel
{x —a)

fix) = fla) + %[lﬂ{x—ai +

Esta Gltima forma nos permite expresar un polinomio en funcién de potencias de x — a.

Expresar el polinomio fix) = x? = 6x2+12x =8 como suma de potencias da x — 2.
{Univ. de Vaiencial

tix) = 3Ix2—12x+12 1 -6 12 -8B 3 —12 w2
ix) = 6x — 12 2 2 -8 8 2 & 12
=> f{2)=0; 12 =

t{x) = 6 v -4 & Jo 13 -8 [o =

1l

t7x) = 0 2] = 6:2~12=Q: 2 = 6

tix) = H2) + ”“ - T a2 PR a3 a @ e+ L a4 B P )
21 3l II 21 31
Formula de Mac— Laurin,

Sien (2) hacemos a =0 v h=x:

M el 1I‘I {‘1
PO 00 2y oy £7HO) a1 (%) ot
Tl 2| ni (n+1)] '

(Hix) = £l0) + — D< i<

Desarrollar f{x) = x-e" porla formula de Mac—Laurin, escribiendo el término complemantaria correspondian-

te & la cuarta derivada.
fUniv, ela La Laguna, Tenerifel

fix} = xo*
fix) = e"+xe" =(1+x)a" HO) = 0
0 . y U:
=) = e+ [V4x)e® = (2 +x)n" = Hio} = 1-e 1 =
s = ™ = “(0) = 2.2%=2
"{x) = e"F{Z+xje® = (I+x)e
i #i0)= 3.¢%=3
) = x4 (3+x)e’= (4+x)e”
2 2.3 3. (a+axie®*
fix) = E+-—-—x+—x+..._: S i L L
1 21 31 41
2, %% (a+ax) "
=x + et —F T8 4 {o=<d-<1)

24
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APLICACIONES DE LA FOBMULA DE TAYLOR:
— expresar (aproximadamente) una funcidn como suma de potencias de x o de x —a:

3
Segiin el sjemplo anterlor: % 8% = x +x2 + 3;-

— calcular aproximadarnente gl valor de una funcidn en un punto, Obteniendo una cota del término
complementario tendremos una cota de la diferencia entre el valor verdadero y el hallado.

Haciendo uso del ejomplo sntorior podemos considerar gue:

3
05.07% = 054 (05°+ % = 0.5+0,25 + 0,062 = 0,812
0.6
4+8.
error = % 05", yalser 0<8<T v 2<0<3: H.05<1.05=05 vy
fhos 05

€ <e =+e <3 =<174 dedonde: arror < 14+ p‘ﬁ]'_.’.a.?_.“ (o51* = 0.021

—  demuostrar desigualdades:
L}
Sea demaostrar que para x > 0 q.-‘.‘.':—ll . Tnen*
n
fix) = 6" = Flxd = ¢(x) == f ") = 67 fx) = * = H10) = £10) = -~ = 17 0) = 1

Aplicando ta formuls de Mec—Lasurin:

. 1 -1
g%= | —xt —wT e x" ‘—P:“"' : -aH”
i1 21 in—=111 ni i+ 111 = n
e = = }_T
1 1 - =1 m
para ® > [1: P+ —m oot Gl g g + 18
11 ln=1}1 fn+1)1

— estudiar los mdximas y minimos:

La funcidn f tieng un maximo en el punto a si, siendo b un infinitésimo;

fla+t+h)—flaj<D (h=0)
v tiene un minimo si

fia+h) —fla) >0
Si la funcidn 1 admite derivadas continuas hasta el orden n + 1 en un entorno de 3, cOMO 85 con-

dicién necesaria para gue |la funcidn tenga maxima o minimo en &l punto a gue #{a) =0, por la férmu-
la de Taylor se tiena:

' v in LR "
ila+h]—f{a!=i{”h?+f {alh3+---+—f ia) hﬂ+!_‘_{a+ﬂh}hnr
21 31 nl n+ 1)1

Si h es un infinitésimo, el signo del segundo miembro es igual al del primer término no nulo. Sea éste el
de orden K, o sea que:

fla) =--» =" =0 y @ea0
=1
h f {a) , k1
e —
k1 " (k+ 1)1

|
se tendrd: fg + h) —fia) = 1 1@

sk espar, ht > 0, yel signode fla+ h} — f{a), es el de f‘t{a:-, habrd méximo o minime  segan sea
f“‘{a} < a> gue 0, S k esimpar, h" cambiard de signo seglinsea h positivo o negativo, el signo de

fla + h) = fla) no serd constante en el entormo de a, no habrd ni maximo ni minimo,
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En resumen, obtenida la raiz a de 1'(x) = 0, para saber si en este punto hay méximo o minimo o
punto de inflexidn se procede asi:
ffa) > 0 minimo

f"lal =0 maximo

t'ia) =0
f"la) = 0 punto de inflexion con tangente horizontal

#a)=0 | *a) > 0 minimo

i'“{a} < 0 maximo

'F"l:il]' — u.
f%{a) = 0 p. inflexitén con 1g. hor.
f*la) = 0

[} 5
f{a) > minimo

I'r’[aJ < MAximo

[ %@l =0
a T N SR,

Si la primera derivada que no se anula en el punta a. después de f'(a) = 0, es de orden par, hay
maximea o minimo, v si s de arden impar, hay punto de inflexidn con tangenie horizontal.

Sea hallar los maximos y minimos de la funcidn f: A= R definda por fix] = :4Iﬁ—h71.
tix) = 6x%—x% fix) = 24x7— 6x5= 614 —x7)

3 2 H:::D.!::D
Fixl =0 =% x¥ {4 —n*) = =
4-x®=0.x=2, %=-3

fix) = 72x2 —30x? ;| Frix) = 148 x —120x2; £ {x) > 144 —360x°

1

0) =0 ;: £0)=0 ; #{0) =0 £ {0} =144>0 => en x =0 hay un minimo
M2) =0 : (2) = 72-4—30-16=—192<0 =% en x =2 hay un méximo
f1=2) = 0 : =2} =72-4=-30-16==192<0 == e¢n x =— 2 hay un miximo

li

— egstutliar la convexidad, concavidad y puntos de inflexrdn:

Sea la funcidn f gue admite derivadas continuas
hasta el orden n + 1 gnunentorno a.

La ecusciton de la tangente a la curva ¥, = fix)
en el punto de abscisa a es:

y,—fla) =¥'{a) . (x —a) => y,="fla)+fla) (x—a)
haciendo x =a+ h:

dist (MP) =y _—vy, =fla+ h)—fla) —f'(a) - h

y considerando la formula de Taylor:

2 W+ h
21 2 41 51

@) p3, t%a) 4 fBG@) s

si h esuninfinitésimo, el signo del segundo miembro
es igual al del primer tdrmino no nulo:
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f'{al > 0 = y_-y,> 0,lafunciénesconvexaen a

fla) < 0 = y.—¥,< 0, la funcidn es concava en a

| #"la)# 0 => elsignode y_—y, depende

del signo de h, Ia funcidn Tie- i '
neenel punto a un punto de _‘7 e
f1a) =0 | inflexifn,

a) >0 == v.—v, > 0, lafuncion es convexa en a.

fFial = 0 f*fa) <0 => y_—vy,< 0, lafuncibn es concava en a.

‘ a1 =0 f®{a) = 0, punto de inflexién en a

Sea k> 1 el orden de la primera derivada no nula enel nunto a, si k esimpar, la curvade la
funcion f tiene en el punto de-abscisa a un punto de inflexidn, si k es pary f'“(a) > 0, 1a funcién es

convexaen a ysi " (a) < 0, la funcin es concava en a.

Sea hallar la concavidad o convexidad en el punta 0 dela funcidn f: R < R definidapor fix) = =", tiendo n
un ndmero natural,

2

3 o = =1 |
Pix) = ax™ s P wntn=11x"2 ) ) = ntn=t =202 o0 g = atee s il =0l

FOl=90) =---={" 01 =0 : O)=n1>0

— & foéypar, la funcidn es camiexa en 0.

— 5 moesimparn, o curva de la fungidn tiene en x =0 un punto de infiexidn (con tangente horizontal, por ser (0} = Q).
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PROBLEMAS

* (Univ. de Extremadura

Por ser una funcion polindmica, es una funcién continua en el intervalo | — 1, 3| y derivable en gl
ntervalo |— 1, 3[. Como ademds f{—1) = f{3) = 2, se cumplen las condiciones del teorema de Rolle,
por tantoexiste a= |— 1, 3| . tal que Tial = 0.

fllx)=—2x+2: —238+2=0 = |a=1

L. de nr.r'aynJ

La funcién 1 escontinua en el intervalo | — 1, 1|, derivable en el intervalor |[—1,1] v f1-1) =
= (1), luego es aplicable el teorema de Rolle a la funcién f en el intervalo [—1. 1]

Filx)=—2x; T'ix) =0 = —2x=0, x=0 = Ix=0s|=-1,1 /10 =0.

La funcién f es continua en el intervalo |0, 1], derivable en el intervalo |0, 1]. pero como 10} =

# f{1), 1 # 0, no se puede aplicar el teorema de Rolle a |a funcién f en el intervalo [0, 1].

" (Univ. de Castilla—La Mancha) (Univ. de La Laguna— Tenerife)

x5 x=0 T4+x 8 =0
Considerando que x| = , setiene: fix) =
—x s x<0 1—% =i %<0
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La funcidn f no es derivable en x =10, ya que

£10)° = fim FOER=HO) _ o 11+O+h-1 e By
heg h heo h h=o h
H}u

vini= oo f0=h=F0} _ o [1-{0-h)1—1] _ | —

rorsan T R i
>

Come |z funcign 1 no es derivabile en todos los puntos de |=1,1] . no satisface el teorema de
molleen [—1,1].

Fix) para losvaloresde x que hacen Fix) >0

Considerando que  IF(x)l =
—Fix) para losvaloresde x que hacen Flx) <0

de ia variacion de cos x en |0, 7] resulta que

BOS X para x=[0,Z gix) = cos x
: 2

[{x) = &
~COsSX  para x = | i_'.ﬂl

La funcion fes continua en |0, 7|, su continuidad
s¢ deduce de la continuidad de la funeidn g definida por
glx} = cos %,

Como la funcidn g es derivable en 10, r|, sblo ten
dremos que estudiar la derivabilidad de la funcion f en x = -% , punto donde cambia la forma de la fun-
cidn,

b w )
#(Z) = lim Tti o ‘f{i) = lim ms(--h)rmsi n [l 200=0 _ 3
( ] hea = a W= a —h kel -h
"o h>o o
b n r b
FLTY = lim w ~ lim ~cox(5 +h]'m’§_ im —l—senhi—0 _,
G-t = -l : ~ i S0
hzao n>o (s

fa funcidn no es derivable en g- £ |0, n[ . porlo tanto no se puede aplicar el t1eorema de Rolle.

{Limiv, de La Laguna — Tenerife)
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3 3
H=1)=a+V1—1)P=4+V1% =56 ; f{1)=4+Y1%=5
Estudiemos si la funcidn es continua en el intervalo [—1, 1] :

Yag[-1.1]: lim fla+h) = lim 4+ Yia+n®) = 4+ Yab

g
I 2w
|I‘Im fla—h) = Lirn 4+ la—nP) = 4+ Va®
b ot
hZxa *
como Yas[=1,1] Iim fla+ h} = lim f{a—h) = f{a], la funcion es continuaen [—1,1]).
o o
8 8_, " 5
fx) =4+ VnB=8+x" = fix}= 33 =3 %
La funcidn derivada f' estd definida Ya<s[-—1,1].
S la funcidn es continuaen [—1,1]., derivablesn |—1, 1] v fi=1) = fl1}, se puede aplicar =l

teorema de Rolle en el intervaio [—1, 1]:
5
3

Jae|-1.1[ / Fia) = 0 => ga =i @ =0

La curva de Ja funcidn tiene en el punto de abscisa 0 una tangente horizontal.

{fUnie. de Lecn)

En x =1y x =—1, lafuncidn no estd definida (no se puede dividir por ), luego no es conti
nua ni derivable en estos puntos,
—x s x<0 = para x < 0 (xa —1)
Como x| = : flx) =
x sl x>0 F%I ooxe= D o IxT 1)

Por ser la funcitn racional (excepto en los puntos —1 y 1 que no existe), sdlo tendremos problema
‘g continuidad y derivabilidad en x =0, puntoen el que cambia la forma de la funcion,

lim HO—h) = fim —0=0L _ym P _g
oo ro. [p<hyR=1 MR Iy
lim #0+h} = (fm —8Xh! _ ym _h _ g = lafunciénescontinuaen x =0
4 hIe PrhP=1 "2 hEg
fioj=0
o
FlO=h) = fim 1O=hI=f@) _ . h®=1 _ . =1
n=o —h h=n - h h=n h2_1
W= hi=o o X
h = la funcién no es deri-
——=h vable en x = 0.
[ r_
FI0+h) = Iim fio+h)—1i0} = lfm = o ; =1
o B h n>o Resh=—1
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bl Sila funcion no es derivableen x =0 & | — . no se puede aplicar el teorema de Rolle

en este intervalo.

4 = ]
fix) = 1—::5 == Fil) = = ;

| s
E. 4
I
I
mie
o
Il
|

No hay ningdn valor de x que anulaa f'{x).
De la expresidn obtenida para T'(x) se deduce gue solo en x =0 puede que la funcion no sea deriva

ble:
vior=tim -2 L. 4 1y. _dha)- s
1= B E_rn Eh H o 5
P = la funcidn noes deriva
0) = lim - 3 —_ = - ﬂ{'l_3='l—‘ (—®)=+m e
Fi=gn 5 EIIJD_h 5 D 5

W Jsis

5i lad funcibn no s derivable en x =0, no s& puede aplicar Rolle enel intervalo | =1, 1),

La funcién F es continua y derivable ya gue si desarrollamos el determinante, Fix) esigual al prc
ducto y suma de expresiones de tipo polinbmico en x, sen x y €08 X,

cos B —san # 0 _
Fi0) = |sen O cos @ —1 =ﬁusiﬂ+mn’ﬂ=1
o 0 1
cos @ —sen 8 0
Fi1) = |sen 8 cos 8 0| = cos® @ +senf =1
sen 1 1—cos1 1
Si la funcién F es continua en el intervalo [0, 1] C I.F.I, g] , derivable en el intervalo |0, 1],y

tal que F{D) = F(1), segiin el teorema de Rolle, existe un a= |0, 1| tal que F'la) = 0.
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{Univ. de Murcia, 1991}

Porser f,g y h funciones continuasen [a, b| y derivablesen |a, b lafuncidn F definida por

ST e B v PN | P IO L
o Hx: :m hix) : gib)  hib) fib) hib) fib} atb)

eccontinua en |a, b] y derivable en ]a, b| , por ser suma de funciones continuasy derivables en di-
chos intervalos.

Como ademds Fla) = Fib) = 0, ya que los determinantes resultantes tienen dos filas iguales, se-
gin el teorema de Rolle, existe un r< |a, b| tal que F'ir) =0

0 = . [F0 M| (e ha | e e :::: ::;’} ::;’}
alb} hib) fib) hib) 1 801 e g B0
flal gla) hia)
Fir) =0 = |f(bl gib) hib)| =0
Efe) g'lr)l BIr)
flal a 1
Si hix]=1 y gix)=x: h'Ix})=0; glx)=1 = Firl=0 = |fip) b 1|=0
1 1 0
e | I-I- M@ T _ 0 = fir)a—bl—fe) + b1 =0 = Fin) = fbI=tlel
b 1 flb) 1 b-a

jue es el teorema del valor medio aplicade a la funcién f en [a,b].

it sl e T

(U niv, de Castitla — La Mancha, 1991)

Lz funcign ha de ser continua en el intervalo |2, E'i v derivable en gl intarvalo |2, 6.
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Por ser polindmicas las dos formas de |z funcidn, sélo hay duda de fa continuidad y derivabilidad
en x = 4, valor an el que cambia la forma de la funciéon.
Para que sea continua en x = 4, se tendrd que verificar:

Ifm_(ax—3) = Ifm (-x*+10x—b) = fl4) => 4a-3=24-b (1

Para que sea derivable en x = 4, |a derivada a la izquierda en x = 4, debe ser igual a la derivada
ala derecha an x = §:

)T = =a; fl4] = lim {(—2x+10) = 2
4) -‘IiT fal=a ; f{4] Jim x ) =
llevando este valor a (1] se obtiene

(Ui de Granadal

La funcidn f, definida per fix) = x* — 2x es una funcién polinémica, f es continua en |0, 1]
y darivable en |0, 1|, Se cumplen 1as condiciones del teorema del valor medio.

fix) = x?—2x; #ix)=2x—2
| = Wﬂ-:&}—z = 1=20 = (6=
M1 =M — g0+ 601 - 0] -

f‘. de ramau’ul

Sea lafuncien f: R - R definida por f(x) = Vx.

L} L_ 4
fix) = %" =4 fix) = ‘ix ==k

De estas expresiones se deduce que la funcion f es continua en el intervalo [8. 9] y derivaocle en el
intervalo |B, (. Segun el teorema del valor medio: 3c € |8, 9] tal que:

HOI-18) _ riey =

g8 1
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5 0<a<b< % .lafuncion f: |a,b] =+ R definida por f{x) = tg x es continua y derivable.

Segian el teorema del valor medio, si la funcion f es continua en el intervalo [a, b] v derivableen
el intervalo ]a, b[, existe un punto ¢, a < ¢ < b, tal que:

fb) —fla) tgb—tga 1 Y
b

o — = fiec] = =
= =] g o f1)

Hallemos brevemente la grafica de

alx) = cos® %

O acb = X
en el intervalo [ﬁ. %]: s
gld} =1 ; ul_%|=l‘.} ;gix)=2cosx (—senx) = =s5en 2x< 0 en |0,%l . la curva es decrecien
1e.
Si O<a<c<b< %: cosla > cos’c> cos’b => L < LI
2 cos’a cosic cos’h

llevando estas desigualdades a (1) resulta:

1 3 tab—taga 1

cos?a b—a costh

La funcidn f: R, — R definida por flx) =" — . gs continua y derivable en todointervalo

1+
de R.. Aplicando el treorema del valor medio en [0, x]:
—”t’:;‘m =fl8x), (0<6<1) . 1 ORI [
1 ‘ e 1+x 5 140 _ e, 1 .
x—
flx}=e"— s ) =%+ . (1+0x
VR {14+ %2
1 fix 1 Ox 1 o 1
Bt——— =%t " +——— ), yoomo x>0, ¢ >0, ———>>0; 8" = >0 =
T+x ( H+Ex}z) (1+8x)° T+ x
at > L si x>0
1+ x

La funcién g: R.—+ R definida por gix) =e*= 1 —lag (1 + %) escontinua y derivable en todo
intervalo de R.. Aplicando el teorema del valor medic en [0, x].

glx) —gl0)
x—0 =¢'0hd,  0,<8<1) e*—1—log{1+x)—|e®—1—log(1+0)]
1 = x—0 =

1+ x

a'lx) =e" —
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o ﬁl_ 1 £ __ . . Hl_ 1 A ﬂ':_ 1
=~ e > et 1-log(1 +x) x(e H“)} 0. vaque x>0y e =—>0,
segun hemos demostrado anteriormente, De donde:

> 1+log (1+x) si x>0

La funcidn h: R, —~ R definida por h{x) = *—1—(1+ x) log (1 + x) es continua y derivable en
R.. Aplicando el teorema del valor medio en |0, x |:

hix) —nl0) ’
__xv—-ﬂ =h !ﬁ'x’! , B<f <) = 51_1___{1_1_““09“+K:|_[Eu_1_“+u‘l |ug“+ﬂ”n

% =0

h'ix) =e* —log (1 +x) -1 fix
=g =logl1+8xl—1 =

e —1—(1+x)log {1 +x) =x(e* —1-10g(1+6x))> 0,

vague x>0 vy gL 1=log {1+ 8x)> 0, segin la demostracidn anterior. De donde

!E‘} 1+01 +_£l_l_l_:_g__£1ii!_| gi x>0

El teorema de Cauchy dice: Si f y g son dos funciones continuas en [a, b), derivables en |a, o, ve-
rificdndose ademds que gfa) #g(b) y g'(x) #= 0 ¥x € |a, b|, existe al menos un punto ¢ £ |a, b| tal gue
f(b} — fia) _ Fle)
gib) — gla) g'ic)

Como g (x) = 3x? seanulapara x = 0 | —1, 1] . nose puede aplicar el teorems de Cauchy a
las funciones fy g en el intervalo [—1, 1].

U;'r. da Mm

; , F{1) — (0] 1=1
fll)=1; 0Ol =1 : N==—1:9l0)= - = 1
g{1) gi0)=0 = T 0 (1)

£tx) = 12x7—6x" -2
x} x"—Bx x - frit) _ 1209—611—2¢ . 2t(6t°-31-1)

g’ (x) = 12x? — Bx — 2 (0 12¢06t—-2  2(61P—31—1)

2]
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3:V9T2 _3:V3

612°-31—-1=0 t =
= 12 12

== 5 T &5 igual a alguno de estos valores

fi{t)
g'(t)
nes {1) y (2). Para cualquier valor de t que no anule el denominador, se puede simplificar la expresién
{2} v nosquedaria:

no existe (la divisién por 0 no existe), por tanto no puede verificarse la igualdad de las expresio-

fried _ i f1 —flo) _ i
g’ ) "ogl1l)—gl) g ()
v al na pertenecer O al intervale 10, l+| , no hay ningan valor de t< |0, 1| gue verifigue la igualdad del
enunciado.
3+ 33
12

= 0 =1

10,11, hay unvalor det |0, 1] que anula a g'lx), por tanto no se cumple una de

as condiciones del teorema de Cauchy, v la mualdad de este teorema no tiene por qué cumplirss,

Esuty ilinite del fipa g. Aplicendo I regla de £ Hopital;

E = lim 1-2cos2x _1-2 |=1

s 1+ 3cosIx 1+3 |4

Es un limite del tipo %.

Considerando que el limite de un producto es el producto de los imites:

E = |im l=cotx senx . 1-00SX . 500X

=g x x a=o X e

E! segundo limite es lgual a 1,y &n el primero aplicamos la regia de L Hopital:

Es un limite del tipo [DT Aplicando |a regls de L'Hopital:

wer lasnl
E = lim = - cos fa +x) = lim E“n‘-.!iifuﬂll

e cos fa+ ) L]
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(Univ, de Valencia, 1991)
fUniv. e Valladolia)

u. Aplicando la regie de L'Hopital;

Es un limite del tipo 5

1
<]
E = lim cos® x = i 1 —cos® x = fjm U tcosx) (1 —cosx) _pp 1+ cosx _

“ro T—cosx “Ceost x(1—cosx] % cos? x {1 —coasx) 0 oos? x

_ 1-;-1 _E]

Es un limite del tipo g Aplicando L'Hopital:

cos®x (1 — cos x

E = lim _.11&:.;{2 = lim mﬂx-r@"—‘“-’i.
—iime 1 —cos?x " ' 1 —cos?x
co8" x

el primer limite vale 1 vy el segundo es del tipo ﬂE aplicdndole L'Hopital:

E=T.lim——=0nx _ o ;=L=E
PR _Beos?x (— sen x) "0 Joogty 31

Es un limite del tipo % . Aplicando la regla de L'Hopital {dos veces):

B g"—1 e"
E_!HE 2x 'LIE_E_:E

D

Es un limite del tipo 5 Aplicando la regla de L'Hopital |dos veces):
1:le*—1) +xe" g"+1.2"+ xe* 2%+ g%+ 0.0 7]
E = lim = ”m = =
itn = sen K —cos X + 1 "t0 —CDE X F5EN X -1+0 E
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(Univ. de Las Palmas de Gran Canaria)

Es un limite dal tipa % . Aplicando la regla de L'Hopital {dos veces):

{cos x)? + &”"* (—sen x) e 1+e’0 1

L LY
E=im £ C0%=—1_ o
o 4x—3x’ x*0 4-6x 4 4

wmna
8

v, gel Fals

Es un limite del tipo 'g" . Aplicando la regla de L' Hopital:

E= Ilim = lim
w0 SEM X xeg (T +x)sen x

como el limite de un producto es ef producto de los 1imites:

1 {1+x)log (1 +x}+x

E= llmM —— lim
=t 1+ % w=a sen X

El primer limite vale 1 y el sequndao es del tipo % . seleaplica L'Hopital:

S

Tolog {1+ x) + (1 +x)
E=1:lim 1+x =2 =
o o8 x 1 D
SEGUNDA SOLUCION: Considerandoque 1 —posx = 2 sen® %:
X x
Ee ffm Xl080+x 0 2 deglltx) _ . T oo log(1+x)
LR e zmz E Wl :ﬂni i _3-1 WD SEI'IE D arh _E
2 2 2 ] a2

El primer limite vale 1, v al segundo, que es del tipa % .52 le aplica la regla de L' Hopital:

—

1 +x%

il
24
‘ e
I
)

B =

E = 1:lim

P

—
-

cos

K |+
K| =

lniv. del Pars Vasco,
fUniv. dfe Ledn)

Sacando e*" * factor comin del numerador :
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EHI'IJL{EH.—!!HI:“1} — 1—llln.r._l
E= Ilim = lim e - lim
% =0

xro xﬁ PR

=

El primer Iimite es igual a " = 1, y el sequndo es del tipo 9 ., Bplicando la regla de L' Hopital:

0
H—3EN X =12 X
E=1.lim & {1 —cos x| — lim ® . im T —cosx
L ] 3:1 wug 3 L] HE
e 1 1]
el primer limite vale 5 =3 v el segundo es def tipo ik aplicando de nuevo la reglade L' Hopital :
1 s8N X 1 1 san 1 1
E = =l = el = i | [on
i - 32 e S errmlE

Es un limite de la forma g i

Enunentorno de 0: tg (rx) = 7x. Podemos sustituir en el denominador tg (7 x) por (7 x) parque
tg {m x} estda multiplicando, pero no podemos hacer dicha sustitucion en el numerador porgue tg(xx) es-
téd pomo sumando.

Aplicando la regla de L'Hopital, después de hacer la sustitucion:

= 4 o 2

e g i Bt o gyt

2 2
sustituyendo tg (v x) par irx): E = lim ) Ifm mx? -
RH+0 EHz noeD Exi

Es un limite del tipo E . Aplicando ia regla de L"Hopil:

1 L Hopitall
E = ELH;L —'—I———- =|lim —————— = lim —-——1 =
logx)* ~+2 7T 3llogx)? + 2x ¥ E{Fugxi% +32

. (L' Hopital] 1 1 1

=llm ——— = 1i .

seevon Blogx +2x L E-1+2=D+2=
®

www.FreeLibros.me



TEOREMAS DE ROLLE, VALOR MEDID ¥ DE CAUCHY. REGLA DE L'HOPITAL, FORMULA DE TAYLOR 327

fUniv. de Valencial

E = lim 8% o un iimite del tipo 3. Aplicando la regla de L'Hopital;
L] Ly
' 1
X
B lip 5= tm x=0
x?

El segundo limite es del tipo -g . Aplicando la regla de L'Hopital:

L 'Hopital ol 2% [imiw)
Fmim BNy 8y mmbod) 1y sorbet) 18 E]
TR L T

Es un limite def tipo O-{—=) . Nos quedard del tipo = escribiéndolo de la forma

E = lim log {x — 1}
ner 1
x=1
i 5
Aplicando la regla de L'Hopital:  E = I-!Tr_xE:_ =.Im 1_’:{;_111] = lim —{x-1) = 0

Es un limite de tipp 0 o, perocomo tg X -logx = l?_!:._.’_‘ , mos queda un limite del tipo E—-

g x
IL Hegiital) 1
e F
E=Hm$=”m — o m—9% _im B g x =
e (1) I B i A Y )
x
g w6 x
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Esun limite de la forma (@ — m). E = lim ~—20% que es un limite de la forma L
wkn X 58N X a
L Hopitsl) IL' Hogitsl|
E;ﬁ,,,w:”mﬂ:”m en x ..( 0 )=E]
we0 W EEN X wrn SON X 4+ X COS X aea COSX +O0SX — X s8n x 1+1-0

Es un limite del tipo = — =, Escrito de la forma:

Cos 1

E=lim (=2 — )= lim XEoosk — SR
T | SEM X X L] X sen x

nos resuita un limite del tipo g Aplicando i3 regla de L'Hopital {dos veces):

1.cos X — X S8N X — COS X ) = B -
E = lim = lim ——=%N% __ _ im Lgen X — Xioosx
wwii 1.sen % + x cog x w8 SBM X + X CO% X =0 COSX + l.cos x —xsen ¥

1:{11_-ﬂﬂ - g =[o]

L v, de Sanrfa.y'ai

elx—1)— [e" —g)

Esun limite del tipe = — =. Reduciendo a comin denominador: E = [im
=1 fef—p)ix~1)

fue esun limite del tipo % Aplicando fa regla de L'Hopital;

L'*Hopitail
" v ot
E = lim erl—e = |im a_ s = |im =i = @ = ...l
1 g™ x— 1)+ fe"—e)-1  a*1 xg"—p 21 T.e"4x.e* eFE 2

niv. de r
{Univ, de Mun:'.!aﬁ

Es un limite del tipa {o — ). Reduciendo a coman denominador:  E = Iim o8 (1 +x)
wro x:log (1 +x)

gue 2sun |imite del tipo g Aplicando la regla de L'Hopital:

;
1= — (L Hogital]
E = lim 252 — = lim — H“*l — = Ifm 1 -
“*° 1.log (14x) +x- o (EERBOGITFER) F X %0 g o tyan) + f14x) <o
T+x T+x
= Iim 1 ——— i |

xen OQ(T+x)j+1+1 0+1+1 2
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{Univ. de Castills — La Mancha, 1991

{3‘2"“ 2‘ _1}_1. = Iim

& =0

Esun limite del tipo 1. €= e, slendo A = Iim 3‘+§'—2

=g
que esun limite del tipo -E— Aplicando fa regla de L'Hopital

3"log3+2%log2 3%log3+2°%log2 _ log3+log2
2 2 2

1
A = lim IEHJE@=I&;E? =
a=a

Es un limite del upa 17 E :E"ialandu A= lim (cos2Zx = 1) % = J:im S T

a=u " 20 "

que es un limite dal tipa % . Aplicanda la reglade L' Hapital

A = 3dim —2sen2% _ _gym B0 _gy__g = E=|e®
Rl 2% o [ 2x]

Esun Iimite del tipo 07,

La expresidn x'  saolamente esta definida para x = 0, luego en el cdlculo del limite considerare.
mos que x - 0 siendo x> 0.

I - A iim jsam e bag el i
De laigualdad A" = &” ™%, E_(e)x*o =&

siendo A = lim (sen x-logx) = lim 'iff—". que es un limite del tipo = .

58 X
Aplicando la regia de L'Hopizal:

2 s o
A = lim = lfm SENTR_ _ g X o, SEOX _q5_0 = E=e® <[l
at0 — cOS M KPd M OO5X e * wen = DOS X

s«n’ x
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Es un limite del tipo 07,

Considerando la igualdad A% = e8'00A. £ = |jm g 'o0snx_ e, A =lim %-log ten x
g

I : .

Este ultimo |imite, escribiéndolo de la forma A = lim w es del tipo iE_ Aplicando la
]
regla de L' Hopital ! "
oS X
A= lim 22X - jim (= cosx) -2 — . x
T B | g x
x?

y coma el limite de un producto es el producto de los [imites:

A= Hrn {—cos x)-lim im x = (—=1)-1.0 = 0. dedonde: E =¢°= [1]

u+g 580 X x*0

Univ. de Salamancal

Esun limeie del tipo =2,

1
& B.log & ton oy
A=n“ :;.E=F£TE F:EJ‘
ssendo A = Iim tg X - lug L _ itm g x- oyt —2iogx) = 1M tgx(—2leg ¥} = Iy —2i0AX
¥ e W - L
que es un limite del tipo 2 = . Aplicando laregla de L'Hopital: X
__2‘
Nelim ——— = gim 23X gy = im =2 i B i wix =
A | v | !+:g2x ™ gl %0 R R
2
13? x

7 =[]
1.0 = = E=g =
T 0 0 =11

La funcion serd continua en el punta x = 1 si se verifican las igualdades:

lim £1-h) = ffr'n fl1+h) = f(1)
ha o
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kgl
; 1 1 . 1 1
lim F1=h} = iim == =lm (— = ——— ] =
':,:;:; ::?:; (“_hj_‘; Ingtl—hl} ':.3: (—h Jngﬂ—hl:'
. 1
L Hraltall
- 1 log (1=h}+h ={'—J}=T:m. |vh+‘| -
nsa ~hieall=ml 0TI~ teg1-mi—h- =
¥ IL ‘Hoital ) 1
= Iim = lim =
nes —{T—h)log (1 —h) +h -
wag —H=hliog{l=h ,','-_?.dﬁ—:-l?ln-gﬁ--h‘!—ﬂ—hii—j""l
-1 1
Eoee— i — '! = | =
=T =11 =1 = Isfuncidn noescontinuaen % = 1.

T (Univ. de Cordoba)

La funcién serd continuaen x = 0 si existe lim f(x] v este limite osigual a fI0) = A_

Had
El Ifm f{x) esdel tipo g-. Aplicando L'Hopital:
e

W a¥ b T
Nt = i =2 =X = Km Ae™*—e?—1
el

e x! E 2x

—si A s 2: el numerador tiende 2 un nimero finito y el denominador tiende a 0, &l limite sers
infinito,

OL MG al | e?
Csi A= 2: = ifm 282 —et=1 _ . 4" 4-1_3
st A =2 er flx) llf.ll'll;l 7 = .ﬂ 7 S T

La funcidn es continua si " .A - ;—i

La forma de la farmula de Taylor que se ha de aplicar es:

; f‘l%—l . B o i | . 3 .
flx) =1({=) + i _ & 32 3 _ i 0
5 T (= z]+ 21 (% 2] + o {x 2I' <<
fix) = x.cosx f-:%:=;—'-u=u
Fix] = 1.cosx+ x{—senx}=cosx—xsenx i & z
%) = —senux—1.senx—xcosx = —2seN X — X COS X "[3‘] =u_§‘1=_i

)= —2cosx—cosx +xsenx = —Jcosx+xsenx
f“{%} = =2.0= %-n =
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n
a3 —2 2
X-cosx =0+ —— = l,'x-—]+ 5 [u-—E} +
T T T
" —3coas IE +E{K-—E]I+i2+ﬂtﬂ—-‘l}ﬂni +EII—E“ l‘ _!“13_
6 20
T ® T "

" _E]_u_'__f_" 35&“[3!'.3—5”"‘[5’ +ﬂix——2—llﬂ°5l5[l-§:‘l tx—lﬁ
| 2 2 6 2

fix) = (1+x)" L) =1
P e ]
fix) —;1'1+x]| Hm_n
11 =2 1
g gl rith -__-:E n '] — —n
fﬂd-n = {1+ x) (0] p
1—3n
trg= L 10 1-2m g g " froqoy= =N {1-2n)
n n n3
1=4n 1=dn
F14 ) = 11-n1-2n 1—3n Wiy " 14 1o x) = 1'1—nlt1—-2nli‘l—3n}“+h} n
n n " I'I‘
1 f=n_2 . (1=nl1=2n) 5 (1=n)t1=2n){1—3n) Ll
fix) = 1+ —x+—x24 L) VS B —+ox) © x' , (0<8<1)
| & 21n? 31n? 41n*

fix) = wx—senx fig = 0
f'ix) = (1+1tgx) —cosx o) = 0
fix) = 2tgx (1 +1tg®x) +senx = 2tgx +2 tg¥x + sen x f'0) = 0
flx) = 2{1 +tg?x) +Bta’x (1 +1g%) + cos x fi0)= 3

- (0] f'0) 2, (0} _a 3 1,4
f = fﬂ -+ + + L il = 3 S L] o
fx} = 1{0) Fi ot oy 3k * Tl 5 X1+

El comportamiento de la fum:i-.'.ln f en un entorno de 0 es el mismo que el de la funcion g definida
por glx) = lxa gl0}= 0, g'lx) = == 3x2>0, g'(x)=3x, "{x} =3 => la funcién es creciente en el
origen y tiene en este punto un punto de inflexién con tangente horizontal.

www.FreeLibros.me



TEOREMAS DE ROLLE, VALOR MEDIO ¥ DE CAUCHY. REGLA DE L'HOPITAL. FORMULA DE TAYLOR 333

Emplearamaos fa formula:

L " $id 1
fx) = §(0) + F10) o | FUUOb o, 000 o, M40+ x) L

Csiendo D < 8 < 1.

21 Z1 3 : 4

fix) = arctgtgx | fi) =10
Fix) = L = (12" i F10) = 1
i) = (=100 +x2)7 2% (0 = 0
Frix) = (=1 H=20{1+x3) 2 207 + (1) (1+x?17%.2 ‘ (0= -2

i) = (=1 =2 (=31 + 224 2P =T =201 + 52702020002 + (=10 (=2) (1 4% %2x.2 =

_—aex® | 2ax  —24x7 4 24x ‘ (8 y) = —28(0x)" +2410x)
1+ ex?? (1+x?) (1+wx?
de donde: o
fix) =arctgx =0+ —T‘x*.* LU I ﬂxs_ —24 1@ x) *245:"'13‘=
1 21 31 411+ t0x?|
3
= x—da®p XL * Bxlia  gog<y)

[1+(a%?]"

haciendo aretlgx = x - 15 x3 s tiene que arcty 0'1 = 0'1 — %{0'1}3 Y @

= 0°1-0'000333 = 0088667

—ia.0 34. " A D ! h |
con un error € iguala £ = 19:0%) 19:] 1) 01)* = Ew
[1+10:01)% 1+001-8%)
y considerando que una fraccion aumenta su valor si se sustituye el numerador por una cantidad mayor,
o bien se sutituye el denominador por una cantidad menor:

- 00007

ce — 010 gopm <« —21 o000 « —EL__—o00001 < 2 00001 -
(1+001.68%" (1+001.0%) (1+001.07) 1
= 000001

El error cometido al hacer arc tg 0’1 = 0'099667 es menor que 0'00007.
B ha sustituido el numerador de la expresidn que nos da el error por 0770 > 0°1-8 — 0’00183,

despugs 0'1.0 por 0'1-1, puesalser 0< 9 < 1: 0'1.6 < 0'1-1 = 0'1, y el denominador {1+0°01.6%)°
por (1+001.0%)" pues 0< 6 <1 implicaque (1+001-62)" > {1+001.0°)" = 1
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fUiniv, de [slas Balearos)

19} Ernplearemns la formuls de Mac— Laurin, de grado 3 y con el término complementario:

a b 3
£101, o £710) o, F7M0) o, F7UOX) b4 giendo D<0< 1

=f
flﬂl‘ {'D} ,” PY T a0
1 -1
fx) = (M) ? 0} = (1+0) *=1
g 1 5 -3 1
. .31 Z 2 . 1 2 _
— - = = =1+ — AR, = - —
Fix) -3 i 1+x) 3 x| 10} 2I!1+l:)} 3
34 B 5 =
11 e i 2 " 3 2._ —
F'lx) = }{ }H+x]| = 411 ) 0] = E” +0) © = 2
31 5 5 15 -z 18
G xR By B B o F 15 2__15
' (x) = E{-E)nu] == (14x) o= —= +o) “=-2
37 i =3 2105 1
Wiy 154 7 g 2 180 = fl i —_—
Hix) =— 2_}{“—:;1 1ﬁn+xh (xh= 11r ) 3
1+ dx)
= : 1 3 15 .
fix] = 1 =11._21-|-i 2.4 B x¥ 4+ ‘_lu_s ! x"_ siendo 0< #< 1,
1+ % 1! 21 3] a1 1 2
(1+8x)2
Su polinomio de grado 3 es: : el—dx+ 3,25 3
Vi+x 16
2" Haciendoen la daltimaexpresion x = 0, 1
1 1 3 o F B EE 03,3 5
=] ==:Q,1+ = W= =001 =1- +=-001= —-000 =
A 2 a. +3 0.1} IE'{ | 1 2 8 16 O
= 1-0,05+0,00375 — 0,0003125 = | 0.9534375 |
32} El error cometida en la anterior aproximacidn es:
“=E1T11E_J__'Tm” 122-59—9'3-——, ., p<a<i.
1+ .0,1)° (140,1.8)2

D<6<1 = 140,14 > 1+0,1-0=1, al sustituir en el denominader de la expresidn de &,
140,18 por 1, haremos el donominador mds pequefio y el guebrado aumenta, o sea gue:

35 00001 _ 35
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fUniv. de Murcia, 1991)

Apliquemos la formula de Mac—Laurin a la funcian f: | =1, 1] —= R definida por fix) = /T+x=
1

“[H'x}i:
flx) = £(0) + (0} x + ’2:‘” . f’;f“‘“ x3, siendo 0< 0<1
1 oy
'x) =—11+1 =%[1+x1: f(0) = 1
1
LB a3 10) = -
) = Z=2)0014x) F =—2(14x) 2 g
5 i"[m=—l-
ST . ‘5"3,'331
(x) ==z (=3) (14 x) =20+ 3 5
(1+xF
3
flx) =v1+x= 1+l:-:—-1-:-:“-1-l —E-xz i Q= f=<1)
278 B 5
(1+8x)?

ViFx = x_x
T+= 1+2 a

escindiendo del término complementario:

e 28 mfz =1+025- ”—'25

Si hacemos x = 0,5: +/1+05 =1, w

=1+025-003125 = 1.213'!5_!

El error cometido es igual al término complementario, del que hemos prescindido al hallar la equi

valengia, hacienda = = 0.5:
0< <1

V, I us“l
16 (1+05. Mm% ©.5)

Si hacamos ! =0 en esta expresion;
a
1 (0,57 _ 0125 _ ;4078 < 0,008

€ <

1 1 16

{Uniiv. de Bareelona)
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La funcién no esté definida para x = 0.

3
i) =14 X 12 pl)=0 > 1220, ¥=2-0, ¥-2=0, x=VT
“ ] 3 x?
b ® X
7
' i) == iﬂ;ﬁf— = _B-I f"f%’?;: zE T = 0 == l&tuncién tieneun minimo relativo.
x % (VZ)
th=£‘r§ igual a 3@ . 3-1: .
W4

(Univ. de Valencia, 1991)
fUniv. da Castilla — La Mancha)

flx) = 4x3—4x ; "ix] = 12x"— 4

x =0
Pix) =0 = 4x3—4x=0; 4x(x*-1]1 =0 = .
'—=1=0; x=7, x=-=1
{10l = —4< 0 = en % =0 la funcidn tieng un maximo igual & F(0) =0
1 = 12-4=8>0 = en x =1 lafuncion tiene un minimo igual a fi1) = — 1
FrU=1)=12-4=8>0 = en x =—1 lafuncion tiene un minimo iguala 1{-1) = -1

=
1]
[=]

13"12

.1
£ (x) = e (3 +2x) : flx) =0 == 3x°+2x=0 =>

X

1]
|
LS

:l- !i ;l:a-n- zr ail?'
frix) = et T T E e 2x)f et Y T Bk +2) = & ‘[{3x’+zx_a’+{ﬁx+z;}

10 = e-Z2>0 == para x = 0 hay un minima FlO) = e
2 3 =

a4 o, a7 = 2 . 2 B

(- 5}_E (—2)<D = para x = — 3 hay un mdximo: f{-i}_.

)

fix] = x%e" = f'{x} = 4x%e* 4 x%e" = (4x7 4 x*)e* : 0} =0
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Fle) = (12x% + 4x¥)e® + (ax?+ x¥)e" = (127 + 8x7+ x*) e ; (0} = 0
70 0x) = (24x +24x7+ax7)e" + (12x7+ 8x + x%)e* = 24x+36x7 + 126 +xM)e* ;. 17(01=0
' (x) = (24 + 72x + 36x7+ 4P Je*+ (24x +36x7+ 12x7+x*)e* ;. f*(0)=24>0

la primera derivada no nula para x = 0 es de orden par v positiva, la funcidn tiene un minimo para
x =0,

Univ. de Madrid)

Fix) = (32—8x + Tle* + (x3—4x2 + Tx—Ble* = (x3—-%2—x + Tlex

Cmx?—x +1 =0
fix) =0 = (xT—x*—x +1)e" =0 =
=10
La suma de los coeficientes de la ecuacion x*—x¥—x+ 1 = 0 esigualaQ luegox,= 1 es
ralz. Rebajando de grado por Rufini:
1T =1 = 1
‘ 1 g -1 =:-:r.7—-1=D ='K.‘,,=1.13-=—1
1 @8 -1 |0

f1)=1-8+7-6le' =~2 : f-1)=(-1-4-T-6le" = — 18
La ecuacion & ® = 0 no tiene raices, pues una funcidn exponencial siempre 85 mayor gue cero.
%) =(3x?2— 2x—1)e® + [x3—x2—x + 1)e= = (x? + 2x2— 3x)e*
' l=1) = (=1 + 2 + 3}’ =% »>0 =» ftiene unminimoenx = —1.
F{ll=14+2-3)e=0 ; hay que hallar (1)

f'(x) = [3x% + dx — 3)e* + (x* + 2x7— 3x)e” = (x* +5x* + x— 3} e* =

(1) = 4e >0 = ftiene un punto de inflexidn, can tangente horizontal en x =1,

{Unjv. de Safamanca)
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Las funciones polindmicas son continuas v derivables. Como las dos formas de la funcion dada son
polindmicas, sélo existe duda de su continuidad en x = 2, punto donde cambia de forma.

lfm fi2—h) = UUm [(2=h)2=(2-h)-6] = -4

h=g Fi=g

] nro

lim f{2+h) = lim [2{2+hP+32+h)-26|=—4 =% |a funcion es continuaen = = 2,
hdd hissid

fl2) = 22-2-6=-4

En [—-3.2[: ' =2x=1 , yen ]2,3] : fix) = 6x2+3.

lim #{2—Hh) Wm |212—-h)=1]=23
h g hep

it n=o = noexiste '(2)

lim £(2+h) = lim [612+h)*+3] =27
h'.:\?:- h=o
de dande :
2 =1 si — 3 x<? 2 si —3asx<?2
fix] = | 632+ 3 5 2<x<3 = f“lxi = | 12x 5 2<x<3
no Existe 5 X =2 no exise 5 % o=2
Solo el valor % = % anulaa f'(x}, ¥y como f“(%): 2> 0, existeun minimoen x = — jgual a
| L S 25
f(g?‘(z] — Yy

En el intervalo Pﬂ_ %[ la funcitin es decreciente, ya que f'(x) < O en dicho intervalo.Para x =-3,
la funcibn tiene un méximo iguala f{—3) = 32— |- 3) -6 = 6.

Tanto en el intervalo ]% ; 2{ como en el |2, 3 [ ,fx) es positiva, la funcion es creciente, loque
nos dice gue en x = 3, la funcién tiene un maximo iqual a §{3) = 2 37+3.3-26=37.

Resumen: £nef punto | % - ’%E 1 la funcion tiene un minimo absoluto, en (3, 37) un miaximo absolu-
to, ¥ enn (—3, 6) un maximo relativo,

b} H{—3l=6, fl0) =—8B, y comoen |—3, 0] la funcién es continua, segln el teorema de Bolzano,
la ecuacian f(x) =0 tiene al menos una raiz en el intervalo |—3, 0. Pero coma en dicho intervalo f'(x)
es negativa, la funcidn es decreciente, lo que implica que la ecuacion fix) =0 sdlo tiene una raiz en el
intervalo =3, 0[.

Sea x el radio de la base, & y i3 altura del cilindro.
El drea total es igual al drea lateral {27 x y) més el drea de las dos bases (2 -7 x7):

2axy+27x’ =150 (1)
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El volumen del cilindro es igual al 4rea de la base, ey
%%, por la altua, y: P SR
|
V=rxly 2) :
¥
et .
pe : y=DTX, :
m '.‘-.'_____Fﬂ-ﬂf-h-.____-.-'.\
llevando este valor a (2): N

2
U=7’!M = 75x—wx" = V' =75=3rx’ ; V=0 = 75-37x’ =0;

T
) 2
5 75 — w (2'B2)
= — =2 B2 ems.| == _———__ =156 cms.
-2 T
V'=—Brx = V(i} <0 == Ilosvalores hallados corresponden a un midximao,
w

Consideremos la funcién f definida por f(x) = x¥—x sen x — cos x.

Como las funciones: polinomica, x—=s8n X y X008 X SON CcONTiNuas y derivablesen R, la
uncian T sera continua v derivable en todo intervalo de R.

fix) = T —1-sEnx —x.co5 X — [—senx) = ¥(2—msx) ! Fixl=0 = %2—eosx] =0 ==

x =0
2 —omsx =0, notiene solucidn, pussal ser — 1 s cosx < 1, 2—cosx > 0

i) = 1i2—cosx) +x-senx = 2—oosx +xsenx = f'0)=2-1=1>50 =
la funcidn f tiene un minimao para x = 0, iguala f10) = - 1.

Como 2 —cos x> 0 para todo valor real de x, fix) = x (2— o3 ) tiene &l mismo signo de .
El cuadro de variacion de |s funcidn f serd ;

3 s 0 += Este cuadro nos indica que la ecuacidn fix) =0
tiene una sola raiz en el intervalo | —= 0]y otra
il g B en el intervalo [0, + = | , lo gque equivale a ue-
fixl | —o w =i o m cir que la ecuacidn del enunciado tiene exacta -

mente dos raices.

ANy 1o

(Univ.

I

Sevilla)
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El valor de laabscisadel punta de inflexidn es el gue anula la sequnda derivada (y no anula la ter-
cera derivada):

y' = BxT—12x ; y" =12x—12; y"™ =12
y' =0 =>12x-12 =0 => x = l,comopara x = 1, yvale: 2.7 6.1 +4 =0,

el punto de inflexidn es el (1, 0).
Para x =1, y' vale: 6.12—-12.1 = — 6, de donde la ecuacion de |la tangente es

y—0 =—B(x—1)=> E_?r_= —Bx + 6

fUmiv. de Cardaba)

floe) = 4x?—2x7 - 10 == Flx) = 12x2 —8x ; %) =24x— & ;: £"(x) =24
x| =0 = 1_2;:’-—4,: =0 = x,=0, X,=o
0} = —4 < O, lacurva tiene en el punto de absciza 0 un maximo iguala (0] = — 10
£

%) = 24. 31_ -4 = 4> 0, la curva nene en el punto de abscisa -; . un mirimo jgual a
v i

S N e I -

7 ] -

Fifx) = 0 =% 24x—-4=0: x =%; l‘( )=244=E‘r,=:- | curva tiene un punto

@Dl —

de Inflaxidn an el punio de dbscis: % .

Siexiste f'|z), la ecuacién de la tangente a la curva y = f{x) en el punto (a, fla)) es:
y — fla) = {a)-{x — a)

de donde.
— tangenteen el punto (0, —10): vy —(—10) = D-[x -0} : l"'"'" =0
o 1272y, 272 1\ 2712 _|
- (5= @-\=5Zl=0{s-2s [v+37=0
.r Y . 1 1 21 2
: (5103~ 2)+ v- (- )=z 54 2) (1)

271 _ 1 1
g =—glr=5)

W

(Univ. de Alicante, 1391)
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v =32+2bx+m yv'=6x+2b : y"“=86

— la curva tiena an &l punto (0, 1) uns inflexion: (0l =0 = 60+2b=0 = h=ﬂ!

— la pendiente de la tangente en (0, 1) vale 1: f0) =1 = 1=3.0°+2b-0+m =

[Liniv. de Madrid, 1997}
Fixl= Ix¥+2am+b %l = Bx+28 ;. f"(x}=6
Silacurva y = fix) tiene pare x = 1 un punto de Inflexion, {1} = O y sipard x= 1 tiens
un punto de tangents horizontal, £'11) = 0, osea:
6B1+2a=20 3= - 3

3.1%+23.1+b=0! 3+2(-31+b=0 ; [b =3

a8) Si 3 eslasbsciza del punto M, se verificara que f'la) = 0.

f i}l = :2. 4--1_.21 = {;.w ¥ f'{ﬂllﬂ;‘hﬂ: 0! =24Za=0;&8=1;
A x a’

H'|i=%+|ﬂ912=2-l-ﬂ=2 = M esel punto (1, 2],

o e e P _4x-12
L]

RI— [—2 4+ 2x) =
b) f..h”=2x If Exiix:d 32::: Fe i) = .
x x K x
4—12" = P e g E|2i=§+lug2==!+llugz

X

i) =0 =

2] = # =0 = elpunto | esel (2.1 +2log2)

c — ecuacién de la tangente a la curva en 2l punte M1, 2):

y—2=F{1)Ix=1] = y—2=0:-x=1; y-2=0 1)

— ecuacion de la tangente a la curva en el punto  1(2,1+2 log 2):

yw—(1+2log2] = F{2].[«—2) => v—i—..'?!uq2=%[x—2l 2]
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Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2] obtendremos las coordenadas del
punto J:

y-2=0 y =2
v-‘l—2lug?=-%[x-2] 2—1v2h92=%{:‘—2}: x=4—-4log2
el punto J esel (4—-4log2, 2)

Como el drea del triangqulo ABC 1al que Alx, . y,), Blx,, y,), Clx;, y;) esiguala:

1 0¥y 1
valor absoluto de 3 Xy ¥, 1
Xy ¥ 1
el drea del tridngulo MIJ es:
1 2 1
valor absoluto de % 2 1+2log2 1 =
4-4 log 2 2 1

= valor absolulo de %([1 +2i0g2 +4+8-8Blog2) - {4-41log2) (1+2iog2] —4—2):

2
= valor absoluto de 3—-101og2 + B (log 2)

2

."u. d u!ﬂ}

Por ser la funcion f n veces derivable, por la formula de Taylor:

IF f{ }+ ff{xu] 1 ; f!H—ﬂlixﬂl : ﬂ-1+ flﬂlxn‘l"ﬂix—xnil }I-'I 0<o<
(x} = Xy T ':I—IG * W Jﬂ—'xu:' =1 [K—Nu , O<
de donde:
x40 x—x ) ix)
. nl! ~nl . fn - _dn -
B l{-n:u (x=x_}" (x !ul _JLTu(f i'xn+ 6ix xn” f" !xﬁl]

| .
por ser f " continua en X,

=" x ) =" x ) =0
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CAPITULO 13

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES
DADAS EN FORMA EXPLICITA

REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION DADA EN FORMA EXPLICITA.

Para dibujar la curva (C) delafuncidn f: x = ¢ = f{x) estudiaremos sucesivamente los siguien-
tes puntos:

19} CAMPO DE EXISTENCIA O CONJUNTO DE DEFINICION.
Es el subconjunto D C R, formado por los valores reales de x para los que vy esreal,

oy = .9% no estd definida para los valores de x que anulan el denominador,
hix
x -2

x—4

Sea f la funcidn definida por vy =

=820 = x=22 : D=R={=2.2}; y: =2 !

e = = lacurvade f csla curvade (@
[x+2)[x -2} x+2

x+2

funcion: R— (—2. 2} - R definidapor v =

2
y = vﬂ gix) estd definida sdlamente para los valores de ® gue hacen glx) = 0,

— 1 &) 1 — e
Seay =v-x?—x+2 ; —x?—x+2=0, ¥ 4x-2;x= LB i = _ iy =V=lx=1{x+2)

S

B

D=]-21]

TP — 1 B 1 x 1 -2 1

Vex? o x+2
y = log, glx] esta definida sblamente para los valores de x que hacen gix) > 0

Sea y=logV—x?—x+2 . D=]-21]

y = arc sen glx) |

»

%

estd definida sblamente para los valores de x que hacen —1= gix) =< 1.
% y = arec cos glx) |

-1<sx+2; x2-3

Sea y=aosen (x42) ) —1=x+2g1 = xET ] . = D =|-3.-1]
2?) SIMETRIAS Y PERIODICIDAD
fl—x) = —f(x} == lacurva essimétrica respecto del origen de coordenadas.
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S5 D es el conjunto de definicidn, para estudiar f es suficiente hacerlo en el conjunto
E =DnN|(0, + =|. Dibujada la curva correspondiente a E, se dibuja su simétrica respecto del origen de
coordenadas y tendremos toda la curva.

3 3i—=) -3 3
- fi—x) = i = I = = —1f{x] =% lacurvaas simétrica respecto del ori-

x4 1 =21 x2+1

Sea y =

gen de coordenadas. Sdlo hay que estudiariaen R. -

fl—x} = fl{x) => la curva es simétrica respecto del eje OY.
3i D esel conjunto de definicién, basta hacer el estudio en el conjunto E=D N[0, +=1.

o 1 {— :I?— 1 ;.;2-.1
Bea y = : fl—-x) = - = f{x) =2 lacurva essimétrica respectadel ejg OY. Shlohay

d
x4+ 1 %1 =Y

que estudiaria en A"

Para comprobar que una curva no tiene simetrias respecto del origen ni respecto del gje OY (la
funcion no es impar ni par), basta ver que, siendo a un punto cualquiera de D, se tiene que f(—a) # fla)
y f(—al# — fla).

Son y = 2 +3x: 1) =4, f{~1) = —2 =% lacurva na tiene simetrias respecto del punto (0,0}, ni respecto
ditl pje OY,

Si 1a funcibn es periddica, esdecir, si YWx =D existe un nimero real T no nulo tal que: Fix+T)=
= flx) , basta estudiar la curva en el conjunto E =D N |a,a+ T],donde ac< D, y trasladando la cur-
va obtenida a losintervalos |a+kT.a+ (k+11T], k=2Z*, tendremos la curva pedida.

Las funciones x— sen (ax+b) vy x-=coslax+b), a# 0, tienen por periodo T = -Il;—"[ .y la
funcidn x == 1g (ax + b}, a= 0, tiene por periodo T = T%F

Si h y g sondos funciones perigdicas de periodos respectivos T, v Ty.lafuncion f=h+g
es una funcién periddica, cuyo periodo se obtiene del siguiente modo:

. T T
Se escribe _! como una fraceién irreducible 2: L =2 T2 aT,=bT, esel periodo de f.
T b Ta b
El mismo método se siguesi f = g-h. El peripdoserd T=a T, = bT, oundivisor de T.
La funcibn x-— sen 2x tiene por periode T, = ? = 1w ¥ lafuncibn x -+ cos 3x tiene por perlodo Ty = Zz_w

La funcitn =« spn 2% + cos 3x es periddica, su periodo se obtiens asi:
Ty

3
Ta

o
2z 2
3

o :‘}T:E‘T.I:.TFz:?n
3%) CORTE CON LOS EJES,

x=0 = y=1i0)
v=0 = f(x)= 0, las abscisas de los puntos de corte son las raices de esta ecuacifn,

y=valx) ; y=0 = gix)=0 |y =1tg glx); y=0 = gix)=ks
y=Ilogglxl; vyv=0 = gixl= 1 |y = arcsen gix); y=0 = gix) =10
y =senglx); y=0 = g(x)= kn | y = arccosglx), y=0 = gix)=1
y =cosgix): y=0 = gix)= Ekrz—; | y=arctgglx), y=0 = gix)=0
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47) ASINTOTAS.

Se dice que una curva tiene ramas infinitas si existen puntos de la curva cuya distanciaal origen de
coordenadas es mayor que cualguier ndimero prefijado. 5i una curva tiene ramas infinitas, la recta {si

existe) a la cual se aproxima la curva cada vez mds sin llegar a tocarla, se llama asfntora. |Incorrectamen-
te se dice que la asintota es la tangente a la curva en su punto del infinite). Si la curva no tiene asintotas,
se dice que la curva tlene una rama parabdlica.

Asintotas horizontales o paralelas al eje OX. Son de la forma:

Iq,r=h'_ ,Siendo h = lim f{x] ., (hER)

[

dx
tiene una asintota horizontal . larectade ecuaciin v =3, yaque im —— =3

Lacurva y =
x—1 Eemm X =

Es muy conveniente estudiar la posicion de lﬁ curva respecto de [a asintotla horizantal v = h, bas
tard hallar el signode fix)—h para x>+ @2y x—=—-w 5 flx)—h>0 lacurvaestard por encima de
la asintota y si Tix) —h < O la curva estara por debajo de la asintota.

¥ Y Y| b/
R SR | (U . S o
| =,
o X 0 X [V X 0o X
fix) —h>=0 flx)—h<0 fix) —h>0 fix) —h<0D

Veamos la pasleion de la curva y = i‘-; respecto de la asintota v = 3!

X = 3 e

>0 parax-—-+m
— x4 —
{{:|_3=£_3nw:i

[ - x--'| !-'I {0 " g — O

En ciertas funciones, por ejemplo en las exponenciales, hay que hallar por separada el limite de f{x)
para X —=++m Yy X —=—m, yaque ambos [{mites pusden ser distintos:

= . (L Hepital

Saa y=x-8 : IIm xe Yatm = = lfm — =0 = y =0 esasintota horizontal por la derec’
LR N o g.' A g'-

im xe™™ = [—m-a""=_m) == noheyasintota horlzontal por la izquisrds.

K ==l

Asintotas verticales o paralelas al eje OY: Son de la forma |x = k| siendo k losvalores finitos
x gue hacen y infintito,

[ v=l_!1£‘,,z_’] 6 y= .."E{i:l k son las raices de hix) = O.

S5i v =log %% k son las raices de gix) = 0, v las raices de hix) = 0.

Es muy conveniente estudiar la posicidn de la curva respecto de la asintota vertical v = k, viendo el
signode flk—e) y flk + ¢), cuando ¢ tiende a 0.
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Yt i i 2 Il ¥
L] L] I
: ! - | s
i I | ] i
i : i [
o Wk X o 'k X o 'k X o k X
1 ]
: - E i
| I r t
flk—e) >0 flk—-c)<0 flk+e)>D0 flk-+e)<0
Sea lacurva v = 3*—1 L =1=0 =% x=1 esawnitola vertical. Y :'
Yo i
(1 —el= - 31 — €l = 3 - ¢} <0 => lacurva se aterca ala .I
1—zl=1 -L )
asintota por debajo a laizqulerda de x =1, O i1 ¥
F 1
1+ el = 31te) 3 tel >0 =% lpcurvaio scercaala I
(1+el=1 ' i
asintota por arrika a la derecha de = =1 “

Asintotas generales y ramas parahblicas. Se estudian solamentesi lim fixl== & lim fix)=m,

)
— =i :tm %} = = | . la curva tiene una rama parabolica en la direccion del eje QY.
Y / Y| *r| \ ¥
| |
i il | _— -4
o bt o1 X o X ] X
I
| \ ( |
im 3 _ 4 i KR __ o TR L L e HXL = o
L L3 L x N * Lt =

x g
M
3 (8] X
i 8 e <5 i .
e oo X FH--WIE_H e |...l
— &l :i:l —f-!:—] = ﬂi , la curva tiene una rarma parabiélica en fa direccidn del efe OX.
A d b Y b 4
r —
T G x 0 X 0 X 0] x
fim; 1% . g Ifm &t—}=u— Itm ﬂ"_—’:u' Ifm M=n—
W M Aascn X Ewmm Womaem M
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REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES DADAS EN FORMA EXPLICITA 347

IL'Hopltall 2% Y
2 tix} log (% +1) w21 N aa
Bea ¢y =logix“+1): IIm —— = |im = |fm =0
[FREET Wity x PRI |
(LHopital) —=% 0 %
flx) tug[:zi-‘n x2+1 -
Ifm — = {m — = Ifm =0
W X Ko we-os )

H'-Jlr‘ui=||'!"|=»'&'£2i ¥ lim [f:x}-—ms-:1=h!

LR

limn
[ &

— &

, 1a curva tiene la asintota [»,,i =mx+b

La posicidn de la curva respecto de la asintota se estudia hallando el signo, para x —=4oy X —»—m.
de flx}—mx —b:

¥ b ¥ ¥ #
Y ;-'_"' /,,7"' o !
,r - r ’-r
P P . p
70 X R % . 0 X G X
s r P ,'.
- # F .
- i ¢ J
I
fix)—mx—b>0 flse) —mx—b< 0 fix)—mx~b=>0 fix}=mx=b<D
e e u - s
‘ 2 & 2_2%%+2
Sea y = 2_1, im H= Ifrm 2% =2 ; Hm |fix) -2x] = l[rn: 2 —2:.J|| = iim 2x u =
o =1 Keoa X k= A ) e L i x—1
. 2x .
= lim =2 = y=2x+2 esasintolaoblicua
LET . | .
Y| #
Posicidn de |a curva respecto de la asintota: h
!
2 2 - o A
Hix) —mx—bi= 25 gy 9= 28 =2xTH2x-2%42 )
x—=1 K= — 70 X
2 >0 5 westm
= d
=1l &0 8 xe—u 7

Los punta de corte de la curva y de la asintota se obtienen resolviendo el sistema:
y = fix)
¥ = mx+b

En &l sjemplo snterior:

2x?
i—1

2x+2

¥-=

2
= 2 a2
x=1

2x? =24 2% +2x-2 = 0.=-2 (sbwrdo) =>

¥

la curva no corta o la asintata
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348 REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES DADAS EN FORMA EXPLICITA

— 8 \ ITm %ﬂ =m# 0 v lim [fix) =mx]| == | ,lacurva tiene una rama parabdlica en la direc.
- e |
- - cidn de fa recta y = mx,

El signode f“{x) para x - + = y para x-+—= nos daréd la convexidad o concavidad de la curva
&n la rama parabdlica, lo gue nos facilitara su dibujo.

Y| P v‘ / ¥ e Y &
i # .-"'f. & F
x;/’ el 5 X
- : 4
A K — = -
’ |D X o -0 X A2 X , (8] X
A= i - #
'.’r&’ 4»1&’ i //.,
"\_" ’ f/
: i o
(x>0 fixl<0 N f*Ix) =0 'ix}<0
= L oss o o =00 |
% W . W * Y *a b o
\“-'i" \f’@ﬁ r 1.,\ \-\
1‘\ -, L
,\r 1.'::- “_‘\ i
\. ~ | \ b
Ol X O~ X of « X o> X
. s o ~
) A o .\%
b L ‘h-?}—}- \ﬁ
N . 3 ~
~ N 5 .
1"ix)=0 “Ixi<0 fixi>0 t"(x)<0
LRy W s LR " W - —o
IL'Hopitdl 2%
2 ' 2 2
I | 0
Sea y=x+ 2 —iogx?: lim B - jjm [14-1- s J=1= lim WX = —lim E = 1-0=
X ey X . _‘2 4 = X = 1
W ;
lim |fix) —mx] = lim |u+§—lagnz—u!= [fm Ig-‘Iugxz};ﬂ‘m:—m 4_-1._‘,'
. =] x o q”:—/
s
’ 3  Ix 3 2 gy =% -3 G+Ix .
Fix) =) = - :=T—-——-.fhﬂ-"—4——- o 1 =
- x %7 X = x? xd 10 x
P
f“l:j—.ﬁ-"?!}ﬂpara X =s 400 Y PEA K+ = ,//
’
= ,

ias ramas parabdlicas son convexas.

MAXIMOS Y MINIMOS. INTERVALOS DE CRECIMIENTCG ¥ DECRECIMIENTO,

Para hallar los méximos y minimos se obtienen las raices de la ecuacidn f'(x) =0, y los puntos en
los que no existe f'(x). Tendremos asi los posibles puntos donde la funcién puede tener méximos y mi-
nimos. Dichos puntos son también los posibles extremos de los intervalos en los que la funcidn es cre-
ciente o decreciente.

Si a esunaralzde f'{x) =0, enel punto (a, flal) la curva tendrd un méximo o minimo,oun pun-
to de inflexidén con wngente horizontal seglin sea par o impar |a primera derivada no nula de orden = 2,
es decir:
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REPRESENTACION GHAFICA DE FUNCIDNES DADAS EN FOAMA EXPLICITA 349

f''la) « D mdximo

f*ta)> 0 minimo
f'la) = 0 {
f”la)# 0 punto de inflexién con tangente horizontal

'la) = 0 f%(a) < 0 maximo

Fotal = 0 f%a) > 0 minimo

fi5{a) # 0 punto inflexién con tg. hor.

f*a) = 0
8@ =0,,.
Si #"{a) noexiste, o su cilculo es complicado, se estudian los maximos y minimoes con fa prime-

ra derivada, considerando la propiedad de que si f'(x) es positiva en un punto la funcidnes creciente
en ese punto, y si es negativa es decreciente.

fla—h) > 0 l ke
flfa+h) <0
fla—h) <0 | minimo
Flath) >0 |
flal=0 p
—h) >
bl 0 punta de inflexidn con tangente horizontal
fla+h) >0
=m0 | punto de inflexién con tangente horizontal
fla+h) <0 |
Y ‘r’; Y Y
N AN e
'f 1 : I
'. {a) a) fla) Iftail
0 a X 0 a X 0 s X 0 a X
f'la—h)> 0 fla=h) <0 f'la—h) >0 f'la—h) <0
fla+h)<0 f'la+h) =0 f'lfath)>=0 fla+h) <0

Para el estudio de los intervalos de crecimiento y decrecimiento véase el principio de la parte tedri-
ca del capitulo 11,

PUNTOS DE INFLEXION. CONCAVIDAD ¥ CONVEXIDAD.
(Véase |a parte tebrica de los capitulos 11y 12).

www.FreeLibros.me



www.FreeLibros.me



PROBLEMAS

X

13.1  Representar fa funcion Ve

=
+
-t

(Univ. de Santiago)

Campo de definicidn; La funcién no estd definida para x = —1 (no se puede dividir por 0). El
campo de definiciones B — {11,

gy 2 ,
Simertmas: H—x) = I !-c_]_‘ =% = fl—x)=# fix) vy f{—x)#—F(x). La curva no es sj-
—x 41 —x+1

métrica ni respecto del gje QY ni respecto al origen de coordenadas.

2
X
Cortecon fosees: x =0 = y=0 y =0 = _.1 =0; x=10.
x
Agintotas horizantales: No hay, pussto gue 1lm y = .
L]
Asinratas verticales: La asintota vertical es la recta de ecuacion x = — 1,
Estudio de la posicién de la curva respecto de la asintata = = — 1 :“'
1
i
: (1—h)* (1—h)? |
lim y = - = |lIm — = —-m |
xet™ fsg U=hi= Qg = 7 |
2 2
; y 1+h . +h
lim ¥ = lim ¥= [irm ”—-:I— = +@
We1" n+a {1+h}-1 hta i
h g h>a *I
Asintotas generales u oblfcuas:
X
m= lim ¥ = Iim =1
LR SR 3 s W 'J'l
y = mx4 e 2 - PR —_
b = lim (y—mx)=tim (2 —x) = Hm =—"F = lim /5 =1
N neon Ly 4+ ) e x+1 R Sl

La asintota general es |a recta de ecuacidn v = x — 1.
Estudio de la posicidn de la curva respecto de la asintota.
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352 REPRESENTACION GRAFICA DE LUNA FUMCION DADA EN FORMA EXPLICITA

%t ®f— xc+ 1 i
Yoive ~ Yo = - x—1) = POERE = Sk
para X == <o ~+1 1_1 > 0 == lacurva gueda por encima de la asintota.
R 7 < 0 == lacurva gueda par debajo de la asintoia.
x
o 2,
Mdximos y minimos:  1'1x} = 2ele+ 1N —x"1 | x"+2x
(x +1)° fx+1)2
Fix) = 2x+2) (x+ 1P — (x2+2x)-2(x+ 1) = :Ex+2}:x+13_2:11+_2"§i N g .
B x+1)* (x+ 113 {x+1)?
x?+2x 2 )
Fix) =0 == 2—=2 =0; x?+2x=0; =xtx+2)=0; x,=0. »;=-2;
x+1)°

fo=0, ft-20= =4

£'{0) %— =0 = lafuncidn presenta un minimo para x = 0.

2 2

fri—2) = —— = e T 0 = la funcitn presenta un maximo para x = — 2.
(—24+19¥® =
Punios de inflexign: "L} =0 = 2 =0 ,nohay nigon valor de x que anule la se
[x+1)3

gunda derivada. Na hay punta de inflexian.
Con |os datos obtenidos podemos dibujar la curva:
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13.2  Ropresentar la funcion fix) = ;—’-‘—i
B o f — “ '

= ‘r_--m‘:_‘l-f-"-vlh‘_ﬁlj ..-_-. I- - ﬁ_ﬁ ' ,_‘bv..!.--l I o ._.:. "i i-1 :_f-:i: :i-' f l
fLiniv. de Salamancal

Campo de existencia: La funcién no esta definica para x =1 y x =—1, valoresde x paralosque
se anula el denominador. El campo de existenciaes: & — (=1, 11

3 3
Simertrias; 1l—x) = A - . = —fix}) == lacurvaessimétrica respecto del ori-
1~ 1=x)? 1—x*
gen de coordenadas.
Corre con los eles x =0 =y =0, v =0 = x? =0, x=0
)-:3

Asintotas horizentaies:  Lim y = lim =m == nohay asintotas horizontales.

i =
: 1 —x*

Asintotas verticaies: Son dola formo x = k, siendo k losvalores finjtosde x que hacen la y
infinita. Enlas funciones racionales se obtienen haciendo cero el denominador

J=xf =0 = x*=1: =x

fi
iy
=

n

3
Estutlieros la posicion de la curva y = ﬁ+_l respecto de estas asintotas:
- b

: . i1=h3 i ()
- lim —— =0y SR s :
dim =Rl = O i mnN+1=h} hen hi2—hi

. o i i
Fi "0 I-=a o0

. Hh) o +hi?

i AR = i, et i s I

nE (AR TR pre h(2Hh)
Lyl o

h o s |

O la simetrfa de la curva respecto del origen se |
decuce la posicidn de |a curva respecto de |la asintota )
X = —1, | |

Asfntotas ohlicuas: I_* +

m = lim ¥ = lim =—1
LR ] L s 1_:‘-:‘
¥ = mx*h

3 . |
b= lim ty-mx)= lim ( % +x)=1fm“—+"—"=lim X_ =g

¥y =—x @5asintata.
Estudiernos lo posicion de la curva respecto de esta asinioia:
x N w

)y = + %= < [ para x—+ +w,
1-x? 2

Iy

curvs  Yomnmea
1—x

la curva estd por debajo de la asintota para x — +92, -

Por la simetria de 1a curva. para x —— @ la curva queda por ,
encima de la asintota, '\
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Maximuos y minimos:

Be? (1 —xf ) —w3 =T x) B x*{3—x¥)

Flx) = H il =0 == xjiﬂ—x""_l =0 =
(1=x2)? (1-x2)?
x=10
2:.: . = . T IVEIH ey 3\"% : _m = [= \'ril:t = 3\-'15
3—-%x=0 ; x=:+3 ; ﬂ\-ﬂ_]-jua _—-—_2 : fi—+3) = >
‘Pars x % = 1: £ix) = x?ivﬁ-:(_] 1\;"3 + %l .
1—x21 +x)°
x | —m -3 -] 1 V3 i
| | ' :
Friw) =T ﬂ - I + : <+ q o
f t
fin) ~ minimo ’ - ' méximo ~

La funcitin es decrecienteen los intervalos |—= , —v 3| ¢ [+ 3,42 | yerecients en los inter-
valos |—+/3,—1[; |=1,1[ v 11,v3[.

Con los datos obtenidos podemos dibujar la curva.

-

|
|
i
'

ol ———— i —— i —

s
A

i i e R il ] e o e

|
-
7

-
s

-/ -

e

i iy

o o — it e}

8
o — e — — —
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REPRESENTACION GRAFICA DE LUNA FUNCION DADA EN FORMA EXPLICITA XES

Las funciones g: R — A defimidapor gix) =x*+4, y j: R—=R definidapor jix)=x?+ 18,
per ser funcicnes p olindmicas, son continuas y derivables en todos sus puntos, y como jix) no seenula

. : { 4 L
para ningun vaior real de x. la funcion f definida por fix) = 5—':—]; es continua y derivable para todo
valor real de «. I x
74 . .
[=x)"*4 _ %774 _ g0} = la curva es simétrica respecto del eje OV
(—x*+16  x*+18

El estudio queds reducido a los valores de x > 0.

Simeamrias: l—x)

v=0 == x?+4=0. x? = -4, sin solucién

) i 1
Corte con losemps; =0 = o = e
il YT 16 a

real,
. : xZ4+ 4
Asfniaras horizontales: fim =——X = 1 == y =1 gsasintota horizontal
i DM
x?+ 16
%<+ 4 =12 . ;
¥eorve — Yamniom — = < 0 = lscurvs queds por debajo dela asintota.
x? + 16 %<+ 16

Asintotas verticales: Come x* + 16 = 0 no tiene raices reales, no hay ningan valor finito de. x
fue hagas la y infinita. Mo hay asintotas verticales.

Asintotas generales: Como hay asintotas horizontales, no hay asintotas oblicuas.

Maxirmas v mifaimas

2.4 -
frllj = '@:‘ TELM = —._2& = f't:l:j - D == x =0
%2+ 16)2 (x* +16)7
% | —o o o
f'ix) - 0 &
fix) % minimo -

Puntos de inflexidn;
24(x® +16)" — 2{x" +16) -2x -24x _ —24(3x" - 18)

fix) =

(x*+16)* (x? +186)*
f'lx) =0 => 3x2—16=0; x=2-2
V3
[_ﬂ ..._4._ i +
x V3 V3
) ]
LY s ! + ! —
fix) chncava p.inf. COrnyexa o inf, concava
Con lus datos obten jdos podemos dibujar la curva;
L
I I 4 X
V3 V3

www.FreeLibros.me



F6 AEPRESENTACION GRAFICA DE UNA FLUNCION DADA EN FORMA EXPLICITA

Campo de existencia:

. ST 4
_Bx+4=0 ¢x=5‘ﬁ5 TE=513="’ = x!—6x+d4= (x-1)({x—4)
2 2 =3

la funcibn no estd definidapara x = 1 y x = 4, valores de x que anulan el denominadar.

Cortecon losejes: x=0. y=0: y=0, x =0

Aslntotas horizontales: lim X -0 Larecta y = 0 esasintota horizontal.

xs00 02 Gx+4

Posicién de la curva respecto de la asintota:

para x —+@m . ¥y > 0. la curva queda por encima de [a asintota.

x'—Gx +4
oM —w yo= ___* .~ 0.ls curva queda por debajo de la asintota,
x?—_Bx + 4

Asintotas verticales: Son de la forma x = k, siendo x los valores finitos de x gue hacen y infini-
to. En las funciones racianales, k son los valores de x que anulan el denominador.

Lasrectas ¥ = 1 y x = 4 son asintotas verticales.

Posicion de la curva respecto de las asintotas verticaies * i
1 [
1—h T—h i
lI'1"|'|f1—-h = lim = lim ——— =4+ ™
e h'-n [{1=h)=1]1(1=h1—4] n=a —hi=3-h} - |
h}¢ H=a |
1+h fi—h - )
iim f{1+h} = Hm =llm — =—= ;
by o nie [(1+h)-T]((1+h1=4] ~ hoe hi—3+h) ' '
h>o hixg B | T = el e
i i
4—h 4—nh |
Itm fld—h] = lfm = liIm —m—— =—= ! |
heo w20 [[@=h)=1[[@—h)4] ~ ros —h(3-h) |
hora =11 I | |
+h | | |
lim H{4+R) = Tim 3 T |1 ; |
ne nzo [{4+h)-1][{d+h1-4] b= h{3+h) | 1
h>=a n>g

Coma hay asintotas horizontales para x — += y x — —= ,no hay asintotas oblicuas.

Maximos y minimos:

. 7 _ g .
fix) = x - i) = 1olx® —5x+4) —x2x—5] = 4—x = (2+x) [2—x]
x?-6x +4 (x?—Bx +4) (? -Bx+4)  (x=11% (x—4)?
I PN WU SO (A S T <ot I Pl S R (PO
e BhESRi Dy M= ario+4 9 E
X| = - 1 2 4 @
#(x) — 0 * i * 6 —= | —
i
fix) ~ ——i- F : - -1 ~ I .
E i ]
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REPRESENTATION GRAFICA DE UNA FUMCION DADA EN FORMA EXPLICITA 357

La funcién tiene un minimo irelative] pare x = —2, v un mdximo (relativo) para x = 2.
Can los datos obtenidos podemos dibujar la curva.

¥

fix) = Zx? —HBx+1 = f'f:h:]=5:|:2—ﬁ; fiix)=0 = Bxi_8d=0: :?zg; W=+

Fixl=6% — 2 }{x + 2
(=) (x U’E”“ )

VL
z 2
N | = = = =, +=
V3 v'3
fix) + 0 = +
fim) Crecients maximo decreciente  mimnimo  creciente
rUm) = 12x . Mix) =0 = 12x=0;: ==0
* —m 0 +m
fix) R o 2+
fix) concava Punto convexa
inflexitn
IOy =1; fIN=—5; fI-1)=7; H2)=1:fi-2)=1 ; n-——?:lx?,m S TRV o
V3 V3
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Y
l

fliniv. deLa Laguna— Tenerifel

En &) intervalo | ~=,— 1| la grafica de la fun- .
cibn eslade larecta y = x.

En el intervalo =1, 2| la grafica de la funcién
es la de la pardbola y = 1 —x?:

X =0 =% y=1: y=0 = 1-x=0 >

x=21; H-T)=0; H2)= -3
Y ==2x; v=0 = x=0
y'= —2<0 = hayunmiximoen x = 0

En el intervalo |2, = [ lagrdfica de la fun-
cibnesladelarecta x = —3.

lim #(2~h) = lim [1—12—h*]=1-4=-3
=0

A = lim fix) = -3
lim fi2+h) = lim (-3} =-3
sy

I

!:i;r_'; fi—1—h) L!m (-1-h)=—-1

lim fi=1+h} = lim [1={=1+h}?®|=0

24

como estos |imites son distintos, la continuidad es de primera especie.
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MEPRESENTACION GRAF LA DE UNA FUNCION DARA EN FORMA EXPLICITA 352

{LUniv. de Caseilla — La Mancha, 1891)

Enel intervalo [ —8,— 4] lagraficaesla recia v = — 1
Enel intervalo [-4.2] eslarects y =x +2
Estudiemos |a funcion en gl interyalo [2, +@ |:

dal

fi2) = g— =4 ; fal= _—E < @, la funcién es decrecients
=

lirm g =0 == larecta y = 0 esasintota horizontal

b La funcion es discontinua en x = — 4, en efecto:

lim H—4—h) = lim (=1} =-1

:3":! e == por no ser estos limites iguales, la funcidn
th.l‘:‘r fl—=d4+h) = :Iui:ll |l—-l'l-'+l1}+2[.=—2 no es continua en x = —4.

h=a h>=n

También se podia haber visto la discontinuidad de la funcian al considerar que:
Hm fl=4d—h) =12 -4 = -4+ =-2

b =6
"ty

La funcidn es constante en el intervalo [—8, —4 [, es crecients en el intervalo [—4, 2[ v decreciente

en el intervalo [2, +m |.
¢) De la gratica se desprende que f (1) consta de dos elementaos, una perteneciente al intervalo

|-4.2] yotroal intervalo [2,+= |

—anelintervale |-4.2{; x+2=1; x=-1 _
=> t'M={-18]

—enel intervalo [ 2,+@ |

x|
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360 REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION DADA EN FORMA EXBLICITA

fix) paralosvalores de x gue hacen fix) = 0

d} Considerando que Ifix)|=
—flx) paralos valores de x gue hacen fix) <0

resulta la grafica de 1f{x)

L=s » At

T e Maurdf

"%
|1 n‘ll'l

Campo de existeneia: La funcion no esta definida para » = 0. valor de x que anula el denamina-
dor. El campo de existenciaes: R — (D},

Corte con losefes: y = 0 = e = 0. no existe ningdn valar de « que haga e* = 0, Lagrah
£a no corta a los ejes;

Asimroras horizontalies: Sonde laforma 'y = k siendo k = lim vy, pero pof inig@rmme uno ex.
W s el
presidn exponencial (%), hay que considerar, por separado, [0S Casos N Que X — 7=y K = =
Il S suiball
g g™ ; e . )
fim % = Him — = Nm =— = 4= = no hay asintota horizontal para x — + =
e EE W3 ] 1
Para % -- —=, haciendo el cambio x = —1,cuande x - —= , 1 — +%
i g" ="' ; 1 :
im § = lim — = lim — = I'm =0 = y = 0 esasintota harizontal
T o posce =f R

Como para % — — o, ET < 0, 13 curva esta por debajo de la asintota,
Asintotas verticales: S6n de lafarma x = k, siendo k los valores finitos de x que hacen la yin
finito, Enestecasaes: x = 0.

L)
Como para % > 0. »—0, %— — + = |a curva se acercaa laasintola x = 0, por la derecha, se-
gin valores positivos de y,
=
Para x< 0, x—-0, e? — _ = la curva e acerca a la asimtata ® = 0, por la lzguierda, segun
valores negativos de y.

Asintotas generales: Sonde laforma y = mx + b.siendo m = Iim E v b= Iim (y=—mx).
CE ]

L

Comg para x - — = hay asintota horizontal, solo tendremos que estudiar las asintotas generales

para %X - L@
« LL'Heolmll I Hopitell o

m = lim E = lim - I % = |im T + @ == no hay asintota general . la

e @ ® CEan M = O

curva termina en una rama parabélica de direccién vertical.
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Max imos y minimos

P (3 e = 0  no tiene solucién
y' o= Bix=0" _ 8 (x—1) Dy =0 =
*® =2 2—1=0 =2 x =1

Estudiemos la variacidn de la cura:

X | — o 0 1 + @
v - . — 0 H
¥ N N el
Con los calculos hechos podemos dibujar la;mrva;
b 4
B o i
9] 1 x

Dominio: La funcidn estd definida para todo valor real de x.

= =0
Corteconfosefes: x =0 => y=0; y=0 =>xe"=0 = | _ _

€ =0 no tieres solucibn)
Asgintotas horizontales: Por ser una funcibn potencial exponencial hay que estudiar las asintotas

horizontales para ¥ - —@ y para x —= 4o,

L Hogiall
im y= lim xe "= Iim X = |im =0 => vy = 0 esasintota harizontal para x = 4+ =),
hali4 B 1115 = g wee= g
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Como xe "> 0 para x> 0, la curva queda por encima de la asintota.

lim xe " = (—m)e= =—= => nohay asintota horizontal para x = —=.

e s
Agntotas verticales: No hay: puesto que no hay ningdn valor finito de x gue haga la y infinito.

Asintotas oblicuas: Sblo hay que estudiaria para x - —= | yague para x - +@ hay asintota

horizontal.
. ¥ = . _
m=lim 2= lim e = e™=m = nohay asintota oblicua; la curva
v Bl . a
yE s termina en una ramaparabolica de
b= ‘I.i[','.c. fy —mx] de direccion vertical.

Maximos y minimos: fx} = 1. "+xe "(=1) =2 "(1—-x)
. e "= 0 notiene solucion

Fix) =0 = e “(1—x)=0 = .

1=x=0;: x=1 fi1) = 1.e o

fix)=a " (=1 {1=x)+e “I=1) =98 “(x—2): ) =e '1-21=—¢ "< 0 == lacwr

va tlene un maximo en gl punto {1, l b

X | —= 1 +a
ix) | + 0 —
fix) | creciente maximo decrecienta

Puntos de inflexién: f"ix) =0 => e x=21=0 = x-2=0; x=2; fi2i= 2

@
eorblivesn o .
" 12) =g “-12 0 => &lpunto (2; =)

frxl =g " N x-2)+e "1 =g " [3—x) :
e

es de inflexion,
Con los datos obtenidos podemos dibujar la curva

'\'i'
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Dominio de definician. Como log = solo existe para x > 0, el dominio de definicidn de la fun:
cibnes R, ID<x< +mw)
% =0, (no sirve por no partenecer al dominio
Cortecanfosees: v =0 = x.logx =0 =» de definicion).
logx =0 = x=1

Es conveniente ver como se acerca |a curva al eje 0¥ cuando = —=0:

ICHopitat) 1
log =

lim x-logx = itm ~2X - jim = lim {=x) =0
i:;l:l LI g} l W = - xED
- n

X o

Asintotas horizontales:  lim x-log x = += = no hay asintotas horizontales.
L. e 2 L]

Verticales: Sande la forma x = k,siendo k los valores finitos de x gue hacen y infinito. En
este caso, como parg x =0, logx ~ —w , larecta x = 0 podria ser asintota vertical, pero hermos visto
que para x -+ 0, x.log x = 0, luego no hay asintatas verticales,

Asintotas generales u oblicuas:

y = mx+b: m= lim ; = lim logx = +@ == nohay asintotas generales, la curva tiene
LR L

una rama parabdlica de direccidn vertical.,
Maxirmas y minimos, crecimignto y decrecimiento:
f“ix) = 1.logx -.'-u-% =loge+1; el =0 =% logx+1=0; toge==1,; % 39'1

1 —1

fle')=¢ " loge =-='1-[—I:|=T
x| O e + =
T} - 0 +
flx) decrecientie = creciente
g
La funcién tiene un minimo absoluto en x = i— igual a _—; .

Es conveniente estudiar con gué inclinacidn se acerca la curva al punta (0,0}

-

Hm fix} = lim (logx +1)
aEn (]

Concavidad y convexidad, puntas de inflexién:  f"(x] = % i ix)=0 > % =0
{ecuacion que no tiene solucidn), no hay puntos de inflexion.
Xy O — = &
i) +
fixd ! convexa
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384 REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION DADA EN FORMA EXPLICITA

Con los datos obtenidos podemos dibujar la gurva:

Y

Univ. de Valladolid, 1991)

Campo de existencia; 3° -9=0 = 3*=8, x=2 ; y=0
Carte con ef gje OX: y=0 = 3*-8=0; x =2

Asintotas horizontales: lim y = lim +/3"—9 = += =% nohay asintotas horizontales

g g

Asintatas verticales. No hay ningin valor finito de x que haga la y infinito. No hay asintotas ver-

ticales,
iLHepial 3" bog 3

oy NFD8 . 2/3-8 _ . YT .log3 _
Asinroras generales: li — = lim — = lim = = im ————=e =
el X o = T = & e 1 il 2 N E_
v a*
=( i ) =m => l|acurvatiene una rama parabolica de direccidn vertical
2+ 1=0
Maximos vy minimos: y = m > 0 == lacurvaescrecienle para x - 2,y como para
24/3"-9
w27 y'=-m enelpunta (2, 0] tiene una tangente vertical.
3 £
Punros de inflexion y' = ID% 33 -9 2 >
=X _3
V= '3_3_3 (13 1og3y 13 -9y *- %13" ~9) ? (3" log3)-T') =
x X (log3d)? .. 2¢3"-9)-3"
=‘.E.’5._3¢3‘|ng3:|{ 1 _% 3 = Q‘; e L — ==
2 Ji_s 2 (3 -9V/F-9 23— 9)V3 — 9

_fog3® . 3-8

4 (3*-9)/3"-9

y* =0 == 2"-18=0: 3"=18.: xlog3=logll; x

~ 10818 _ 563 1263 =3
log 3
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REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION DADA EN FORMA EXPLICITA 36b

log 18
x| 2 log 2 + @
f0x) —_ D +
fix) concava convexa

{Uriv. de Murcia)

Simetrias y periocidac:

fl— %) = 2cos (— %) —cos 2{—x) =2cos x —cos 2x = f{x) = la funcion es par.
La funcién h: R — R definida por h{x) = 2 cos x es periddica de periodo T,=2 n.

Lafuncion g: R — R definida por glx) = cos2x es periddicade periodo T, = _?21 i
To_20 _2 o v g7 227, =2n esel periodo dela funcidn £ =<h
Tz“;—-f# =1T,=2.T, =27 esel periodo de la funci =h-g

Por ser la funcin periddica, de periodo 27, sélo tendremas que estudiarla en el intervalo [—m, 7],
v por ser funcion par s6lo la tendremos gue estudiar en el intervalo [0, 7 |

Corteconfosejes: x =0 = f0)=2.cos0-cos0=2-1=1

y=0 = Zcosx—cos2x=0; 2cosx—(2cos?x—1)=0; 2cosx—2cosx—1=0 =

2¢VATB _2:2V3 _1:43 1-v3 | 1-1732 _

Cos X = = COs X = -0
3 i 2 P 2 -
{la solucidn 1—%\'—@ > 1 nosirve),
Al cortar la grafica de vy = cosx, en el inter: \%
valo [0, w], porlarecta v =—0,366, resulta T
fue hay un punto de corte, en el intervalo |0,7]. —0,366 + -- - _\_E
I
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Miximos y minimos:

fix)= —2senx+2sen2x; Fix)=0 = —senx+sn2x=0; —senx+2senx.cosx=0;

senx =0 = x,=0; x,=m
senx(—1+2cosx) =0 = ; )
1-2cosx=0 = cosx =5 = "3=§'

fO)=1: fias)=2{-1)=-1==-3; tr%r: — 2 cos’ %+2cns LT P,

1 gy ) 3
3 4 2

+2. =+ 1=
2

fix) = =2cosx +4cos2x
'10) = —2-1+4.1=2>0 = minimoen x =0
(Zy=— .J—+d—l <0 iximoen x= =
‘3] 2 3 { 2II = m 5
f'le)==2{-11+4(1) >0 = minimeen x =7
Con los célculos hechos podemes dibujar la curva.
¥i
x
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CAPITULO 14

INTEGRALES INDEFINIDAS

PRIMITIVAS DE LAS FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE REAL

Sean f y F dos funciones tales que sus conjuntos de definicidn contienen un mismo intervalo |
de R.Se dice que F es una primitiva de f en | si y solosi F es derivable en | y tiene por funcion de.
tivada en | Ia funcidn f, esdacir, F'(x) = f(x) paratodo x = 1.

S la funcign f admite una primitiva F en |, el conjunto de todas las primitivas de f en | esta for-
mado por las funciones F + C, siendo C una constante real cualquiera. A este conjunto se le llama in-
tegral indefinida de f y se simbaoliza por la notacion.

ffixl-::ix = Fi{x} + C

levéndose el primer miembro: integral de fix) o de fix) dx. Ala funcidn f se le llama funcidn a inte
grar o funcion subintegral, v al producto fix)dx expresidn subintegral.

Si la tuncion F es una primitiva de f en el intervalo |, también F es una primitivade f en cual.
guier intarvaio J C |

5 Fy G son dos primitivas de una rmisma funcidon f en el intervalo 1, las dos funciones tienen la
misma derivada en 1, v su diferencia sera una funcidn constante en |, es decir, existe un namero real C
tal que Fix) — Gix] = C paratodo x € 1.

Si F es una primitiva de fen el intervalos |, v G es una primitiva de f en el intervalo |, siendo I,
distinto de Fz' la propiedad anterior puede no cumplirse.

Mo todas las funciones tienen primitiva, pero si todas las funciones continuas en el intervalo | po-
seen una primitiva en |, y por lo tanto una integral indefinida .

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA,

i F es una primitivade f en |:

19) 4 Jtx)dx = fix)
dx
29 dj”!'d.\t = fix) dx

www.FreeLibros.me



368 INTEGRALES INDEFINIDAS

39) [dI””’ax= fix) + C
: dx

49 Jd|f{x:l|=H:l'+C

Estas propiedades nos dice gque los signos de derivacidon {o diferenciacidn) y de integracidn se
destruyen, pero cuando el de integracidn va delante hay que sumar una constante

59 Si A esuna constante: f?x fix)dx = ljf[xl dx

82) Si A,.A,....-A, son constantes:

f| Nyofy 06) 0 A, (%) 4o 4 X Lf(x) |dx = .‘Jn‘lf:l:uldx*hi.lf?{x}dx-l- .

£ SRTD "':".-I’-J"”““

7% [f{xldx = Fix} + C < f”a:}dx = :T-Fiax} +C

82) ff{r;ldx
99) ffllxidx

CALCULO DE PRIMITIVAS,

Fix}) + € S =" f”x +hldx = Fix +b) +C

1]

Fix) + C —2 fi{ax+bldx = Bl-F[a: +h)+0C

Mo existe un método general para calcular las primitivas de las funciones elementales.

Para hallar todas las primitivas de una funcidn, basta obtener sdlo una primitiva. Todas las restantes
primitivas son tguales a la hallada mas una constante.

El cdlculo del conjunto de las primitivas de una Tuncidn se llama inregracidn de esta funcion

Ladarivads de uns fungidn slamental es ctra tuncién elemental, pero la primitiva de uns funcidn elemental puede
que no se puada expresar con la ayuda de un nbmero finito de funciones elementales, asi ocurre, entre atras, con &8s pri-
mitivat de las funciones T rales que 1ix) es lgual &

£ : et il v 1-a%sen’x
log x x .

De la definicién de funcidén primitiva y del cuadro de derivadas de furciones elementales v de fun-
ciones compuestas se deduce el cuadro de Integrales inmediatas,

El siguiente cuadro se supone vdlide para todo intervalo | C R en el que la funcidn f es continua v
derivable, con las abservaciones jnclicadas a la derecha de cada férmula.

Omitiremas en todas las primitivas la constante de integracidn,

www.FreeLibros.me



INTEGRALES INDEFINIDAS 359

INTEGRALES INMEDIATAS

EJEMPLOS

a o 3
f[”x}] Aix)dx = M) (n=—1) f,..?d,= ol
. n+1 |
! %” 3
jﬁm’[“ad":‘ -t
. Ty~ 3
]
fax + b}
fln-i-h]ad:-: - f{ax+hla-adn.—— i SRR
a a 4
—2
fd—“ e fuu+h]-:!-adu= 1 fax+b)
J lax+b)? a a -2
= % '%01
f\";l!nxcmxdx: ’[senx:l cmndx:-'-’f?—x— =
I . 5""1
=gl:enr.lz
3
= -3
f:_'x_ux=—fl-:t] o P . -
V= == +1
2
a
= —2t-x) = -2V "x
I' ¥ ix) dx = log l{x) | fix)=0 I'-—d-t— =l ’-  —dx= -‘—Iog lax + bl
S fix) J ax+b B | ax+b A

d
J‘ X = "J—-ﬂ“:‘]w |log x|
wilogx J logx

flgndx

f ctg (ax + bldx

.
— §en
-~ dx = — |og lcosx |

cof X

1 J‘cus {ax+b)-a
— —dg =
L] san {ax + bl

1
- log lsen lax + bl

fix}

’-e”"rf':x;dx =g
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=

LX)
®
a
=
]
B |-
[
-

%
T
"
[~
-
|

P |
®
]

i

T-.__b.
m
g f:d
=
-
=8
F]
ii
o —
q"-
=
=
i
E L]
(¥
-
-8
=
1]
-
-
=

H-ﬂ a
f S opan =2  (a>0,a% 1) fa‘u“ C
log a

foga
B3
B+l Buxed
j: '.l:rlfl‘ Eux-—l'
B oq 4
wCosen . A N x
A e« 1
dx = 3 dx =
1—x I 1-x? laga
fwnﬂxl-f'{xl= — cos fix) [un:d::-:m.

2 -
fsurrux+b]d: = r l sen lax+bl-adx =

= — Leostax + b)
a8

fﬂnh! —iften\r .«" x =—2cosvx

\.-:-: 2K

fﬂﬂ‘s fix) (=) dx = sen fix] fl:m [ax+bldx = g’ fﬂﬂ! {ax +bl-adx = g-ier- {ax+ b}

ix P 1 In Ik 1 2n
f! Cos @ d:=i cosa -ie Eldx=5senc

1
J'm;-@-uﬂdu = fcut{a:ﬂ:lg Ly e [ B ==
1+x 147

= sen larc tg x)

= g

£ (x) _J‘ 5 dx
dx= | [1 +1g2 fix) |- Flx} dx = f
fcuﬁzﬂxl " : e costx

= tq f(x) H 2
= d::lfax d::i:gxa

ki Enln K:I 3 cos 2?::!
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J

#'ix) e
san® fix)

j [1+ctg® fix)] Fxldx =

—ctg fix)

f s :%f; dx =—gtglax+hb)
sen (ax+b) san® lax +b)

f— f dx =~ L ctglg+a)
san2 {5 +x2) 2 W sen215+.¢?:| 2
y arc sen fix) T
f& T f dx
1=[fx —arc cos f(x) Vi-x? | —arcecons
d":_____ 1 : a i
Victa+n)?2 'Y Vi—lax+n?
l:}nrt:senla:-ﬁh}
= 1
- ;HEEDHH+N
{ dx =f dx f -
¥ 13_412 ,-'gr‘{ .
/o0-5) ¥
2 ik arc sen % %
f 3 2
H =3
2 L 2
—u — —grccos =X
3 2 3
i tg fix
! Fix) s | e ] " dx are tg x
2 = = —
ML R l —arc ctg f{x) o S Gl X

1
dx —aro g lax +b)
_—..=-1 e S dx = a2

e 0 S 1
ax+h) ax - ~ areetg lax + b)

]

a® arctga®
dx =

1+ g2* — arc ctg e®
1
= are tg s

f S ‘[ 8-
-— W o= =
T a3

14 x* 21 1+04%) ! arcerg?

2

dx =

f 5 5 [‘ 1

g SR ——

4+ (Bx+6)° 40 11 jax+3?
5
- arc. 1 (4x + 3)

E.lf—4--t‘r:= 16
440 14 [ax+3)° -?ﬁarc:lg{-h +3]
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METODO DE SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE

Si f es una funcidn real continua en el intervalo [a,b] y g una funcion biyectiva del intervalo
|a@, 8] sobre |[a, b, derivable y con derivada continua, definida por

% = gt}

fﬂxidx =fi|gl!n] g'lt) dt (1)

estando la Gltima integral definida en el intervalo |a, 8]

se tiene, al ser dx = gt} -dt:

Pricticamente se sustituye x por aftl y dx por g'it) do

El método de sustitucidn se aplica cuando la integral del segundo miembro de (1} es mds sencilla
de calcular que la del primer miembro.

A menudo, la sustitucidn se expresa de la forma t = hix}, o bien de la forma jix] = kit

Despuéds de caleular la integral del segundo miembro de (1), se ha de sustituir la variable t por su
expresion en funcidn de x.

Sen calcular I=fu’r:;:dx

) 3
: 2
Haciendo al cambio —x = t2: [—1)dx = 2t dt, de donda: | =-ft[—2ﬂ di= -2 {I:dl = -2 I:!' = — -u"[ :P

u
Sea calcular I =f - dx
e — 5§
Haciendo el camble 8%~ 6 = ¢2: o"dx = 2tdt, dedonde: | = g-'—d-' - EJ di =2t = I/e"=5
T

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES.

Para el cdlculo de |a integral P[IF
mxil

donde Pix) y Q{x) son polinomios enteros en x con coeficientes reales, se efectda la divisidn de P(x) po
Qx) (sdlo en el caso de que el grado del numerador sea igual o mayor que # del denominadar):

Pilx) Qix) Pix) Rix)
_— = —— S
R Toma, ™ oog o T Ees

P(x) Rix)
dx = e JEE
fﬂhi . f-:::r w7 ] am

fﬂ{x} dx es inmediata ya que Clx) es un polinomio, guedando el problema reducido al cdlculo de la

integral H{xi
Dlx!
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en donde el grado del numerador s menor que el del denominador.
Si a, b,-.. son las raices reales de la ecuacion Qix) =0, de drdenes de multiplicidad o, 8 ,.::,

¥ proi,rxsi,... lasraicesimaginarias conjugadas con Grdenss de multiplicidad h, u, .-+, es decir:

Qlx) = (x—al® {(x—b1P. - [ (x—p)? +q? P lIx=r)2 4+ H....

se descompons Rix) en fracciones simples:
Oix)
A A iy
F{l:}= a a1 el LI
Qix) (x --a:l“ (35— a!l':" 1 x—i
B
s B, B B
(x—bl"  (x—b)F* x =
M, x + XNy M, x+ N,
= A Nlh+M11 hl+_”+—_+
[x—p¥+a®]"  [(x—p)? +gZ P! {x—p}® +af
Hx=r)?+ 8% [(x—r)? +52]4" (x—r)2+5?
Para calcular los coeficientes A_, A, ,.----, A, Bg, Bg_qomron By My Ny, eeeey 5.T,, =

reduce la expresitn anterior a la forma entera multiplicando ambos miembros por Qix). En la forma
entera se sustituye, en ambos miembros, la x por los valores de las raices reales, lo que nosdard directa-
mente Ay, By, - después s igualan los coeficientes de los términos de igual grado hasta obtener
tantas ecuaciones como coeficientes falten por determinar.

Hallada la descomposicion en fraceciones simples, nos quedaran integrales de los siguientes tipos:

A
12 —— = =
! fﬂ—a A.flog Ix—a

rntT
27) f A ux =Af{:—u}‘”dx=.ﬁ. (x —al T T (n+1)
(x—al" —n+1 n=1 (y—a)""
50 J’ _Mx e N
(x=p)}?+ g’
4°) f _MxEN o ene
[{x—p)? +g2]"
Las integrales del tipo | = f M dx se calculan expresando el numerador en forma
(x=pl¥+g°
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del producto de una constante (que se saca fuera del signo integral] por una suma de dos sumandos, el
primero do ellos que sea 2% — 2p, derivada del denominador, y el sequndo una constante, La integral

i Lo f "
se descomponeg en dos, una de ellas del tipd logantmico f{:l: dx = log Ifix)l v la atra del tipo ar
E.

Lo tangente fL}* dx = arcta fix).
14 | fix)]”

Los pasos a seguir 50N los Siguientes:

. . : M
Para obtener 2x en el numerador, se multiplica éste por " y fuers del signo integral por 5 :

al.
2 2 ZN
— M-x+ — N 2x +=—
le M J M___ """_—m¢=Mfﬂ._--M dx
2 (e—p" e‘—q? 2 |x—p)?+g7
b). Para obtener el sumando 2x —2p on el numerador, se suma adéste —=2p + 2p (= 0]
_ 2N (2 —26] + (2p + =N
. ﬂfﬁn_gpL2p+_ﬁdx ™ ’ x—2p] + (2p ..._M_]d“
2 (x—p) 2+ g? 2, ix—p)+aq°

cl. 5e descompone la integral en dos, la primera de ellas esinmediata por ser gl numerador fa de

rivada del denominador:

j 2 — EE dx + E —:ﬂd! = Elug”g..pj?a IT'I] i
:""I]Iz"_q ? {K—p‘:l . | 2

+M!2p+3ﬂ1['—dx e
2 M | g%+ (x—p)?

d). Esta Gltima integral es del tipe arco tangante

1
1 [ 1 q 1 x [
— = — ~dx = —.qf —————dx=_aretg(z - =)
fq:"*[:&-—pi? 1”_-_“ o fl+[s__§]i‘ | 8 q

llevando esie valor a (o) obtengmos:

M 4 ) Mp+ N x—p
I'= =1 = + - .arc tg ——
> og [(x—pl" +07 | o L

La integral | =IM dx se puede resolver tambign haciendo ¢l cambio: x—p =q-u;
(x—p)*+q*

xX=0q-u+p, dx = g:du:
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j 3 X Mp+ N
|=f—-—-=———-—M{qu+p]+M-qdu=5—J—--—-—Mqu+Mp Ndu=ljmqu du+%f—p du =
g‘u*+g° q w41 ] u?+1 w +1

Mp + N
M9 2u du + Mp+Nf 1 du= ';I—Ing 2+ 1 + ot L arctgu

_‘2? |J2+1 q -I - I.II q
- S M — P2 Mp+ N x—p
deshaciendo el cambio: | = o log [q 5 } + 1] + a arctg =g
2
Sea calcular |=f3'—-E§i_-l-ﬁ- dx
x—1PFx+2)

El grado del numerador es menor gue el grado del denominador. Las raless dal denominador son 1 (doble) v —2,
descomponiondo en fraeciones simples:

2 bl 12
3x“—0x + 15 = A 2_1_ B i c =.nﬂln.hlu-l-ZI'*'B{:u 11{x + 2} + Cix—1) -
k=1 x+2) k-1 =1 x+2 =117 x +2)
3x%—0x + 16 = Alx+2) + Bix— 1){x +2) + Cle—1)°
parg X =1 : 0= 3A
para & =-—72: 45 = 9C = Aa3 C=258=-2
coaf.de x° : i=B+C

2 5 I !’—'I'r'l:
=3 o o—
= Jx=1) "= + —— | =3 ———— —2laglx—1| +6log Ix+ 2|
,H 2 =1 ,.;4-2.} " -2 41 g et -
-3
= ]—Zloglx—ll+ﬁlng|x+2|
W -
i 2x—1
Sea calcular | = Iudx
Kby
Como ol grado del numarador es igual que ol del denominadar, se hace |8 divigidn:
3_ .2
B =n* 4+ 2u =1 |x¥4w _ 3
=x"+2x = +
W — Bx s = Bx xal-lx 115_:-?33:: 1 i)
X+ x x4+ u

—x—3x -1
Desxcompongamos la fraccibn de (1) en fraceiones simiplas:

®=0
xdbn=0 = xfxf+1)=0 =

2+ 1= 0, raices imaginarias
2 = 2
x4+ 3x+1 =i+Bx C_AEx"+1)+(Bx+Cix = 324 Ix+1=AG+ 1)+ (Bx+Clx
xix + 1) 0wl (24 1)
para % = 0: 1= A "
x4+ 3x + 3
conf. de x°: 1= A+B| = A=1,B8=0C=3 = —'_,.—K—T=1+ . da donds:
L o R
cogf. da = * i=cC

1 3
= f{5—~ = e 1}ﬁx = 5x —jog Ix|l—3arc togx
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Caleular I = f—’s‘—- dx fUniv. de Castifla— La Mancha 1991)
PERN P

2 +2x+3=0 =% x=

—2+Vd-12 _-2:V-8 =-2:2v"_-=_“v.-§| s
F b 2
K23 =+ 1=vZidx F 1+ V20 = I+ 10 (WP x40+ 2

Al ser imaginarias las ralces del denominador, |a integral s puede descomponer en dos, una del tipo logaritmico y
la otra del tipo arco tangente.

1=%f_2"_d,=1f_h_+2—_2m=1f_%id“1f 2 _ o =
x2+2x 43 2) \2ia2x+3 2) iax+3 2) ey t+2

1 2 L . L
=Emutx #2x+31-4 (1) . J-fmdl—ifm““=
2
5 5 -
= %Vﬁf‘_jz Fdx = Eaﬂ: g ! = 1= % log (x*+2x + 3) — L; are tg X!
pe (220 2 V2 V2
V2

METODO DE INTEGRACION POR PARTES.

Sean u y v dos funciones derivables y con derivada primera continua en el intervalo |, se verifica:

fu[xll-v’-[:-:idx = pix}-wix) — [.-.r{:-cll-u'hcidx

Esta fdrmula se llama de integracidn por partes.
La férmula de integracién por partes suele usarse en forma simplificada

fu-du = (N — fu~rju

v la mecinica que se sigue para calcular, por ejemplo, la integral E = f fix} -glx) dx es la siguiente:

u = fix) du = F'(x}dx

J. glxidx = Gix]

Se emplea en los casos en que la funcidn a integrar contenga una funcién transcendente de deriva-
da algebraica: log f(x), arcsen fix), arccosfix), arctgfix), arcectgfix),...., identificando u
con la funcibn trascendents.

= E=1fix)-Gix] — (Gix}-*'ihldu

dv = glx) dx Y

Sea calcular l=fx“-|nq:.dx
u=logx du:ldu
x xl'-t-|-1 fxnrl'l 1 :H!T 1 "
=l x = =g = = I K- =
nel = (log }|1+| n+l % n+l = n-b-'[f:.t o
v =x"de | ¢ =B
n+1
nel
=1—n""1logx- .
n+1 n+1 n+1
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PROBLEMAS

=J (-1 2gx = =07 (x=11" _[ -1
-2+1 -1 =1

2 —-1 1 E _%"1 %"F -g—-t 1 3 5
|=fJ_+2_:‘.'i'_x._..dx=f|H 1+2u’+x’ldx=” +2x 4 X o [ +§xz+21=
g —l+1 l-I~‘| E+1 5
% 5 : 2

(Univ. de Granada)

o

3+1

34
=f“°ﬂx}3.ldx - fogxh IE“'UQ:-:I-“

ZIngx f Hugx:- ;
| = “ = .
f oax) - —5— = |(logx]
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1 2 1 tsen 3x)°°" ‘3 3
- i - Do ———— = e 31
1 = flm 3x)” (cos 3x- 31 dx AR TE] 5 {sen 3x)

1= - [ 2t o = ion e ]
=181

COS X —SENX . fsen x + cos x|’
= [ | R TS MR =— | =" dx ={—jog lsen % + o5 x|
! f X f_l:snnx+ddﬂxl' lh_ 8 -|

Multiplicando numerador y denominador por ve*.

71
. 8= . X ]
l-ﬂfl‘fidxﬂa.zf . 2 dx:ﬁlugtaa+21

ral

Ll
e 4+ 2 Ziin
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) , 7 2 2 2
| =f {sen’ s + cos?x) +sen X dix zf 2senx + c08 X dx If 2sen X + m;.x )dx=
SBM X <005 X

S8n K- CO5S X SEM X . 005 X Sen X -COs X
2sen x dx + f OEX dx = 2i—log lcosx!) + log lsen x| = — log (cos x)? + log kenx!=
s X =T
lsen x|
= lio
? leosx

| = % jnns (x¥+2).(2x)dx =1% sen (x2+ 2)

14.12 caicular | =fu'n3x dx

{Univ. de Alicante)

senx = sen’x.sen x = (1 —cos®x)sen x = sen x — [cos :}! =|n X =

. 241
I = J‘ienx.dx +ftmﬁ-xlz¢-san xldx = —cosx + E‘% = (= oo %+ % cos”x

 (Univ. de Madrid)

|=2fun=dx—f ! dx = 2(—cosx) —tgx =
cos? X
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380 INTEGRALES INDEF INIDAS

fLiriv. de Las Palmas de Gran Canaria)l

Multiplicando numerador y denominador por 2" : I= f 19: dx = |arc tg e"l
L ke ) R o

I=f 1 d::-rlf £ dx:arctgx+llngi1*x=i
14%° 2 1+x" 2

Considerando que x°+ 2x = x¥+2x 411 ={x+1)°=1:

& 2 .- T |
;=JE+_”'__15x=f[1_ 1 s e f:g+1}"ﬂx=s.-_[L+l_=x+ 1.4
I.:+1l! t:’:+11= L —24‘1 x+1

-}

= -
F.h:lw‘-‘f ‘:'_1 dx = logle*+1)+C; FIO)=2 = logle®+1)+C=2; C=2-log2

IthI' = log (e*+ 1} +2-log 2
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INTEGRALES INJEFINIDAS 387

©Os X —oos ¥ + 1
= | = (*.1-1-——-—-1 )dx=—x+ —1___ dx (1)
—cosx+1 -1 1—cosx 1—cosx
1
y considerando que 1 —cosx = 2sen® X I'a1— dx =f;.--dx =
2 1—oosx 2 X
» 2sen® =
) 2
1 1 *® x
- —dy = —gg, = =M1 |l= =x—ectg =
x 2 2 2
senzi

FEthiv. e Madleidl)

. I i
i) =285 = £'{x) '—124xdx = 24 ;— +C=12x74C = f'ix) =j{12x2+ﬂl tx =

3 4 &
" 12%4 Cx + D =4d4x3+ Cx+ D = fix) =j:4x3+ Cx + Didx = 4 ”T+t:%~+n-x-+|=

0} =0 = F=0; f0l=1=2D=1; f0l=2 = C=2

de dornde hix} = x4 x2+:-:_l

Hallemos las raices de %7+ 3x% —x — 3 = 0. Como la suma de los coeficientes es igual a O, una

raiz es 1. Rebajando de grado por Rufini:

1 3 -1 -z e STESS A =
7| KTFAx+3 =0 => x= =8=/16-12 _ 422 -1
14 3 2 2 g
I & & |& X3+ 3x2—x—3 = {x—Wx+ x+3)
2
Descomponiendo en fracciones simples; o eh L R B R =

(x—T)ix+1)(x+3) x-1 x+1 x+3
x?+10x +5= Alx + 1) ix +3) +Bix—1){x+3}+ Clx—1)}{x+1)

1 16 = 8A
-1: -4 =—4B = A=2,B=1,=-2 =
x= -3 —16= B&C

para x

x

Ll
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2 1 2
| = . - o = ix=11 +log Ix+1i—2logix+3l=
f(x—1+x+l x+3 “400.7% v e
| T
= logix—11? +log Ix+1/—logix +3)° = flﬂgu'—-x—L!
2
{w + 3

3 i f ; 3
= L e e T | xa,_xz_zx %
{fUmiv. de Casrills — La Manchal
{Uinv. de Granadal

x = 3x3 -3x -2 ‘Hj—xz—Ex
—x*+ 3 +2x7 x —2 4 2

2t =3x2-3x -2 _ Tk i
- 2x? +2x?=3x -2 = R T B i D T
2x3 - 2x? —4x
—Tw—2

= =10

¥l-x?—2x =0 = wix?*-%-2)=0 =

xt—x=2=0 = x= —¥ _"" o

z 2
xI— %2 _ % = x{x+ 1) (x—2) >}
Descomponiendo en fracciones simples:
Ix+2 A 8 e _
P e B e A e —_— Ta+2 =8 -2l =1 +Bxix+ 1) +Cxix -
wlx—211x +1) % PR * %+ = X ; |% X THEXIX Xix
para x = 0: 2 =-2A; A= -1 8 5
16 8 1 . |
g = 2: 16 = 6B : B= —== | = Y [ S ; [
’ 6 3 = f{’"- X W o—2 xéi-tg
# oy =_q: B= FJo. E=_>
3

& o

= ——Ex-laq-u-—gmq-x—z-r ﬁloqix—1
2 - T

G L _ A T .
1424 calcuinr e
SE=Hik+a0 (Univ. g Valencia, 1997)
x? = Bx+ 0 x* = Bx + 10 s o A TR — 1 s
—x%+ Bx—10 1 X2 =Bx + 10 xI_Bx+ 10
—1
| = I{‘J- éldxzx—-[ L (1}
g ¥ — 8x+ 10 Jox?_Bx+ 10
x2— Bx+10=10 :—:=E“"’325_4°= 632'=3:i=&
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INTEGRALES INDEFINIDAS 383

x—Bx+10 = (x—3—ilix=3+i) = (x—3°—if= (x=32+1

de donde I=x—f—;‘“—=[3—amtg{n—3}|
1+ (x—31P

w =0
151-x:ﬂjx{x9+1l=n =

x?+ 1 =0 (raices imaginarias)

w1 A Bx+C

= 4 Z2T Y e x? 41 = Afx2+ 1)+ (Bx +C)x
wix? 4 1 . x? + 1
para % = 0: 1-=4A
coef.de x? : 1 = A+B = A=1,8=0,C=-1 =
‘e Tl x _‘=c
- ? T L]
LL"Id;;= (l_ 1 }dx: log %! —arcigx
P ) ® xT 4 3

1 esraizde x"— 1 =0 yague 17— 1 = 0. Rebajando de grado por Rufini:

1 a o0 = 1T =4
] 1 1 : = et = =10+ x 41 2P +x+) =0 :;..xz__..__1*21 =

1 1 o %:*:—i :x?+:+l=(x+1 ﬁ}{x+ +j£)

—

(et gV = (R (e P4 3

Descomponiendo en fracciones simples:

L 1 A Bx +C

= = S
=1 x=1eFEx+1) x—1 P 4x+l

= 1=Alx?+x+11+(Bx+C)(x—1)

para x = 1: 1= A-3

coef. de x? - ﬂ=A+B = Aw Ll Reod e R E

para x=0 1=

=1 (2 =%2 Vax = Liogix—=11—+4  (1); siendo 4= [ 2FZ 4y
lt-! e T 3 3 x4+ x+1

J se descompone en dos integrales, una del tipo logaritmico y otra del tipo arco tangente:
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|4 INTEGRALES INDEFINIDAS

J=1f 2% +4 dx=1f{2x+n+3dx=1f 2x+1 d”lf 3
2) x4 2 A x4+ 2) +x+1 2 ) @axen

F
=%Iug{x?+x+'i'l+%ﬁ {2} ; y considerando que x°+ x +1 = {:+%] *—i-:
o8
_+(,¢+_) 1+{2H4—‘E) 1+(2¢:+1)
4 2 V3 ]
2V3 2x +1
=" aretg : ilevando este resultado a (2) v a (1)
3 V3
= : —
I=lengIu—‘li—%Iug{“1+x+1'p—-v—;,'—arctg%

Haciendo el cambio t = log x: dr = = i

logx)?—20eg e —logx+2 - J 21—t +2

Hallemos lasraicesde 12— 2t1—1+ 2 = 0. Comolasuma e los coeficientesesigual a 0.1 es
raiz. Rebajandeo de grado por Rufini:

i = e = ) 5
I * ! = t’—l—E:ﬂ:&r:t""4ﬁ=1-3; i
' 1 =1 =2 2 2 =C
- ~2 0 -2t -1 +2 = t—1 (=21t + 1)

Descomponiendo en fracciones simples:

1 A, 8 i
=1 [t=20(t+ 1) t—1 t—2 T+ 1
1= Ah—-2lt+1+Blt—=1)t +11+Clt -1} 1t = 2]
5 = A =,
para t = 1: 1 Al=1)1-2 == A= 3 1 1 1
1 2 3 ]
= H = «1- = e == | = ] e T
t=2: 1=8.1-3 = B 5 f(t-T+t—2 t+l)d:
t=—1: 1=Cl-21(-3)=> C= < ; , -
6 =-—§Iaglt=—1l+-j-lag!t—ZHEtngltHF

1 1 1
=t | =11+ = log |} -2+ —log llogx + 1|
2Ic:ln; og X an-g og x Eﬂg oG
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INTEGRALES INDEFINIDAS 385

=1
log dllu;dx

=
I

f-ix) = log (4x?+ 1) = fix) es una primitiva de log (4x¥+ 1};  fix) =f log (4x? + 1} dx

Integrando por partes:
Bx

v = log@x?+ )| du = : =T
AT+l fix)=log 4x2 + 1)x— | x —BX _dx (1)
4%+ 1
dv = dx ¥y =X
8x¢ 4xT41 .
ri

_gx’_z-iﬁ = j-—sde=f[2- 2 ]du=2-ﬁ-f__2_dx=
=t = ax? 4 Ax?41 1+ (2x)°

-2
=2x—arcig2x + C

llevando este valora (1) f(x] = x.log (4x"+ 1) —2x +arcwg2x + C
Como fi0) =0: f0) =0-loy1 —O+arcgD+C=0C =20 =

I )
| fix) = x-log (4%% + 1) — 2x + arctg2x

LI

u=-arctgx| du=
1+ x? x? 1

= |l=arctgx - — — | —: dx =
rd 2

dv = xdx vo= X
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2 2 2 3
=%-Imtﬂi§-*lf - dx Xz_ X"+ 1
-1
2 2
= 2 . Jom b Yy = |22, _ X s
2 arG 1g % Zf{ 1+x"'} = > arc ig = Elx arc tg %)

Integrando por partes, dos veces:

u=ge du =& "{—=1)dx

= | =e "senx— | snxe " (—1)dx
dv = Ccogx dx v o= sen X

u=e du =& " [=1)dx

= | = e"‘unx—[e" 'cpsx—f:qsu-e =1} dn] =

dv = —sen % dx v o= cosx

=g "fsenx—cosx)—| . 21=g "[senx —cosx) ;

e " lsen x —cos %)

fUniv. de Zaragora)

Integrando por partes, dos veces:

w= %2 du = 2x dx
= I=x2mnn—flsanx]'2xdk
dv = cosxdx ¥ o= sen x
b= 2x du = 2dx .
= |= :?wl‘lx-[?:I—cns-'xl—Jf—ﬂ,m“xFE'd'}i] =
dv = sen x dx = — Co%

= x’mxi—ﬂxmx-!fcﬂs:dx: l.n_?mnx +2imx—2mx—|
1

La integral J es inmediata del tipo f&dxzmﬂx]: d= Zf—z-\f}_—dr::?lg v

cas? fix] cos? vx
Se puede calcular también aplicando el método de sustitucion:  vx =t = 21 dx = dt :
N M

X ras? v VR cos?t

:'i; - 2dt = J=f 1 L 1 2dr =21 =|2w vx
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o= x? du =2xdx

lntqgmndu por partes, dos veces:
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(]

u = sen (logx) | du = cos (log x]- 1; dx

= | = mn{logx}-x—fx~mstlugx] %dx =
dv = dx V=X

= x-sen (log x) —fms (log x) dx

du

I

u = cos {log x) —sen {log x)- %dx

= | =xsen (log x| —( cos (log x) x —

dv = dx Vo= X

-fx(—senx{iogxll i—)dx): x-sen {log x) —x-msilagx}—fsen flogx)dx =>

| = x-sen {log x) —x-cos (log x) =1 =»> 21 = x-sen (logx) —x.cos llog x} =

‘ j = .;E[sen (log x) — cos (log x'r}l
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CAPITULO 15

INTEGRALES DEFINIDAS
AREAS Y VOLUMENES

FUNCIONES ESCALONADAS.

Sea | = |a.b]| unintervalo compacto (cerrado y acotade) de R. Se llama particion de | a toda
sucesion finita de numeros reales pertenecientes a |, v estrictamente crecienta, siendo el primer térmi
no de la sucesion @ y el oltimo b,

3 =X, < X, Xy < <X _ <X, =b
Esta particion se simbaliza por P = |3, LIS T 'H.-..rm
Los intervalos |x ., x| , 1€ {1,2,...,n=1, n} son llamados los intervalos de la particidn.

Liamaremas # al conjunto de todas las particiones de [a_ b,

Se dice gue la funcidn . [a, b] = R es escalonada si existe una particidn P de |a, b tal que f
sea constante en el interior de cada uno de los intervalos de |a particion.

Una partician P de |a, b | se dice adaptada o asociada a la funcion f, si f es constante en cada
uno de los intervalos abiertos de P.

INTEGRAL DE UNA FUNCION ESCALONADA.

Sea f: |a,b| — R unafuncidn escalonada, P una-particién de |a, b] adaptada a fy A el valor
de fen |x . x| sellama integral de f en el intervalo |a, b | al numero real

e = b Ay F D=2 ) A+ e+l —x L )h

=0

y se simboliza par J filx)dx.

Este numero es independiente de la particion P de |a, b| adaptadaa f,sdlo depende def y del
intervalo [a, b ]. Laletra x, que no figura en el resultado, puede ser sustituida por otra letra, asi:

=] sih b
f fixjdxy = j flitldt = f flupdu = -
o o a
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3890 INTEGRALES DEFINIDAS. AREAS Y VOLUMENES

Dadala funcidn f: [—1,3]+ R definida pa

2 ¥xe | —1.0]
3 ¥xge |0.7]
=1 Yxe [1.1'3]
fix] = ,
1 Wi |1°3,2]
3 parax = 2

-15  ¥xe]2,3)

s pide: 1Y) Representar graficameante la funcién,

"3
29 Calcular I:J f{x) dx

1?)  La grifica es la de |a figura adjunta. ==

2% Por ser una funcion escalonada:

3
f Hxlde = [D—(—-1}]-2+(1—=0)-3 +

I I —
V3= =1+ (2-13)-1 4+ ' | _
+(3-2).0-151=2+3-03+ — 7 o 1 32
+0'7-15=3'8 I o

) R S
PROPIEDADES: Sean f v g dos funciones escalonadas en fa, b|:
ad &1
— s5i ¥xelab|, fix) = 0: I fix)dx = Q
«f 8
] = L
— 5 ¥Wx =la b, fHxl = gix): -’ flx)dx = I gix) dx
l.'l_ (=] \C
— =i {A,pu)E R?: f (I'l. filx) +uigix!)dx = A { fix)dx *'.r-rf gix) dx
] af 8 o

ta 4]
. lf flx)dx| = flﬂxlldx

— si f esescalonadaen [a,c| ven [c, b],

€ b b
f fix)dx + f flx)dx = J. fix) dx
a = 3
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INTEGRALES DEFINIDAS. AREAS Y VOLUMENES 321

INTEGRAL INFERIOR E INTEGRAL SUPERIOR DE UNA FUNCION ACOTADA.
FUNCIOMNES INTEGRABLES.

Sea la funcién f: [a.b] - R, acotada, v P = (a, Xy Xy, ... X% ., b) una particion de|a.b).

Liamemos m y M a los extremos inferior y

superior de f en el intervalo |x . x |, es de- v
cir:

m = inf f{x} ; M = sup fix) /
iEIl.l__ _'h:_] Iq.n--._-{ul__1 h;I |

1

A la funcion f v a la particién P les aso
ciamos dos funciones escalonadas u: (3. b~ R
y v! |a,b| - R definida de |z siguiente forma:

m. = inf fix)

v,

wix)

1"-| ]

| S S ——

vixl = M = sup fix) o a % . b
wiZ[w, s |
Las integrales de las funciones escalonadas u v v en el intervalo |a.b] son:
b
3, = l ulxldx = {x,—al-m +b—x).-m+-r+lb—x__ )-m

Sp o I“ Ht!?dﬁ = 1“1—EP'M1 ¥ 1HE_K‘P'MZ+IIL‘+ ‘b_xn—1l.M

L]

v 5& les llama sumas de Darboux de la funcign t asociadas a la particion P,

Al extremo superior del conjunto de los ndmeros realess_, (PS #), se le llama integral inferior
e
de f en |a b] ysesimboliza por I Fix) dx
L"l

Al extram f ¥ = 4 i i
tramo inferior del conjunto de los numeros reales S,. (P= #), sele llama integral superior

]

de f en |a, b] yse simboliza por ’ fix) dx

Se dice que la funcién f: |a. b| = R es integrable (en el sentido de Riemann) si la integral infe-
riorde f en |a, b] es igual a Ia integral superiorde f en |a, b], vy 2 su walor comin se Je llama integral
definida de la funcidn 1 en el intervalo |a, b, se simboliza por

b
" fix) dx

{Laletra » puede ser sustituida por cusiguier atrs latra)
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307 INTEGRALES DEFINIDAS. AREAS Y VOLUMENES

La funcidn acotada 1: |a, b] — R es integrable en |a, b sl v solo s, para todo € > O, existe una
particidn P de [s, b], tal gue existen dos funciones escalonadas u v v sobre [a, b |, tales que

In " 3
ulx) = f{x) = vix) V¥xela, bl ¥ J- vixldx — ’ ulx)dx < €
i w f
Ls funcién acotada f: |a, b) - R es integrable (en el sentido de Riemann | en |a, b| s, v solo
si, para todo ¢ > 0 existe 7 > 0, 1al que a toda particidn P que cumpla la condicidn de gue la mayor
amplitud de los intervalos | % . x | sea menor que 7, s le puedan asocir dos funciones escalonadas

uy v sobre |a b, tales que

*t 1]
ulx) < fix) = wixl Yaicla b ¥ I vix)dx — I uix) dx < &
L] «fa

Sa llama suma de Riemann asociada a la funcion £ [a,b| =R yalapartictan F de |a, b| . o toda
expresion de la forma

(xy—a) - FUE )+ (ky—x ) TlE 40 bl —x  bHE )+ vl DHE)

donde & E[x—x_,].

La funcion f: |a,b] — B, acotada, es integrable en ei sentido de Riemann y admite por integral

* B
el namero real | = f finld= siy solo si:
wl B

We = O, 3IPlparticidn e [a b))/ YEElx_,. %], Zt:ﬂ.—x__1!l-ﬂ.'fll — 1| < ‘g

Sea Pﬂ el conjunto de las particiones de [a, b en ias gue la mayor amplitud de los intervalos
Ix _,.x | sea menor que 7. La funcidn f: |a, b] — R, acotada, es integrable en el sentido de Rigmann

(<]
¥ admite por integral el nimero real 1:f fixidx 5y sdlosi:
a

Ve>0, In>0/VPEP, v VEelx_ox] . |2 0=x_ ) HE) 1] <

=0

Se dice, impropiamente, que la funcién acotada f: [a, b] - R es integrable en el sentido de Rie
mara i,y sdlo si, las sumas de Riermann asociadasa T vy a la particion P de | a, b|, tienen todas el mis-
mo limite | cuando 13 mayor amplitud de los intervalos |x,_,, x | tiende a cero.

Las funciones escalonadas, las funciones mondionas, fas funciones continuas, las {uncicnes conti-
nuas por secciones son integrables en el sentide de Riemann.

i la funcidn f : |a, b] — R es integrable en el sentido de Riemann, considerando la particion

de |a.b| en n intervalos de igual amplitud, bT_‘?_-
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INTEGRALES DEFINIDAS, AREAS ¥ VOLUMENES 383

se tendrd gue cuando n - o | b;a -= 0, de donde:

=]
f fix)dx = lim h_'"(f{a; +ffa + 222t i(a +tn_1:b"“})
2 LE L n n n

5]
y también: J:flxiln‘:u: = lim h;a (f{a"b;ﬂ_}+f{a+z$)+””+f{a+nh;a))

'y - gD

En lo sucesivo diremas “integrable” por “integrabie en sentido de Riemann™ 2 “integral” por “integral de Aiemann®.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA INTEGRAL.

Sea el plano afin real euclideo v [0, U, .U, ) un sistema de referencia ortonormal de ejes OX y OY.
Sila funcion f: ja,b| — R, es positiva e integrable, el drea del recinto del plano determinade por
los puntos de coordenadas (%, v tales que
a<x=b ] Y
0=< vy < tix}

iy

25 igual al ndmero real I Fix)dx.
w

*h

Es decir, j fix) dx esigualal area limitada por

-
o

| w

o
b4

ol g OX, lasrectas x =a, x=b, yla curva v = fix)

Si la funcidn f: | a.b| — R, es negativa, ol drea

limitada por el eje OX, lasrectas = =a, x = b, yla fixi
= fix
curva v = fix] esguala Y

]
- fix)dx
[ y

Si la funcidn f no tiene signo constante
en [a, b], para hallar el drea comprendida en-
tre el eje OX, lasrectas x = a, x=b, y la 0

curva v = F{x).es necesario conocer los pun- a c d - b X
tosde corte de la curva congl ejg OX vy el

signo que tiene la funcidn en cada intervalo

- o ] ]
Area = —f Fix)dx + f flx)dx — f fix) dx + f Fix)dx
a ] d L]

Sea calcular ol drep encerrada por el aje OX, lasrectas x = 0 v Xx = &, ylacurva y = Cos X.

i)
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294 INTEGRALESDEFINIDAS AREAS Y VOLUMENES
De la representacion grafics se deduce:

Fif
3 w
Ajes pedida =f cos i dx —J; cosx di =
F]

2

o %
-8 =
=[unxj —[smnx],, =(1-0) = (0=1) = 2
[u] ==
7
PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES
Sean f y g dosfunciones integrablesen [a.b|, a<
s
=51 ¥Yx & [a b . fix) > 0: f fix)dx 2= 0
L]
o el
— s Wx = |a b]. fixl= glx): fﬂxidx = f gix)ex
o L]
h =1 =
—si Mule RY: " {.‘m-f[xh-# ;.L-glh:::ldx = .MJ flw) cix +p.f gix) dx
i & a
s} b
= f fix)dx | < f | i) |dix
c [ -] =k
—  Relacién de Chasles: f fix) + f fleldx = j fix) dx YeeE [a b
a C a

— 51 f es integrable en un intervalo compacto v los numeros reales a, b y © pertenscen a aste in

tervalo:

L] c
f fix) dx :f fix) dx +-I
[ 8 [ =

]
= f fix) dn
=1
i
- f fi=)dx
I

u
—f flx) dx
d

II
(=]

=i

Fix) dx

tx
— s5i f es continua y positiva: f fixldx =0 = fix) =0 ¥x < [a, bl

— si f es una funcidn acotada e integrable en [a. b . se llama valor medio de f en |a, b] a

Rl ] |
J fix) dx

PR

bh—a
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— Teorema de la media: Si f es una funcidn continua en |a, b |, existe un c£ [a, b| tal gue

| |

b
f fix)dx = [b—a) - flel

41 ol -
- fﬂx}dx-—’ fla + b —x) dx
i '

— 51 T es una funcidn periddica de periodo T:

*n T T
¥Yn<N ’ fix) dx = nf fix) dx
« ]
sprT L ] --;
Yac R j f[:r.:ldx_'l ”K]d.‘l{=j fishdx
a B T
z
T
T =
— si T es una luncién par y periddica de periodo T f fix)d= = 2.’ fix)dx
] -]
ol | a
— si {1 es una funcion par y continuaen |—a,a] ; J fix)dx = 2 f flx) dx
— (]
— si T eswuna funcidn impar v continuaen | —a, a] I fixidx = 0
W =0

RELACION ENTRE PRIMITIVA E INTEGRAL

Sea f: [a, b - R una funcidn acotada e integrable en |a, b]. A la funcién F definidaen |a, b)

Fix) = f fir) dt
[ ]

se [e liama funcidn inteqral de Ia funcién | correspondiente al punto a.

por

Se verifica: 1" La funcién F es continua en |a_ b
2" Sifes continua en [a.b|, Fesderivableen fa.b| v YxE[a,b], F'ix] = fix).

La funcion F es una primitiva de la funcién fen |a, b|. Es la dnica primitiva de f que se anula 2n a:

a
Fia} =f fitydt = 0O

Regla de Barrow: 5i f: [a,b| - R es continua y F es una primitiva cualquiera de f en [a, b]:

- —
U fix) dx = [Fixl], = Fib) - Fla)
a
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96 INTEGRALESDEFINIDAS. AREAS Y VOLUMEMES

El célculo de una integral se lleva, por la regla de Barrow, al cdlculo de primitivas.

1
I= f (%2 + sen x)dx
E {Univ. de Santiago)

Calcular
1

La funcidn f: =1, 1]= R definida por fix) —x% 4+ senx es cantinua, de donde:

]1 —[;" —cosT)—(i._;’—d - Cog [-1])=

| s

—cos 1 - ;~+cu51:ﬂ

Y

4
|:{i.—:m:{
L4 -1

Integracion por partes: Siu y v son dos funciones derivables y con derivada continua en el intervalo

: c [ |
||f ulxlvilxldx = _lu[xll-u[:]_: —fu{x]-u'iﬂdx

|a, b], se verifica:

3
Calcular I=f xe 2 dx
. fUniv. de Cdrdobal
= du = dx 3 a
il i = |I= HI-HE'E"] - ’ (-1 e ) dy = | ‘-1-32'5}—1—,}—'-!9_"! -
dy=e ¥ ye— 1 g2 Ji J2 z 2
2
M ~2x13 _ _ 1 a6 -4 1 -5 1 -4 _ 7 -6,5 4
-;14—'1! ]2——,‘713E — 28 }'{43 49 ] 4" f"tﬂ

Intagracion por cambio de variable:  5i f es una funcion continua en el intervalo [a, b).y g una
tuncién biyectiva del intervalo [« #] en el intervala [a, b], derivable y con derivada cantinua, definida

por x=git), ytal que a =glal y b=gi3), severifica:

o i
f flxldx = L flglt) g (tidt

]
{= f % 580 [x2]' dx
o

Calcufar
{ Ui, ole Santiagal

Haciendn el cambio x? =1 parax=0, t=0; para x=+m2, t=nf2; 2xdx=dt:

: =1 (t-cos ] )~ t~cos0)) =

m
_1[? —'—[- | 0+1) =4,
I'?_L 1.:::11'“:“—2 m:}q { ) 3

Ml-—-
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INTEGRALES DEFINIDAS, AREAS ¥ VOLUMENES 397

AREAS DE FIGURAS PLANAS

Sea f una funcidn positiva e integrable en el intervalo |a, b|. Eldrea del plano comprendida en-

tre lagrdficade vy = f(x), lasrectas x = a, x = b

vy eleje DX es:
"
3 :j flxl dx 1)
A
Si f es uma funcidn negativaen [a,b): ¥
(Y
§ == Fix)dx a _ b

g

Sifeambia de signo en |a, b, la formula (1)
da la suma algebraica de las dreas situadas por enc- v
ma y par debajo del eje OX, En este caso se obtie-

nen las raices de la ecuacion fix) =0 pertenecien: ;

teés al intervalo |a, b, raices gue seran los extre: o /1\

mos de los intervalos en que f tiene signo constan- 0 a c\ _ Jd e\ b X
12, v s¢ hallan las areas en cada uno de estos inter. "

valos. Se tendra, en ¢l ejemplo de la figura adjunta:

€ o b
5= fix)dx — flx)dx + flx)dx — I fix) dx
i L= [+]

El area comprendida entre lasrectasx =a, x =h
y las graficas de las funcionesfyg, tales que Y|
f{n)l = glx) ¥Yx £ |a, b, esigual a

[+

(f1x) —gx))dx 3

]

¥ =0ix)
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398 INTEGRALES DEFINIDAS AREAS Y VOLUMENES

Si fix) —gix) no tiene signo constante en
la, b)], es decir, las graficas se cortan, hay gue ha:
liar las abscisas de los puntos de corte obteniendo
las raices de la ecuacion fix)-alx] = 0 pertenecien-
tes al intervalo [a, bl. De esta manera obtendremos
los extremos de los intervalos en que fix) — gix)
tiene signo constante. En el caso de la figura adjunta
e tendra;

Para hallar el drea limitada por varias curvas se
obtiene, en primer lugar, las abscisas (u orcenadas)
fe los punto: del contorno interseccion de cada
los curvas, que nos determinaran los extremos de
15 distintos intervalos de integracidn. En la figura:

wh--
o
Ofk-==
(=R
b

o

b e ) i
g = f (Hxl—-hlx})dx + f (illx‘!—h{xi]d:rc+ j (itx)—aix))dx
1] B [ 4

El drea del plano comprendida entre la gratfica de
y=F%x}  lasrectas y=a, y=hb yeleje OY es

Habrd que expresar x en funcidn de y, pudien-
do presentarse todos los casos gue hemaos conside
rado anteriormente,

=]
x
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INTEGRALES DEF INIDAS, AREAS Y VOLUMENES 399

VOLUMENES Y
y =1

El volumen del ceerpo engendrado al girar 360°
alrededor del eje OX la parte del plano compren-
dida entre la curva y = fix], las rectas x=a, x=h
y el gje OX es:

<] 4] "
s.r:f ﬁv?dxzrf (Fix) )" dx

3i el giro =2 realiza alrededor del eje OY - Y

ahy B
Vo= J 2rxydx = Errf %-fix)dx

El volumen del cuerpo engendrado al girar 360° alrededor del eje OX la parte del plano comprendi-
da entre las curvas y =fix) e y=gix), y lasrectas x =a y x = b, siendo f{x) > a{x) ¥xE[a, b], es:

B
2 2
V= rrf {If[x}] — {aix}) )dx
b
Si el giro se realiza alrededor del eje QY v =‘2'n'f xll’ix}—g{xj}dx

El volumen del cuerpo engendrado al girar 360°
alrededor del eje OY la parte del plano comprendi-
da entre [a curva v = f(x), lasreetas y=¢, y=d y

el eje OY es:
a
‘I.-"tf 'rrx?dyr
=

El valumen de un cuerpo del que se puede conocer el drea Alx) de la seccidn transversal del cuer-
po, perpendicular @ una direccidn dada, en funcidn
de la distancia x de dicha seccidn a un punto dado

O es:
b
V= [ Alx] dx
]

®

Ox

siendo a vy b las distancias del punto O a las secciones extremas.
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400 INTEGRALES DEFINIDAS AREAS Y VOLUMEMES

LONGITUD DEL ARCO DE UNA CURVA PLANA,

Sea f una funcidn derivable v con derivada continua en el intervalo [a, b|. La longitud s del arco
dela curva v = f(x) comprendido entre los puntos M{a bl y Nicd) es:

th +[f1x) |2 dx
il

Y -
[farae
=

ds = v (dx)2+(dy)? == s=

AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION
Brea de la superficie engendrada al girar 3607 Y

alrededor del gje OX el arco de la curva y = fix)
comprendido entre los puntos Mia bl y Nicd):

ds

2ryds= 2wy W (dx)2 + (dy)? =
27y /1 4.-(-"-'—}2!.1! =
dx
Qo .T
5=27rf Hx}l\/1+(--] dx
* dx

(=8

Si el giro se realiza alrededor del eje OY;

dS = 2nxds ==
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PROBLEMAS

Es una integral inmed ata:

At 4 {2-!! *11 {2—".” i?-ﬂl'
I_ — ( _ —_ == ——— —R —_ —
-l [2 x) (=1 dx ‘ 1 2 ( )

La funcion f: [2,3] =R definida por f(x) = —— escontinua.
x —

*3
- 1_ 2x ._l 2_ 3_"1 oans = =
= 2]; P ax = 2 [1og 1 11],—_2(ng9 1) ~log (4-1)) =
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402 INTEGRALES DEFINIDAS. AREAS Y VOLUMEMES

La funcién f: [=1, 1]~ R definida por flx)=x ~3 + 1 escontinua.

‘,. 1 12 ‘-1}2
| = |— —3x +log Ix—2I =(—-—- — 3.1 +log I‘I—?J)—-(— —3!—1]+Iu;|-!-2|)=
2 1 2 2

= 3 —3+log1—2-3—log3 =[-6—log 3]

r
' 7
Considerando que cos 2x = 2 cos®x — 1! |='. {2 cosix— 1) sen xdx =
al &
g g 'a'i*n: [ z
7
=-'.?f (cos x)¥ (— sen x) dx — senxd)t:-i[{mg‘x]i ——cﬁsxl =
a [-] - 3 -ID‘ Jﬂ
cos® 1
= 2 s 0 ] P . g 1
(T2 - =) (e g o) —2(§ - §) oo =[]

4 z x

— | 3___dx 3 cos®x [ ]5 " T =

== e LOS X g = |1 =1 = —1 = =logv3-1

e e S
cosx

“|&
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INTEGHALES DEFINIDAS, AREAS ¥ VOLUMENES 403

Mo hay ningin valor real de x que anule el denominador,

Como en el denominador s0lo hay potencias pares y en al numerador potencias impares, se hace el
cambio:

x*=y => 2xdx=dy; para x =4, y=16; para x =5, y = 25

.
1 ¥
==
2_],‘3!?4-1Hr+41 Iv+5nd’"

¥ A B C
Descomponiendo en fracciones simples: » + - =
po ph ly+ 1 ly+8) ly+8] y+1 y+4 y+8

vy = Aly +4)ly +3) +Bily + 1] {y+2) + Cly+ 1} {y + 4}

para y = —1; -1 = A-38
T o=t w Eiope =2
¥ 4; 4= H{-- 3.5 == A 24.E—15.C m:}
gy = —o —0 = £ (- 8158}
1 4 s

1 24 15 1 a 9 ]s
= & 4 M 2 jog v+ 114 —log ly+4) — = logiy+8I| =
z_[,;{yu i 453" [24 L 15 0 a PV s

T ) g i
_2.( 57 109 26 —IngEE-EIDEEIi} ( =5 10017+ =

. a
1 = |
5 nng‘J ugEE)

4
25

—1 23 2 29 4] 34
1 g 2B L jagsD D e A
93725930 a0/ 25

Aplicando el método de integracidn por partes:

U= 1+x* |du=2xdx

n ol L)
- | = [l1+x3}mx]ﬂ-— fixmnxdxa u-fzxnnxd:-
wt (-]

dv = cosxdx v o= sEn X

volviendo a integrar por partes:

u=2x du = 2dx

= I=—~[l2xl I—cmxl]: +f Z—cosx)dx =
Lo

dv =senxdx | v = —cosx

L8
= =2n +[2(4~snn :'IL = |=Zn
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404 INTEGRALES DEFINIDAS. AREAS Y VOLUMENES

Considerando que sen’x +cos®x = 1, y €O x — $en°x = COs 2x

t

e F 2

a;b-fx[senéxa_mﬁﬂ'”dx _—f [ .1 %
0 L

. N
2 z
a=b = x isen? x — cos® x| dx -——J X005 2% dx
[+ X

Integrando por partes:

M]J‘

u=x du = dx " 3
= EI‘—tI'—|- SEI‘"-I?!]Z .[ %sr_m?xd:
dv = cos 2x dx o = ;—ﬂ-n 2% - .
1 E_Fad_ i
=9 [_4-:.:..:,2,;]” a4 4°3
T = 1 e 1_
a+h=— Sumando: Za = — + = == a = — -
B B 2 18 a
i 7 1 = ) 1
- = — i B —— :— h = |— -
a=b 2 Hestando: 2b 5 3 I3 5
v 14 ; \ IR A T L
Iﬁﬂ'ﬁ’ ndo Sanig -'H:ir]"-—-_f e dt
N ! v omlivhon [
J.W mﬂm PO s (Univ. de Alicante)

Aplicando el método de integracion par partes, dos veces:

u=r du = 21dt o -
= 'I{H—[—r*-e ] - ‘ {—e )21d:
dv =e " dt vs—g o
u= 2t du = 2dt . .
= M =-x%"— ([2ve '] - [ e 2a1) =

dv = —e 'dt V=2 Yo
=—xze"—2::e"—1 2e r}; - —xfg T _2xe " 207" 42 =g |=xT—2x—2)+ 2

Itm 1ix) = lim (e";~x2-2x—21+2)== iy, =X —2x=2 45 i

e e - o e-uiel f-
Este limite es del tip E . aplicando la regla de L 'Homtal, dos veces;

iy, =X =2X—2 e —2X—2 o .._Tz = {.‘_2..] =0

(L El e E. il - =<}

evando este valor a (1) resulia; lim Itx} =0+2 = E
LR 2
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{Univ. de Alicante)

Si "es continua, f es una primitiva de ', de donde: I = [Hﬂl]h = fl{hb) — fia) =@
L]

Silafuncion 1 esla funcién nula, cualquiera que sean a y b, se verificard la igualdad del enuncia.

do,

L]
Si 1 esuna funcion impar, es deeir_ se verifica gue fl—x) = —fix) , <8 tiene: f fix) de = 0,
L]

Enefecto, haciendo el cambio x = —t- dx = —dt |, pava x =a, 1= —a, para x =—a, 1 = a,
yooma Fi-1) = fi):
L] F=g e | ]
I = fflx:u:c=_’ fl—t:r—du=—f |-m;|dt=—f fitidt=—1 = 2|=0 = I'=0
[l | a ] =i

a+b

.0 } también se verificaria

51 F esuna funcion cuya curva es simétrica respecto del punto { 3
la igualdad del enuncisdo sin gue fuerg a = b

Como lafuncion f: [ 0,3 ] = R definida por fix) = +'x + 1 , es continua, comprobemos que
existe un punto c € [0, 3| tal gue
3
Vx+Tdx = (3-0).vc +1

L:]

: 1 1.173 1 a
s 3 [tu+n’ 2 z_ 2 7_2 14
mE a= |2 | = E23E i - S+ =gy =14
7
— _ 14 : 14 144 196 196 115
3-0We+l = — = *l= —:e+l=—= " ¢g= ——1=_1%
@Blte 3 “ g ° @ 81 ST g1 =10.3

{liniv. de Santiago)
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408 INTEGAALES DEFINIDAS AREASY VOLUMENES

La funcidn f: R’ - R definida por fix) = mj"% es continua. Seqgln el teorema del valor medio

del céleulo integral

as1 _

“’Ex dx = {a+1—'ﬂ]-M, siendo 0< h< 1, deagquit E=1II log la+h] .

L e E‘*n o owrza Hﬂ-“

que es un limite del tipo % . Aplicando 'a regla de L Hopital:
1
- B (1)
EEEE aa* = IB‘I'!'”B* l+‘ﬁ:'E =

:'v. del aifs Vm:ﬂi

=
H
e
|
|-
&
=
=1
L]
I
8
=
=)
I
el

sennx]T 1
[ =qen(n3

n=4h+2. n=4h+ 3

haciende n = 4h, n=4dh+1,
T i
Iy = a=senfan-2)= s 20wl = -0 = 0
1 1 oy 1 Fo 3 gz 1
T T Gl (4n+113)= an+1 sa(Zhat S s S = T AR
= 1 T\ _ =3 = __1_.[) =
lan.2 = ah+2 ¥ (4h+2] ) 4h+zsen LA il 4h 2 i 4h+2 g
=1 X <, OGN S ST W
lones = Zrg on(4n# 3 3)= gl sen(2hre F) = hmn F = o =N =g

+{gh + 31, 5 +{4h+431, =

de donde: (4h -+ 1)1, + (4h +2}1,, ,
{4h + 1) —1 _ + (4h +2)-0 + (4h + :ﬂm +(4h +4).0=1+0—-1+0=0

S=l, +21, + 315+ 4104 - +T9 1, + 88 15, + 8915, + 100 1,01 =

= {(140=1+0)+ -+ (1+0 —1 +0) =[0]

Uiy, oo Malaga)
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Representemos |a pardbola v = x¥ —d4x:

Correconfosems: = =0 = y =0, i3
x =10
yv=0=>xT-4x =0; xix-4)=0 => "
X =
Maximas v minimos.
v =2x—-4 ; y'=0=> 2x—4=0, x =2 O X

y'= 2> 0 = axiste un minimaen el punto {2, — 4}

Corte de |a parabola y la recta

TR ST 1
= x¥_4x=2x-5;x*—-6x+5=0;
¢ =2x—5

5

6:v36-20 _6:4 -5 > ¥v=5
2 4 i | = y =-3

El area del rectangulo tramado en la figura serd:

A5 = 1y, .~ Voun ) 0% = (2% =5) — (x?—dx)) dx = (—x?+ 6x~5)dx =>

5
3 X2 g 125 1
S=] |-x¥+8Bx- =[_¥. = =—-—+3-25—25———+3—5==
J: w*+ Bx ~Slelx 3+—Ez bx { 3 }{3 )

L 1

El dibujo de la parébola y* = 2x no ofrece dificultad. ¥
Pasa por el punto (0. 0] y tiene 8n este punto un minima HE -~ B
delax, yague x' =y siendox”=1=>0.

Los puntos A v B estan sobre la pardbola, va que sus oy X "
coordenadas satisfacen la ecuacién de la pardbola. i r

La ecuacion de la recta AB es; o %

x=2 _ _y—i-2) _, x-2_ _y+2
4-2  23-{-2) 2 2vEH g
_ 1 - 4+23F

V71 V241

22 2vZ
Area pedida: dS = (x,~x )dy => § nf (%, —x. ] dy =f (—=—v+ “zﬁﬁly!)dv
2 2 VIR v+ 2

X

7 Iq‘?"? S ]
= [ 1 *’iw‘:"_ﬂ.,‘lf_ - (- B3 A+293 22l -2 @v2)°)-
341 VZ+1 23 vIi+er 2 I+ 1 &

-5 5
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_( 1 =2 a+2v2 NEPRTE | :-21“)= 448V3+8 87 2-8-4vV3Z 4 _

V241 2 W2+ 6 ] 3 iR | 3

_18+12v2 BvV2+4_ (18412V2)1(VZ_1) 8VI+4 6V2+6 8VZ+4 [10vVZ+14
VZ+1 3 (WVZ+1){V2Z-1) 3 2—1 3 |2

Dibujo de fa pardbola x = — 2 -2y +3 = O

PRy v . |
Corteconfosejes: % =0 = y*+2y-3=0 => '|,r=2—_";2.4_1-2. =2

y=0 = x=3
Méximos y minimos (de fa x}; Denvando respecto de y°
K =—23y—=2 =0 = =2y-2 =0 = y=-1,
= existe un maximo de [a x en el
®'==2 punto (4. — 1}

Punto de corte de la recta y la pardbola:

!'t = o]
. = (x+ 12+ 2+ N +x=3=0 == ¥ +5x =0 => x=0, %= -5
y2+2y +x—3 =0

La recta v la pardbola se cortan en los puntos (0,1) y (—=5,—4),

Area pedida: E|drea del rectdangulo
rayado es |considerando que x_esnegati-
va

= = B P =
dA = (x,—xJdy = ((-y?—2y +3)

— ly—=1))dy = {—y*—3y +dldy =

L] a 2 1
A =f{-—1r'2'-31,r +4]d\r=[— %—3%"‘4? =

] 3 1 2 125
={_§.13-5-1*+4-1] - II—;—31—413——§{—4F+4I—4H = tﬁ:

* (Univ. de Barcelona)
Hallemos los puntos de interseccion de ambas graficas resolviendo el sistema:
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X
y=1+2 !
% ‘F+%=h¢+1lz
y = Ix+1)?
EEF s ;s Ll
3 ‘ g 3

D4+x?+ B =9x+9; »¥—3x-=

1
g'{x]=%!n+ 1) 2

: g"{xr=-}:x+n'ﬂ' =

INTEGRALES DEFINIDAS, AREAS ¥ VOLUMENES 4089

=>

1
—1 ___ <0 ¥x€[0,3] =
fx +1)3

du =

la funcion ges concava en el intervalo [0, 3]

3
Area pedida —flg[xl—lixﬂdx =
Q

.3 _I .'?'I'I za
2 ® (x4 1) 1 %
] === = e - = =
J {H: ] 3_}(1 { : % 3 21

5] ..-4—1
2

3

3
1 .27 2 2 1 2 F] m
=(£(3+1)  _3-29)-20+1)—-0-0 = |-
E-KL {3[3 == 6 ) 3 = (4]

15.20 Determinar el drea encerrada entre las grificas de las funciones de scus

¥

Dibufo de ia pardbala y = Bx—x

Corte con los ejes: % =0 ==

=Bx—x , y=xi—2x

{Univ. de Castifla — La Manchal
{tniv. de La Laguna)
fUriiv. de Extremadural

2.

y=0 y=0 == Bx—x=0 => x=0 x=28

Maximos y minimeos: y'= 6—2x; v'=0 = 6-2x=0, x=3; y"'=-2<0 =

exisie un maximo en el punto {

3. 8).

Dibujo de la pardbola y = x* —2x.
Corteconlosejes: x =0 => y=0:y=0 = x*-2x=0 => x=0, x =2

Maximo y minimos: y' = 2x—

mimmo en el punto (1,— 1),
Punros de corte de ambas curvas!

y = Bx— x*

Bx—xT=x?—2x

v =% —2x
2x’—Bx=0 = x=0, x
las curvas se cortan en los puntoes (0, 0)

Cdfculo del drea pedida:

dA = [y, =y, ) dx = ({Ex—x" )= (x* = 2x)idx

2; w=0 = 2x-2=0 %=1, y'=2>0 = existeun

¥

= 4
vy (4, B]
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4. 3 2
= (—2x?+8x)dx = A=f {—Exz+3x}dx4=l ’; ;
(4]

fUniv. del Pais Vasco)

La ecuacién x?+y?—4x = 0 es la de la circunferencia de centro el punto (2, 0) y radio 2,
El dibujo de la pardbola y? = 2x no ofrece dificultad.

Purntos de carte de ambas curvas:

x4 y=4x
= %24 2x=4x: x2-2x =0
x = ﬂ_ x = 2
Cadlcufo del drea pedida;

El drea pedida es igual a la cuarta parte del drea
del circulo de radio 2 menas el drea del trigngulo mix-
tilineo OCB determinado por lasrectas vy =0, x = 2
y el arco de pardbola OB :

2 z 1 _ 37112 , 12
Arm==}n'-22—fydx= A
o

y = o Bl
fx+2) (k=21 "

Wx=3 x—1>0, x+2>0, x—2>0 = y>0

El drea comprendida entre la curva, el eje OX vy las rectas x

(4]
s ;f x__1.dx
1 x?-4

Descomponiendo en fracciones simples:

=3 y x=b es

=1 =

B
mF21%—2) x+2

x—2

== x—1= Alx—-2)+B(x +2]
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para x = 21 1= 48 3 i
T GrBng
BE :-—- N _3 =""4A
1
4- )dn —[3 log (x + 2) + 1105(::—2} i =
{x+2 4 4 5
3 1 )
= %.I'ug fb+2)+ :—ilngih—-zj - glngﬁ—%lug1 = s.;;.g_;p-d-‘zl‘ + log :h-mt log e
3 1
- log 2 2"
3
Ei
3 1 Y 3 1 |
. a - = 4 N S
Segun el enunciado ngw._.,#lhzlnq{h+2i. = b+2) ‘3‘_’“2 =lb+2) =
5° A
lal ser b+2+ 0, yaque b > 3) : 1 ; 1

: vl |
b-2"=5" = b-2"=16 = pb-2-5"= [b =127

fLtniv. de Castills — La Mancha, 1997)

¥xER 4+x? =0 => lafuncion definida par flu) = es continua v positiva:

4+ x°
. . -
2w 3 24 Fy 23
frea pedida ZJ ! dx = gf 2 5 dx = l[arc tgi] . =
3 B4+ 4 J; 1,,_(&) 2 2]z
2
- = . Sy [ 1D
= lﬂ?ctgw’.:": are tg 1) 2{3 4) %

Para x=0: y=e =1, para x=1: y =&. (1.8)

y =e': y"=ge"> 0 = lafuncibn es convexa.

La cuerda que une los puntos {0, 1) y {1, e} esd
por encima de la curva.
La ecuacitn ce la recta que pasa por los puntos

0,1y (1, e)es:

0.7}
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= e = Y= (=% 4]

El drea pedida serd .

b 1

- i . =
A=J ly —vy_ldx = [ ([te—11x+1—e")dx = | le—1) -E—*u—e' =
o - i}

L+ o

12 i 0 g~1 5
. g s 1 A _ = T Lt ag =
= |le “2 +1—8")—[le ‘Ir2+'l:l | 2 e 2 5

15.25  Hallar el area de la region limitada por el eje de ordenadas, la recta y =3, ylacurva
it {Univ. de Valladolid, 1991)

=g ; y'=e > 0 = lafuncién esconvexa.
Para x=0: y=8 =1

Area pedida :
dS=xd W

= 5= logy-dy

y =g = x=logy

5 —‘f log -y
1

Integrando por partes:

U =logy du=ldy

o |
94

= 5==|ml1‘rf:",rll' _J v lrfm,r-—-[ﬂlw_.;.} 1-log 1) v

dvy = dy \ ¥

= 3log3—-13-1) -"_3|r.:_-_g_3 2__

15.26  Hallar e! drea encerrada por las lineas cuyas ecuaciones son:
= “.E" P ¥ = 0 ‘, =1

{Univ. de las Paimas do Gran Canaria)

flx) = xe" ; lx)=1e"+xe"=1+x)e" >0 ¥xe|0,1]
fa funcidn escrecienteen |0, 1| ycomo O} =0: fix} =0
Yues(D 1],

i) ="+ (1+xle"=2+x)e">0 Vxe|0,1] =

la funcibn es convexa en |0, 1]

Area pedida:
"
A =J xe" dx
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Integrando por partes:

=% thy = dx : 1 .
== ﬁ:[IE-J.; ‘IE.ﬂK=E—[e']u =E-TE—'|1—

dv = e vV =g

15.2? Hallar el rea limitada por la curva y = .,;_,-n’ '. = '_ " "i-—t—s

-Iujodnmtrhm:: a, siendo a la abscisa del maximo de la curva. AR
ftiniv. de Ahranw}

b4 2 2
Hallemos la abscisa del maximo Fx) = xe " =% fxi=1-e" +xa" (—2x) =
= |1 2x'='re"; f'lx?-ﬂ::-1--2;*:D:x:--l:x=:L_
Z ]
(%) = —dx-e * +[1-2x2 g * (=2x] 2 (2% —3)e "
i
F{%}—.;‘:‘ ! |:2 ]_ 3}9 - = 0 = lafuncidn tiene un mixime para x = ==
N2 v 2 ve vZ
1 1 I
l"|: ) =2 =4 {2 S 3};,- Y~ 0 = lafuncién tiene un minimo para x = _—1_
\ 2 2

v 2 ¥

En el intarvalo [0, L_I . Vix] > 0.lafuncidn es creciente, y como £(0] = 0, la funcién es positi-

V2
va en dicho intervalo, .
1 ] L
= W n": 1 12- -.;. 1 _.? r:.;
Efl area pedida os A= Xxe dx = 3 e (—2x)dx = 2 e =
1 :
| 2 o ‘ 1 1
- “—e = |2 {l = }
3 =13 7
15.28 Hallar el drea encerrada porlacurva y = logx
el eje OX y larecta x = e. A I s ¥
(Univ. de Extremadura)

=0 = logx=0 =2 x =1
Fix) = 5L 0 peratodo x< [1,e] = lacurva escreciente en el intervalo [1,e], y como

fi1) = 0, la funcidn es positiva en el intervalo |1, e]. También es continua en dicho intervalo.,

U = log=x du = ;I-dﬂ

Area pedida: A :f log = dx
' dv = dx v = x

A———[:In-gx]: = fux;-r!x=eluge 1-Iogl—[x]?=a—1‘ﬂ T]:EJ
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o
o
i

Hallar el 4rea comprendida entre la curva:  y = log (x + 5)

r
-

2 ‘Fzﬁ'"-: x=ﬂ%:!=i

(Univ, de Cordobal

¥y =0 == log(x+5]=0 x+65=1 x=-—4

ﬂ—g}slug-:—§+5:- = log0'5; f{1) =log6

R | 9 .1

tix) = m}ﬂ para todo xE[—E,Ij

ix)= =1, < 0 == lacurva es chncava
{x + 5}

- —4 1
Area pedida: A =-— j log |x +5)dx + { log (% +5&)dx

4

e

Calculemos, por el método de integracion por partes, |i== ] log (x +5)dx

u=log(x+5) | du= gx . _

st = |=K-Inu1x+51—/ X dx=x-log(x+5)— fx+51-5

: H n+5 3 x+5
dv = dx Vo=
=K~JU’§!X+5}-‘-[H——E-’—E:Idx=h-|ﬂgfx+—5:l—x+5|.ng[x.._..5]-_ (% +5) logix +5) —»
X+
" 8 ) t

dedonde A =— (x+3)logix+b)—x = o {x +5) log {x + 5) — x _.1_

'z

— [Z45+ 051090 + 61096

e s e
15.30  Hallar of 4rea limitada por lascurvas v = log x ;¥ = 2
v los ejes de coordenadas.

¥y =0 = logx=0, x=1 G
y 2%}0 para x> 0 == lacurva es creciente |

—(11.log 1 + 4) = (0B log 0’6 + 4°8)| + (Blog6—1)—(1.-log 1 +4) =

ftiane. de LE&HJI

L

=
y=— < 0 =% |lacurvaescdncava

-

2,

e

x dy

= u
La parte del plang cuya area nos piden es aproxima /
damente la de la figura.

Caleulo del area pedida Ol

www.FreeLibros.me
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dA = x-dy

2 :
2 2

4 = d.ﬂn:l}rdv = A= fe“dyz[e"]n=ﬂ-a"=a—1
V=Ilogn = == £

La funcidn definida por fix) = (log x)? es continua para x> 0.
f(1) = (log 1)°=0; fle) = lloge)® =1

f'lx) =2 llog g}-% >0 paratodo x£[1,e| = lafuncién escreciente en el intervalo |1, e,

rcomo F{1) = 0, la funcidn es positiva en dicho intervalo.

£

Area pedida: s —_f ltog x)° dx
1

Integrando par partes:

u = |log %)% du = 2ilog x| %dx

EY @
== g = [Hug xpix:[l —f %-2(log x) %I}'H =
1

dv = dx o=

A ]
= tluqe]-"a—IFugTled—E] lng::dx.:u—?/ log xdx
]

ot #

integrando de nuavo por partes:

adu. = l::lx

X = 5=B—2({ilﬂ“.“]:_[‘%:dx)=

V=23 N

u = logx

dy = dx

= E—E‘[Hugele—llog i1 —[*dx}= a—2e +2[:1: = —g+2e-—-1) =
1

La funcian definida por f(x) = — log x° es continua en el intenvalo [e, e? ],

2% 2

f'ix) =— == < 0 paratodo x & |e 2’| = lafuncibn es decreciente en este intervalo,
x

v como fle) = — loge® =— 2 loge = — 2, la funcidn es negativa en dicho intervalo.

2
£ |
Area pedida: = - ]- [— log x* ) dx
Wil
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Integrando por partes:

g-l:]:u-l; 2 2
x

u=—logx?| du=— o P
2 7 4 2_[a.]
I ;-nd:-;:e loge” —eloge’—12x| =

n
= A z[x log xﬂ.

A0

dv = dx v

]
x

B

= 4e? —2e — (2e2—2¢) =

2]

x-logx si x>0
si x=0

ca '.'-r'_-#iﬂdlhrnnimlhim;orllmdalafumrbnvaluhﬂx desde x =0 hasta x=10b,
m-‘*hm*l minimeo de la funcion, : ’,

{Univ. de Ledn)

fLrrnv, ele Madrie)

flx) =

fix) = x-logx = §ix} -_Ingxrx-:; = logx+1; Fixl=0 = logx+ 1 =0

1 1
logn = —1; =@ = =

. . ; 1 1
) = e > 0 => [afuncion presenta un minimo en el punio | : — .
] 5

[, -} s

et = L o> pf
X

Veamos la posicion de la curva en un entarno de 0

{LUHogitsl]) 4 Y
: :
lim x-logx = i ZB% . o iim— = lim {=x} = 0
I"‘ﬁ. *o i'ﬂ- 1 ||-l|'
X :u_: .
; b
e
En el intervalo [0, e '], fix) = 0, de donde: A== ; x-log x dx
Integrando por partes:
w=logx | du=21 dx T L
* <2 P
Y == =-{li|uqxr2—] —j rl:\:|_
dv = x dx V==
i
2 "-; 2 a9
2 X
= — — — = = — - I
loge tpd 5 +l[:-:;uﬂ I::gu;]+jq 2.«'.r:h-a 1 2 +_I|:1: lln: i% c:nq:u:]-a-[ 2 )
=2 i 1
=iz 2, 00+5%_ - |37
2 4
—mm e ]
15.34 Determinar ¢l drea acotada por  f(x) = x7. log x
su tangente en el punto de abscisa x = e y &l eje OX, (Univ. de Madrid)

La funcién definida por f{x) = x” logx escontinua para x > 0
www.FreelLibros.me
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x? = x=0

- . 2 : =

Cortedelacurva coneleje OX: y =0 = x?. logx =0
logx= 0, x=1

1;= tlﬁlngx+lh:-f"[xi=2lagx+1+.\¢§-:2Ingx+:!:>r] an el

Filx) = 2x-logx + x?-
intervalo [1, 2] = la funcitn es convexa, la curva queda por encima de la tangente.

flel = ¢°-loge = o?

Ecuacion de la rangente en el punto (e, e°);

Fix) - xZlegx + 1), f'le) =el2loge+ 1) = 32 =% la ecuacion de la tangente en el punto

i

{e,e*) es ¥ —e° = 3elx—el Y Diee?)

Area pedida: Esigual al drea del tridngulo
mixtilines ADC menos &l drea deltriangulo BDC,
Area del trdngulo mixtilineos ADC

ot

5 ]-vf.!x J % log % dx
1 |

integrando oor pEries O q_, >
(]
] =
= log'x | du = — o =,
LE a I = ‘i
1 =
5 .'ile [ z :-'I:J
W v 3
i 18 g [ r )
: ; 1 1 1 4 1| %%
g s|=x"pgx - — x™ - X = ellage— = 19 T—-[_x?d::—a—--'—= =
| il -]1 x e ) | 3% T 373,

J 1 a3 T i
= g — — = 1) = = [Za"+4:1])
3 g g "

L4 tangente y - 3ex — 2e” cortaal eje OX en gl punto |§ e, 0.

Area del tridgngulo BCD = % BC:CN = %[E— 2 o6 =

3

B

Lz E R

syy Y2 _ |1 o3 Ay
i) - ze 'I.:!ﬁ_ﬂu 21__5

3

Area pedida = % [2e

15.35 Dadals funcidn f: R* = R definidapor  f(x) =*_°.}¥.

hallar el drea determinada por la curva v = fix), el gje OX y larecta x = e.

fUniv, de Islas Baleares)
{Univ. de Santiago)

]
y=0 == ai“.—.n;m-;;;-::ﬂ:le
=.Xx—1:log x
fiix) = = = 14“““::-5 para todo x= |1, e] ==
41 2
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la funci6n es creciente en este intervalo, y como f{1) = 0, la funcidn es positivaen |1, e| . De donde:

L] L
T log x 11 tlg_ga:}T i.'llni:aiI flog 1} 1
A da: = . = L~ dx = = = = |4
rea pedida: A f = dx ‘[ {loa x) 2 dx [ 2 5 2|

2

Representemos ambas curvas en el intervalo | =2.0 .

fix} = —x2—4x : x=0 = y=0; x=-2 = y=4

Pix) = —2x—4 ; fix)=0 = —-2x—4=0, x=-2, ¥x=|-2.0|, flxl =0 =

la curva es decreciente,

f'ix) = —2<= 0 == lacurvaescdncava.
14" - a5
o) = () -2=2"-2: x=0=> y=1-2=-1; x= -2 = y=2"-2-2

gi) =2 " llog2)1-1) = =2 "log2< 0 ¥x<[—2:0| => lacurvaesdecretienie.
g'lx)= —2 " llog2)’1—1) = 2 " log2)" >0 => la curva es convexa.

Con los datos obienidos podemos dibujar ambas ¥
curvas en el intervalo |2, 0] , comprobando que no
se cortan en dicha intervalo,

El drea pedida sera:
s =f [ fix}— glx)]dx =f (=x? —dx—2 *+2)dx =

£ =2

3 2 - &
n[-" —a X -—2-¢-H+_2x] -
2 g _3

1 — 2 -3 . 24
ey [ e B e — = | — i
[ 42 og 2 4) log2 * 3

Hallemos los puntos de corte de la curva y la recta;
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x? 41
Y = 4+ H}+T 2 R p 2 S
"f 1 = =1 == w1 =x%41, ¥¥-2f=0, xix*=-1)=0 =
x* 1
y =1
]#2=ﬂ_ £ =0
| x¥- 1 =0, 5%=21
- z 241 241
Pars —1sx<1: x*<l y x*<x? = y=2= > XTI a1 =
x* 41 n 1

la ordenada de la curva es igual o mayor que 1a ordenads de |z recta. Como ademds, la curva es simétrica
respecto del eje OY, ya que H—x) =Tixh:

¥ - pee biii gy, 2o
5=2[{“ ‘—r]dx=z[-“— Vax — 2
S wt+1 Lo 14"1

La descomposicién en fracciones simples de esta funcidn racional es muy complicada, Calcularemos
la integral haciendo el siguiente cambio de variable:

Ared pedida

[ =% = parax =0, 1—=—= ; para x= 1 t=0: m={1'+]—2:ld!;
x
r e L ~2 X I— =12 +2 Dividiendo numerador vy denominador por x:
we w "
g B "1:, o - o '1:.—
s 2( — m-:e-zf ”‘1—2—2‘*2f V2 dr-2=
o KT — - h?*"‘ 2,_.711_{1'_)
w? vz
L e o - |
= ~ 2 |arc g :J -E—\2|ar::T_1]D—.ari:I{.|l-'=|:|—2=iv2-5 — &
L v o = |

15.38 Calcutar ol area del recinto comprendido entre la parébola
| x

v

¥ =X

Calcular asimismo ol volumen generado por dicho recinto al girar 360° alrededor del eie OX.
{Univ. de Valencial

Puntos de corte de la pardbala v la recta:

Wl
v—”:l z

F] “ _-%. © owtdy =ﬂ;x.=ﬂ, X, =4
Yy = ¥

10l =0 ;

] 4 x:?
S= {[?rrcri_ 15"|'-.::rn.t--n.:=:I':hc =f {K h 4—}151 =

=[%ﬁ“_l
2 4

tia) =
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a4
i . B 2 ) _ lipis 2 R - S
Calculo del volumen: dV = 7y’ dx—ﬂvndx_.a(vr—vn}dx = ..[:-: 1Ejdx =
4 3 5% 3 5 (128 |
1 a % T = 4 1 4 18—
V=] 7= —xMdx=n|2-- L 2| =g(L1 - -2 =|—:r
_L { 16 }I [3 16 5 1, LE 155} 5 |

1_5.39' De la familia de elipses de ecuaciones: % + AE-; =1
a

mﬂmm a y b cumplen la condicion de que al+ I:»z o dn*tumunar aquullu que, al n!rar ulm-
dedor del gje OY, engendra un sélido de revolucién de velumen méximo.

(Ui de Navarra)

Hallemos el volumen del solldo de revolucion.
El volumen engendrado por el rectanguio de la fi
ra al girar alrededor del eje QY es:

] »

dV = 7x?dy = rva ||rT— "-l-? :|-d'-,' == -
by
" > b
V=2]:Ta‘|{1—?:|d1,r—25ra‘ -,-—"r_ﬁ -
wf e L | 3':‘ oy
5 b?
= 2mac [b— — ] = 27a". _z-h = = gath
3b° 3
¥ COmo a?+b?=1 V—'?TH—DJID—%:'I'I B}
av _ 4 dv . S . -
— = —7{1-3b%} ; - =0 == 1-3*=0; b*=_ . 8 =1-h=
b 3" db 3 3
2
v al ser d—l'f = 2 mil—6h =<0 , tenemosun maximoa,
db®
. kﬂ .",1
Elipse pedida: = . 'I_ = ]
i
E 3

1540 La region situada en el primer cuadrante y limitada por las lineas

=
Y= x+i
la recta tangente a la curva anterior en el punto de abscisa x =0, larecta x =2 y el eje OX, gira alrede

dor de éste Gitimo. Hallar el volumen del cuerpo de revolucién que se genera. Hacer la representacion
gréfica.

tiriv. oel Pais Vascaol
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'= =i, 10N = -1-1 = —1 = laecuacion

=+ 1)
Y|

de la tangente a la curvaen el punto (0, 1) es

y—1=—1x-0}, y=—x+1
e5ld recld corta a losejesen los puntos 10, 1) v (1,0).
1 X
y' = — < 0. = lacurvaesdecreciente en
I+ 1)

todos sus puntos
=: 1]

Para x =2, y = Z

El voluman pedido, generado por |a parte tramada al girar 360° alrededor del eje OX, es igual
al volumen generado al girar el cuadrilatero mixtilineo OABC, menos el valumen del cono generando

al girar el triangule 0DC

*2 "2 2
V‘j 7y’ 1:'-:J_IZ:D_D=[rr ]_r.h-c—lrrTEi=rrfix‘ll?dx—%w—=
& 3 Lo w+ 11 3 o

B '-_u_‘_-i." ' _ 43 ! Loon =1 & I\
i A= ) s "{r —1]' i "(3 1'5] E

15.41 sia 0.1 laecuacion  f,(x) = 1222
a
waﬂmplﬁhﬁln gua pasa porlos puntos (0, 0) y (a, 1—a). Se pide:
1) Caleular el area S{a) de fa region limitada por la grifica de fa parabola, el gje OX y las rectas
x =0 y x=a iParaquévalordeael drea Sia) es méxima?
2) Caleula el volumen Via) generado al girar 360° alrededor del eje OX, Esnnibn Hmimd[pw
Iapﬂ'mduupuibgla,-lah OX ylasrectas x =0 y x = a. ¢Para qué valor de a el volu-

men Via) es maximo? - P o
(Univ. de Valencia, 1997)

S'I;n;%ll 28)  Sial=0 =>1_2:=0. a=

b, I
S a) = <0 #4 la=
3 . para

el area Silal es maxima,

(|

2] Eiwvolumen engendrado por gl rectanguio ABCD al
grar 3607 alrededor del eje OX es

v
x 2
dvia)l =y de == WVigl= ’ r— % - - —| S LN, Bl
A 4 | 5
0 F} i L
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V'ia) = %(ZIT—a}f—1Ja+{1—a‘JI-I:] =35Ti1 a) {1 = 3a)

a=1, nosiveporque 1€ |0;1]

Via)=0 = 1
2T 3

" (—4+6a) . v"(%); E{—4-+g)< 0 =

V'a)= (- 1(1-3a) + (1-a) (- 3)) = :

nji=
LR

el volumen “ial es maximo.

G| —

para |a =
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CAPITULO 16

PROBABILIDADES

EXPERIMENTOS ALEATORIOS son los que repetidos en condiciones idénticas dan, frecuen-
temente, resultados diferentes, y por tanto, no es posible predecir el resultado de una experiencia par-
ticular,

Siory.ry,..., r, son todos los resultados posibles del experimenta, al conjunto

ot Sls 08 SOOI .

se le llama conjunto universal o espacio muestral, y a los elementos r, que constituyen £2 se les llama
sucesos elementsles o resuftados. En cada prueba se obtendrd un reaultadu
El espacio muestral del experimento de lanzer un dadeo al aire y lear 8l ndmero de la cara superior es

Q={1,2 134056}

Antes de hacer una prueba en un experimento aleatorio no puede predeterminarse el resultado, pe-
ro si sabemos con certeza que sera alguno de los elementos del espacio muestral £1.

Fenbmenos estocdsticos o aleatorios son los que can las mismas causas pueden dar lugara resulta-
dos diferentes.
El lanzamiento de un dado v lectura del nimers de su cara sperior,

Fenbmenos determindsticos son los que con las mismas causas dan siempre los mismos resultados,

El tismpo emplesdo por un mibvil s recorrer la distancia d 2 s velocidad constante v serd siempre gl mismo,

Suceso de un experimento aleatorio es todo subeonjunto del espacio muestral. Los sucesosse 5im-
bolizan por A, B, C,.

El suceso A estd bien definido si se ha establecido un criterio l6gico que nos permite afirmar que el
resultado r, verifica o no al suceso A.

El sucesa “obtener un nlimero par al lanzar un dado™ as A = (2.4, 6 ). Diremos que se harealizado el sucesg A
sl com resultado de un Unico lanzamiento se ha presentade el 2, 0 al 4 o o 6.

Los sucesos elementales son los subconjuntos unitarios de 2.

Suceso seguro &5 el que se verifica por todos los resultados del Expr-,-rimp.nta, Se simboliza por a2,

El suceso de obtener, al lanzar un dado, un niimero lgual o menor que & o = {12,345 6]=8

Suceso imposible es el que no se verifica por ninguna de los resultados posibles del experimento .
Se simboliza por ¢.

El suceso de obtener, al lanzar un dado, un ndmero supetior a 6 s el suceso imposibla,

Suceso contrario u opuesto de A es aquél que se verifica por todos los resu Itados que no verifican
A, Se simboliza por A opor A°

Realizacidn de A <= no realizacién de A.
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424 PROBABILIDADES

El suceso contrario del suceso " obtenar un ndmero pat al lanzar un dade” es: A= §£1.3.5), va que A = {2,4,6}
y.ii=(1,2,3454]
Sucesos idénticos o equivalentes: 5i el suceso B es verificado por los mismos resultados que veri-

fican al suceso A vy sGlo por éstos, se dice que los sucesos A y B son identicos. Seescrice A =B, Los
sucesos elementales de A vy B son los mismos.

Elsucesn B = {1,2, 3,5 } es idéntico al suceso A "obtener un nimera prima al ladzar un dada’',

El suceso A implica al suceso B si todos los resultados que verifican A verifican tambien B. Se
simbolizapor: A = B o A T B.

Sea el suceso A “abtener un ndmero impasr al fanzar un dade™ v B el suceso “abtensr un ndmero prima’™;

A=[138}); B={1,2356});:; A =B

Slemipre gue se fealiza A seorealiza B,

Sucesos incompatibles o excluyentes. Los sucesos A y B son incompatibles si su realizacion si-
multdnea es imposible.

El sucesn A “pbiener un ndmero primo al lanzar undado™ | v ol suceso B “obtener un 87, son Incompatibles.
En particular, dos sucesos contrarios son incompatibles.
Més general, los sucesos A, A, .. .., A sonincompatibles si son incompatibles dos a dos.

Sucesos compatibles. Los sucesos A y B son compatibles si su realizacion simultinea esposible,
El suceso A "obiener un ndmero primo ol lanzar un dade’ ¢ el sucess B "obrener un ndmers par’, son compae
tibles, ya gue si sale el 2 so verifican ambos wcasos,

OPERACIONES CON SUCESOS

Unibn de los suceso A v B esel suceso que se realiza cuando uno al menos de los sucesos A y B
se realiza. Se simboliza por AW B,

realizaciénde A LU B <= realizagibnde A,ode B,ode A vy B
Si A es ol suceso "obtener un nomerg par’ al lanzar un dado, v B ol wceso Tobrener un miltiplo de tres™.
A=1{24.8), B={3EB} = AUB=1{2,346]
Més general, se llama union de los sucesos A, A, ..., A, al suceso que se realiza cuando al me-
nos uno de los sucesos A, se realiza. Se simboliza por A WA, U - U A L

Interseccibn de los sucesos A y B es el suceso que se realiza cuando A y B se realizan simulta-
rieamente, Se simboliza por A M B.

realizacibn de A M B <= realizacion simultdneade A y B
A={2,468}.8={3,6) = ANB = {E]

M4s general, s llama interseccion de los sucesos A, A, ..., A, al suceso que se realiza cuando
se realizan simulténeamente todos los A,

Los sucesos A y B son compatiblessi y solosi ANMB= ¢
Si A s el suceso “obtener un nOmero par” al lanzar un dado, B el sucese “obtener unmdltiplo de 3° y C ol
suceso “obtener un maltiplo de &7
A={2,4,6], B={(36), C=(5]
AnB={6};: ANC=¢ ; BNC=g¢
los sucesos A y B soncompatibles, A y © son incompatiblesy B ¢ © son incompatibles.

Se llama diferencia de los sucesos A v B al suceso gue se rEEliz_a_ por los resultados que realizan A y
na realizan B, Se simboliza por & — B. Se verifica que A —B = ANB.

www.FreeLibros.me



PAOBABILIDADES 425

Lossucesos A, A, ... 6 A_ constituyen una particidn de £ si ninguno esel ¢, son incampati-
bles dos a dos, v, A, U A, UL . U An =12,

PROPIEDADES DE LA UNION Y DE LA INTERSECCION.

Sea un experimento aleatorio de espacio muestral £ (siendo (1, conjunto de los resultados, un
conjunte finito no vacio}, y ~(£2) el conjunto de parte de £1, o conjunto de los suceses que se pueder
considerar en el experimento, incluido el suceso imposible & |

Se cumplen las siguientes propiedades:

AUBUWCW.., E (52
YA B.C..... € P(R): {1}
ANMBOCH, .. E . #4LL)

VAE ~t), 3AE ~(82) {2)

Ay = A Ang =¢ {3}

Aul=0 A0 I =4 4}

Conmutativa: AuB=BuUuA ANB =8 MA (51
Asociativa; AuiBult)=AJBluC AnBnNnCl=AMNBINC (]
Distributiva: AulBNC)=(AUBINALEL] ANBYUCI=(ANBIUIANC] (7
Idempotenta; AuA =4 ATA= A (g
De complemanto; YA £ Fut), 35.!;'—_ L2y ) AU A=1L] vy ANA = & {91
Simpliticativa: AUtANBl=A ANAUB) =A (10}
Leyes de De Morgan: AUB=ANB ANB=AUB i

ALGEBRA DE BOOLE,

Sea 1 &l espacio muestral de un experimento aleatorio, v . % Un conjunto cuyos elementos son -
cesns de dicho experimento.

+ s un dlgebra de Bools de parte de i1 siy solo sise cumplen las tres propiedades siguientes:

1t a #= G

2° YAeEw, Ac o

3 VA Blew” AUBE &

El canjunte #I12) o3 un dlgehra de Boole sobre {1

El conjunta {¢, 12 retun Moebra ds Boole sobre £2

Si 1 tiens al menos dos elemantory A ot un fubconjunto propio de (2, of conjunta (&, A, AT ssun 2l
bra dw Boole sobre 11, Hameda Moetira o Bornowilli o ligebra engendrada por A,

Si (A AL .. AL esuno particidn de €1, o conjunto constituido por iz unidn finits de etemantas de aota
particihn y ef sucess Imposible, vsun dlgiebra de Boole, lamada Sgebra engendrada por la perticidn (A, -5.2, .

Si o = P00 = (6. A B.G. ... | esun3lgebra de Boole sobre (3. cualguiors gue woa A # &, el conjun
e H ={gmAa 1A ADA BOA CHA ., ), esun dlgebrs de Boole cuyoe con|uiito universal es A

Alpar 111, & |, constituido por gl conjunto de los resultados £2 | v el dlgebra de Boole de los
sucesos estociticos <" se le llama espacio probabilizabie.
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Aloselementos de " se les llama sucesos estocdsticos, y @ los elementos r, que constituyen £ se
les ltama sucesos elementales o resultados,

Toda algebra de Boole sabre © contiene el conjunto universal £ y el conjunto vacio ¢. Estos
50N sucesos estocasticos, lamados sucesos sequro e imposible.

Teorema de Stone: A toda dlgebra de Boole de sucesos » sobre {2 se le puede hacer correspon-
der un dlgebra de Boole de partes del conjunto {1 que le es isomorfa,

Del isomorfismo entre las dlgebras de Boole de sucesos y conjuntista se obtienen importantes ven-
tajas:

nos permite utilizar para los sucesos el lenguaje, que conocemos, de la teoria de conjuntos.
deducir, de las propiedades de los conjuntos, [3s propledades de |os sucesos.
representar los sucesos por el diagrama de Venn, como se hace en los conjuntos.
en la Teoria de las Probabilidades podemos deducir las propiedades de las probabilidades de las
propiedades de los conjuntas.

— podemos establecer las siguientes equivalencias:

{ SUCESOS CONJUNTOS |
suceso elemental conjunto unitario
il = suceso sequro £1 = conjunto universal
& = suceso imposible & = conjunto vacio
SUCESD subconjunto de £
SuUCEsO contrario | conjunto complementario
sucesos incompatibles conjuntos disjuntos |
union de sucesos union de conjuntos
interseccion de sucesos interseccidn de conjuntos |
AT B, el sucesa A implica &l sucesa B ATB, A essubconjunto de B
7(11) conjunto de todos los sucesos del #(£2) = conjunto de partes de 12
experimento de universa £ inclui-
dos £ y o.
FRECUENCIAS,

Si se realizan n pruebas en un experimento aleatorio y el suceso A se presenta n . veces, se di-

: ; ; i n
ce que la frecuencia absoluta del suceso A en las n pruebas es n a - Y 18 frecuencia relativa es _";‘L, La
1
frecuencia relativa la simbolizaremos por fr (&),
Selanza undado 10 veces, obteniendo los siguiantes resultados: 5,2,1,1,3,2.6, 4,3, 1. Sielsuceso A e

8
10

“obtener un ndmero impar™: A = {1,3, %], la frecuencia absoluta ds A es B,y Ir(A) =

L5 AR )

— La frecuencia relativa es un namero racional tal que 0= fr (&)< 1.

La frecuencia relativa del suceso sequroes 1.

— La frecuencia relativa del suceso imposible es 0.

~ 8i A y A son dos sucesos contrarios: fr(A) + fr (A) = 1.

— 5i A y B son dos sucesos incompatibles: fr (A UB) = fr (A) + fr (B).
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DEFINICION DE PROBABILIDAD.

Dafinicibn axiomdtica de probabilidad. Una probabilidad P soore un ilgebra de Boole & de ele-
mento universal {1, es una aplicacién de o enelintervaloreal [0, 1] que satisface las tres propiedades
siguientes, |lamadas axiomas de la probabilidad:

— Para wodo suceso A E & : P(A) = 0.
- P02} =1.
- Si A A,,..., A sonsucesos de & incompatibles dos a dos:

PIA,UA,U---UA,)=PIA 1 +PIA,) + - +PIA,)

PiA) se leerd "probabilidad del suceso A” o simplemente “probabilidad de A,

Laterna {f£2, o, P} se llama espacio de probabilidad,

Toda aplicacion del lgebra de Boole & en [0, 1] quecumpla los tres axiomas anteriores es una
probabilidad. Cuando .« = #[{1), se empieza asignando probabilidades a los sucesos elementales, tenien-
do que ser 1 la suma de las probabilidades de los sucesos elementales, Como cualguier otro suceso e

puede descomponer en la unidn de sucesos elementales (que son incompatibles dos a dos), por el tercer
axioma se obtiene su probabilidad

La asignacion de probabilidades a los sucesos de un experimonts aleatorio suale hacerse considerando las frecuan
cias relativas de los sucesos elementales en un namero elevado de prushas o bien, propiedades de simetriy, geomeiricas,
H:il.'a;_ .. de |los factores que angendran los suUcesos

Sea un dado rucado cuyas caras estan numeradat con fos nomeros 1, 7, 3. 4, 5 v 6, Se lanza el dado 100 vecss

con ios siguientes resultados:
12 3 4 & 6
nl12 8 15 22 16 28

Axignando a cada suceso elemeantal una probabilided igual a su frecuencia relativa se tendra:

Pi=J2 . p2y=2_ ; pi3s=13 . pua)-=

=16 . - 26
60 6 i66 P&} = Pl&)

2 .
100 ° oo 100

v la probabilided del suceso A “sale un numero impar™:

PIAI =P(1,3,5) =P(1) +P(3) + Pi5) = 12 4 I8, 1B _ 43

Si el dado es homogeneo, todas las caras tienen, én cada prueba, la misma positeilidad de salir. se dice que los suce

s0s elemnentales son cquiprobables; v considerando que la suma de las probabilidades de los wucesos clemaniales tiene
que ser igual a 1, 38 hace |a siguiente asignacion de probabilidades:

Pi1) = F{2] = PI3) = Pl4) = PI5) = PI6) = é
La probabilided del sucess A=[1, 3, B} wera:

PIA) =P(1.3,5) = P{1) + P3) + PiB) = g+ 2+ 2=3~=

|

l
L]

De la definicién de probabilidad se deducen |as siguientes propiedades:

— las probabilidades de dos sucesos contrarios suman uno:

[pta) +PAI=1] = [pPa)=1-PlA)]

la probabilidad del suceso imposible es cero: |ﬂ¢} = 0|

P

;
— para cualguier suceso A: Iﬂ' = PIA}) <1
— = A implica B (A C B), 3= tiena: !.F'IA]I < P(B)]
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— para dos sucesos cudlesquiera, 4 vy B: _PIA UB) =PlA) + PIB!_— Fiﬁhﬂ

— para tres sucesos cualesquiera A, B y C:

PIAUBUC) =P(A) + PB) + P{C) — P{A NB) —FIANC) —P{B NC) + PIANBAC)|

— si los sucesas A, A? oo A CONSTITUYEN una particion de £2;

F:A,l FPIAL)+ - +PIA)=1]

Sucesos equiprobables. Sea {12, + P | un espacio de probabilidad finito, y A y B dos elemen
tosde o ;

Ay B son dos sucesos equiprobables siy solo st PIA} = P(B).

Si 2= {r,f.cusfih = WL} v todos los sucesos elementales son equiprobables:

P2} =Plr,.ra.iaaut,)

’ = Plr,)+Piryd+-+Plr,)=1 = nPlr) =1 = F*f.}=;}
PE2) =1

P— . ——— t =t 1 _n"_ cardinal de A
WA= T etk F00= PRI R = R = = e e e

Esta formula, llamada regla de Laplsce, se suele expresar asi; La probabilidad de un suceso A de
un experimento aleatorio en el gue todos sus sucesos el ementales son equiprobables, es igua!l al nume-
ra de casos favorables al suceso A dividido por el nimero de casos posibles del experimento.

|_P1M = nimerode casos favorables al suceso A
' nimero de casos posibles — |

Se pueds tambidn expresar asi; La probabilidad de un suceso & de un experimento aleatorio en
el gue todos los sucesos elementales son equiprobables, es igual al nimero de resultados distintosen los
gue se realiza A, dividido por el nimero de resultados distintos def experimanto.,

Una urna contiens 5 bolas blancas y 3 negras {de igual difmetro v do corsctaristicas idantices), Se sacan al azoe
sifful tEneamente dos bolas, Se phide: 8) Probabilided de gue las bola sean dedistinto color . b) Probabilidad de gue sean
blapcas ¢} Probabllidad de gue sean negras, d) Probabilidsd de gue sean del mismo color,

|En este tlpe de problemas de bolas hay que considerar que aungquie las bolas ssan del mismo color son distintas, por
demos considerar gue estdn numeradias pard distingulr unas de otras)

Sea A el suceso “las dos bolas son de distinto color’’, B el wiceso “'oe dos bolas son blancas™ ¢ N oel suceso ™ lac
dos bolas son negras™

Como al orden no interviane en los el tados, ol ndmero de manseras distintas de sacar dos olas de lag ocho guc
tioree o wrno es igual al ndmero de combimegiones de ocho alementos tomados de dos en dos.

B 7
nimero de casos posibiles = (2 ] = I:—E = 28

a2} Cadaunzde las 5 bolas blancas se puede combinar con cada una de Tas 3 pegeas pora formar 5.3 = 15 pare
jas der bolas de distinto color, o s que &l ndmoro de casos favorables of wceso A es 15:

ppa) = 1B
28

b} El pimero de cosos favorablos al suceso B o iouol ol numarn de manesas distintas de secor 2 boles biancas gn
tre los B biancas. Como ol orden no intery e

-4
casos tavorables ol sucesa B = [‘5} = 5—: 10 == PIB) = 1
2 2 28

1-
(2 32
2 1.2 3
PINj = —=_ = -
o W =g 28 28
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dl Moy pider PIB L N). For ser fos sucesos 8 v N incompatibles:

10 3 11
= p S T R L.}
PBLIN) = P(B} + PN} 28 * 78 28

FPROBABILIDAD CONDICIONADA.

Sean A y B dos sucesos del mismo experimenio aleatoria, tales gue P(B) > 0.
Se llama probabilidad condicionada de A respecto de B, la probabilidad de que se realice A sabien-
do que se ha realizado B. Se simboliza por P{A/B).
Sumoner gue s¢ ha realizado B eguivale & restringir ol universo o o5 stcesos slementales de B, v fog sucesos favors
Bles af suceso A, halwiéndose realizado B, a los sirtesos efementales de ANE.
Al valor de P{A/B), que se refiere a un suceso va realizado (B) s le da el nombre de probahili-
tladd & posteriori de A, en contrapasicion al valor de P{A), al que se da el nombre de probabilidad a
priori de A, esdecir, antes de hacer ninguna prueba y saber si B se ha realizado o no.
Supongamos que al realizar n pruebas se han obtenido los siguientes resultados:
n, veces se ha realizado el suceso A
ng veces se ha realizado el suceso B
n.g Veces se ha realizado el suceso ANB
Nag

mn n n e
dedonde: fr (A)=—2, fr(B)=-2 =-AB . T _
(A = i8] =1 fria/8) = g fr (B)
n

=

vy como las frecuencias relativas fluctian en tormo de las probabilidades, se hace la sigulente defini.
cion

~F{ANB)|
_P{RHE} PB) | PiE) =0
Dee ta misma forma, si PIA) > O: |F{E,"Ai = Eigﬁ-?-l

De las dos ultimas igualdades resulta, 51 A y B son sucesos de probabilidad no nula:

| PlanE) = P(A).P(B/A)|
| PIANB) = P(B) .PIA/B) |

Estas igualdades se denominan “teorema de |g probabilidad compuesta” o “tecremade la inter-

e

weion®’,

Enun Instituro, el 60 de los alumnes de COU estudian Martemdticss |, v ol BO% de les que estudian Matematizas |
Tudian wamivén Finca Se olige sl azat unestudients de COU do diche Institute, feust o la probabilidad de que astu
£ Mutamiticas | v Fisica?

Sea M el sueceso Vestudia Matematicas 1, F ol suceso “estudia Fisicn'

Par ¢l tearema di ba protabl lided compiesta PIMOF ] = PIM)-PIF/M) = %% =0'6-0'B=0'48

El487% de los alumnos de COU de dicho Inithuto estudian ambas asignaturas.

— sl Ay B son incompstibles: PlA/B) = ;E_gi =0

— i ACB: ANB=A piA/g) = PIA)
' = PABI =B

www.FreeLibros.me



430 PROBABILIDADES

— s ACB: ANB=B = P{A."Hi=r;{%;=l

Teorema de la interseccion para tres sucesos A, By C, siendo P{(AMB) = O

PIANBNC) = P(A)-P(B/A).PIC/AMB)

Para cuatro sucesos A, B, Cy D, siendo PIANBNC) =+ 0:

[PIANBNCN D) =P(A).PB/A)-PIC/ANB) . P(D/ANBNC)

Tres amigos, Alvaro, Fernando v Luis, se encuentran una moneda de oro. Pars decidir quién se queds con ella
ponan en ung urna dos bolas rojas v una blanca. Ganar§ el que seque |a bola blanca. S las extracciones les hecen por &l or-
dem; Alvaro, Fernando v Luils, hallar cubl de los tres tisne Mayor probabilidad de quedsrse eon 1o moneda.

Sea A el suceso “'Advaro saca la bola blanca™, F "Fernando saca [a bola blanca™ ¢ L "Luis saca la bola blanca,

— ganard Alvaro si se realiza el suceso A: PlA) = %
— ganarh Fernando si se realiza el suceso ANF:  PIANF) = PIAL-PIF/A) = %% = 3
~ ganerd Luis si se realiza el suceso ANFIL: PIANFNL) = P(A)-P(F/A).PILIANF) = % . % q= %

Los tres tienen 1a misma probabilidad de quedarse con la moneda,

SUCESOS INDEPENDIENTES.
Los sucesos A y B son independientes si y solo si

P(ANB) =P(A) - P(BI

De esta definicién y del teorema de la probabilidad compuesta, resulta que los sucesos A y B
son independientes si y solo si  P(A/B) = P(A}) y P(B/A)} = P(B).
En el exporimento do lanzer un dado homopgéneo v leer 8l numero de la cara superior s consideran los sucesos A

s obtiens un nimero prima™, B “se obtiene un miltiplo de 2 y C “se oblens un miltiplo de 3" Eswdiar |a inde-
pendencla de psios sucesos.

A={1235}; B={248}; c=1(3,8): ANB={2}. AnC={3}; BNC={6)

4 2 i 1 2 1 | 1 1
PIA)===2% , PBI=2=2; PCl====: PAMBI=— ; PIANC)= =, PIBAC)= =
IlBE{IBE.IIEEMIE{IB{lE
P{A)-PB) = %-%=%# PIAMB) => lossucesos A y B no son independientes
PLA)-PIC) =%- %:%* PlAMC) = lossueesas A y C ne son indepandisntes
P{B): F(C] = % %:%: PIBMC) =% lossucesos B y C son independisntes

- Si los sucesos Ay E_wn independientes, también son independientes los sucesos A y B, los sucesos
Ay B,y los sucesos A y B,

Lossucesos A, B y C son independientes si se verifican las cuatro relaciones siguisntes:
= PIAMB} = PIA}-P(B]
* P{ANC) = P{A)-P(C)
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= PENC) = P(B)-P(C)
= PIAMBNC)=PIA).P(B).PIC)

TEOREMA DE LA PARTICION o de la probabilidad total.

Sean lossucesos A, A, .... A que constitu-
yen una particidn de £, o sea son incompatibles
dosadosy A UA,U---U A =0, y tales que g8 —
Pla) > 0:

B = (A,NBlU{A,NBIU--U(A NB) =
P(B) =P[(A, MB)U(A,NBI U LU (A _NB)

y por ser los sucesos A1 MB, A?r"!:ﬂ,.... .An:'iE

incompatibles dos a dos:

P(B) =P(A,NB) + PIA_NB) +---+ P(A NB) =>

[ et ot mt Rd i |
\P(B)=P(A,)-P(B/A ) + P(A,)-PIB/A,) + -+ + P{A )-PIB/A ) |
Uma fabrica de tormillos tiane tres midquinas A, B v C. La mbquina A produce ol 503 de los tornillos, le B el 30%
vla C el 20%. Sesabe gue el 5% de los tornilios producidos por la méguing A son defectuosos, &l B % de los produci:
dos por la magquina B son defectucsos v 6l 10 % de los producidos por Ly mdguing © son dofectuosos.,
D fa produccitn de un dia se toma un tornillo af azar, hallar 12 probabilidad de que sea defecTuoss,
Sean A, By C.respootivamenta, Vel tornillo elegida

ha sico fabricado por la miguina A B v C, v D el suce
o "ol tomille elegido os defectuoso™, cCrnb

D| AND BnD

A B c

O={(ANDUAHBNODIF(CND] ===
PiD) =P [{AHDIUIHHDII._,-{GHD]

porser los suceson AND, BOD v COD incompatibies D
dos a dos ;

PO} =PlAND) + PIBOD) + PICHD) = PIA}PID/A)+ P(B).PID/B) + PIC}-PID/C) =

50 S5 , 30 B 20 10 _ 250+240+200 _ 590

| — s i i i = —

100 100 00 100 100 100 10000 toogo 0089

TEQREMA DE BAYES.
Seanlnssuc&smhl_ﬁ.r.__,h A A 1. Ay

\*

constituyen una partician de 41, y B un suceso que se
sabe que se ha realizado al hacer una prueba,
Se conocen;

— las probabllidades condicionacdas B lan
PiB/A, ), PIB/ALL....PIB/AL.... P(B/AD —

"

— las probabilidades “a prior
PlA ), PlAL),....PIA )

vy se tlesea calecular la probabilidad "a posterion™ P{AIIB}.
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De la tOrmula de la probabilidad condicionada:

PlA, M E)
PIA/B) = ——— (1
P{B}
como B=(A,NB) U (A,NBIV-- WIANB)L...uA NB)

y los sucesos A,MB, A_MNB,...,ANB,...,A NMEBE son incompatibles dos a dos:

P(A,NB)
PIA,(BI+ P(A,NB) + -+ P(ANB) + -+ P(A_NB)

PIA/B) =

v por el teorema de la probabilidad compuesta:

PIA)-PIB/A )
PIA, )-P(B/A, | + PIA,)-P(B/A,) + -+ P(A).P(B/A )+ -+ P(A_)-PIB/A_)

P(A/B) =

Esta es la formula del reorems de Bayes

La aplicacién pritica del worema de Bayes se suele facilitar operando del siguients moda:

Usande un disgrama de Venn, podemos suponer que se distribuye una unidad de masa ficticia so-
bre &l espacio muestral 12, de tal modo que a cada suceso S corresponde una cantided de masa igual &
P{sl.

Suponer que se ha reslizado B equivale a res A, A, A, A.
tringir el universa a los sucesos elementoalesde B y -,1 T
los casos fayorables al suceso A a los sucesos ile- I J /
mentales de A M B, de donde: L N B
ng ___JAB
BUA 7B PiA.MB) ——
(A/B) = _PEF
gue es la formula (1), A partir de aqui se continug

hasta obtener 1a férmula de Bayes v oo aplican los
datos dal problama:

En cierto pais, donde Ia enformeded A os endémica, se sebe que un 12% de la poblacién padece dicha enfermedad.
Se dispone de una prueba para detectr (8 enfermedad, paro no e totamante Tiable, ya que da positiva en el 90 % deloica-
308 de personas realments enfermas y también da positive en ol 5% de las personas ianas. Se elige una persona ol szar, w e

hoce la prusha v da positive, foull es la probabilided de gue estd sana? {Uniiv. de Murcial

Sea E of suceso 1o persona elegida evtd enferma”,
5 o woeso "lg porsona elegides esta sans”, B ol micmo e
pructis do positiva” w N Bl wcesn Cls prueba da negativa”
Seain ¢l enunciado:

E 5

B EMB Srif

PIE}=0,12: PISI=1-0,12=088. PIB/E) =
=050 : PIB/Sk= 005

Mos puden: PIS/BI.
El aaber gua ia prueba ho dedo positive equivale 3 restringir @i unwerso ol swiseso B, v los casos favorsbiles al suce
30 5 o los wcesos elementales dol siceso SNB:
P{8MR)
Pl
y comea |os sucesss ECB ¢ SMB son inconpatibles: PIB) = F{EMA] + PISMB) llevando este vaior 2 (i

PISBI = 1y, B = (ENB)UISTB) == PIB)=PEMNBII{SNE]]

PISMB) P(s) -P18/S) 0,88-0,05 B85 440

. : 2 =028
PIECB) +PISTB)  P(E)-FB/E] + P{S) PIB/S) ©0,12.080+0,88-005 12.90+88-5 1520

Pla/B] =
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FORMULA DE BERNQUILLI en una probabilidad o distribucidn binomial.

Sea un experimento aleatorio en el gue se verifican estas hipdtesis
— el resultado de cada prueba pertenece a uno de estos dos sucesos: A o A.
— la probabilidad del suceso A es la misma en cada prueba
— los resultados de cada prueba son independiente entre s
Si p esla probabilidad del suceso A enunasola prueba vy q=1—p es la probabilidad del suce-
s0 A en una sola prueba, la probabilidad de que el suceso A se presente exactamente x veces en n
pruebas (y no se presente en las n—x pruebas restantes) es:

-G G

Un bar dispone da cervezas y refrescos. La probabilidad de que un cliente pida una cerveza ss %rhwiﬁﬂ

de que pido un refresco es % Si son atendidos 20 dientes, {Cual a4 | probabilidad da que 14 pidan una cervezay B

un refresco? ,
fliniv. da Valladofid, 1991)

Se tiene una probabilidad binomial, en la que p = % c3=1=p = % =20 y x=14;

20 2"‘ 20.19.18.17.16.15 2'4
P=(4) -;- % ( ) =0,182
1

1.2.3.4.5.6 320
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PROBLEMAS

:1#1 Enmﬂaﬁemkmmpﬂm.ﬁﬁnm ﬂﬁnﬁdaluﬂumnﬁ'Maﬂnmu il
al baloncesto y el 10% practica ambos deportes. Si ademds hay un 60% que no juega al futbol, Zoudl se-
ré la prob "_*mmﬂnﬂmunahmnndnhdm

a) Juegue sblo al futhol,

b) Juegue sblo al baloncesto.

c}Fmﬁmmuﬂumlndulmm{fuﬁuanhaM]

d) No juegue ni al futbol ni al baloncesto.

fUniv. de La Laguna — Tenerife/

Supongamos que en total hay a alumnos.

card (F 1 B)+ card (F 1 B) + card (B F)+ card (FU Bl =3 (1)
card (FX B} + card (FAB) +card (BN F) = 0602 {2)

card (FM B} = 0,102 (3]

card (Fu B) + card (B !Eil =0,60a (4}

{(11—1{2}; card{FUB) =043

llevando este valora (4): card (B O ﬁ] =06a—-04a=02a

llevando este resultado v (3) & (2}): cad (F B} = 06a—0,1a-02a=023a

al PiFﬁB:l‘“g‘?’-! ‘@

ey 24 |
B} PIBOF) = ¥ =102

¢l P[(FNBIU{BC F]] -
[por ser los sucesos FNB y BNF incompatibles):

- PF 7 B) + PBNF) = 222+ 322 _[g ]

d) P(FUB) - 232 .

]
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Univ. de Madrid)

Hallaremos los resultados posibles considerando el nimero de |5 cara oculta, habrd por tanto 6 re-
sultados distintos, igual al de casos posibles del experimento,

Al ser ¢l dado homoaéneo, todos los resultados son equiprobables, se puede emplear la formula de
Laplace para calcular la probabilidad pedida.

La suma de los seis ndmerosde lascarases 1+ 2+ 3+ 4 + 5+ 6=21. La suma de las caras visi-

bles serd miltiplo de 5 si el nimero de |a cara ccultaesel 1 del 6. Los casos favorables al suceso “la
suma de las caras visibles es miltiplo de 5, es 2, de donde:

Probabilidad pedida = % = |k

{Univ. de Madrid

Elsuceso E serd: E = [ (1,21, (1,4, (1,6), (3.2), (3,4}, (3, 6}, (5, 2, (5, 4), (5, 6), (2, 1),
(4, 1), (8, 1), (2, 3), (4, 3), (8, 3), (2, 5), (4, 5), (6,5}

elsuceso F serd: F = { (1, 1), {1,2), (1, 3), (1, 4), (1,5}, (1,6),12,1),(3, 1), 14,1}, (5, 1), (B, 1} :
ENF = {(1,2),01,4),(1,6),(2,1),(4,1),18,1))
EwuF = {{1,2), (1,4}, {1, 6], (3, 2), 13, 4), (3, 6), (5, 2}, (b, 4}, (&, 6), (2, 1) {4, 1), (6, 1),
{2, 3), (4, 31, (6, 3), (2, 6), (4,5), (6.5, (0.1, (1.3, (1.8). (3.1 (B.1))

como los casos posiblesson 6.6 = 36 ya que cada una de las 6 caras del primer dado se combina con
cada una de las 6 caras del sequndo:

G
PIENF) = 2¢ =; PIEUF] =‘§::1

.4_1.r{_|

Bl

(Univ. de Valtadalid,

El espacio muestral tiene 6+ 6 = 36 sucesos elementales, iguaimente posibles:
a)  El sucesa A “sale primero un cuatro y luego no’ es

A= [(4,1),(4,2),(4,3),14,5), (4,86) =  PlA) = |2

bt El suceso B “sale por lo menos un dos’” es:

B - [(2.1),(2.2), 2. 31, (2, 4), (2,5), (2.6), (1.2),(3,2), (4,2),(5.2),(6,2)} => P(B) |
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e i i
fUmv de. Madm:l’ IHS'I

Sea A el suceso “las dos bolas son pares’” y B el suceso “'las dos bolas son impares”.  El suceso
“las dos bolas son de la misma pafidad"'sera AE , Como A y B son sucesos incompatibles:
P(A U B) = P{A) + P(B).

E| nismero de casos favorables al suceso A es el nimero de maneras distintas de sacar dos bolas en-

tre las 4 pares, como el orderrml 'nterviens, serdn {;}‘ = ——--?g = B,y el nimero de casos favorables
al suceso B sera {g} = % = 10. El numero de casos posibles serd 2) g B = 36,de donde:
SlAuBl = PLAY+ Pl = & 20 16

4]
9

fliniv. de Granada.‘

Sean | y Il lasurnas. La composicitin de cada urna serd la siguiente:
Urra I (R, R Ry5 Vi V)
Urna |1: {H'ﬂ'l* H:Ia \"51.\"?2. \"233

Cada una de las cinco bolas de la urna | se puede combinar con cada una de las cinco bolas de la
urna |l para formar 5.5 =25 parejas de bolas que constituirdn el espacio muestral:

Q={Ry. Ry b (Ryy Roph Ry Vg, ) IRy, Vaal IRy Vaghee oo (Vyz: Byl Vyq Byl
(Viz o Vol Vg Vo) IV 0. Vgl
Sea A el suceso “‘las dos bolas son del mismo color”, y B el suceso “las dos bolas son de distin-

to color”.
Los casos posibles son 25, igual al ndmero de elementos de (2.

Obtencion del nismero de casos favorables al suceso A: Cada una de las 3 bolas rojas de laurna
| se puede combinar con cada una de las 2 bolas rojas de la urna |I, para formar 3« 2= § parejas de
bolas rojas en que hay una bola roja de cada urna. De la misma forma se razona que hay 2x3=6 for
mas distintas de sacar una bola verde de la urna | y una bola verde de la urna |1, Los casos favorables al

suceso A son B+ 6=12.
o =[]
(A) |2_5.

Los sucesos & v B son contrarios, de donde:

_ 12 _113
P B - 2] -
iy PlA] 75 25
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fliniv. de Castilfa — La Mancha, 19971)

al Si BI es el suceso “'se extrae la bola numerada con el nimero i al sacar una bela”, el espacio
muestral serd: g
1= 1-Et' E:,,, E.']' B. }

siendn |os sucesos B.- sucesos elementales, Se puede escribir:
2= B,UB, UByuB, = 1=PB,I+PBI+ PtB3}+ PIB,)
y sl k esla constants de proporcionalidad
1=1.k+2.k+3.k+d.k = 1=10k = |k= T]6|
b} Sea (a, b) el suceso elemental "al extrasr dos bolas sin reemplazamiento, la primera bola es la
numerada con el ndmero a vy la sequnda con el ndmero b,

[ﬂ' = (1,2}, {1, 3), 17, 4, (2, 1}, 2, 3], (2.4}, (3,1}, (3,2}, 13, 4), (4, 1), {4, 2}, (4.3} 1

c) En el experimento de extraer una sola bola, los sucesos B, y B, sun incompatibles, de donde:

2 i 6 3|
PlE B.l =PiB,)+PB,)=—F —= — = |=
B ! By (B4} 10 10 10 5|

Sea M el suceso “los dos temas extraidos sen de los 10 gue no ha estudiado el alumno™,y  Sel
suceso el alumno ha estudiado alguno de los dos temas extraidos”’. Lossuceso W y 5 soncontrarios
Casos posibles; Seran las distintas formas de sacar 2 temas entre los 25, ol orden no [ntervieng:
25-24

niimero de casos posibles - ( 225) z 5 = 300

Casos favorables al suceso M: Serdn las distintas formas de sacar 2 temas entre los 10 gue no ha
estudiado el alumno.

, 10y 10.9
numearo de casos favorables a N - (2) =55 8 45
dedonde: BIN)= 22 oA i 1—pis 1= [V
300 20 20 20 |
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tiniv. de Murcia)

Los casos posibles son |as distintas maneras de escoger 3 personas entre las 16 de la clase, consi-
derando que dos maneras son distintas cuanda difieran en alguna persona, el orden no interviene:

. 16 16:15-14
numero de casos posibles = (3) e 560

a] El ndmero de casos favorables a elegir 3 nifios entre los 10 es: (15) = E%E = 120

P{seleccionar 3 nifios) = EE o ,._I:,!_

; i 10 0.2 ;
b} Cada uno de los grupos distintos de 2 nifios: (2 x o= 45 se combina con cada una
de las B nifias para formar 45.6 - 270 grupos distintos de 2 nifios y una nifia:
) ) : 270 |27
Piseleccionar 2 nifiesy 1 nifia) = &0 - |56

¢l Elsuceso “seleccionar por lo menos un nifio” es el sucese contraric de  “seleccionar 3 nifas’™

nimero de casos favorables a seleccionar 3 niflas: (g] a ..._H_E.fl"‘. - 20
Plastistionsr tres Aflel) =—20ox L1 s Pladlateionar por o menesun Mifo) = 1= -
560 28 78
_ 481 27
28 28

(3)-10 _15.10 [15
560 560 |56

d} Piseleccionar 2 nifiasy 1 nifio) =

{Univ. de las Islas Baleares)

a) Luos casos positiles son los distintos modos de sacar 2 cartas entre las 48 de la baraja, conside-
randa que dos modos son distintos si difieren en alguna carta, el orden no intarviene:

A7
namero de casos posibles = (4;) = 4BT = 1128
nimero de casos favorables = (?) = 122—” - BB
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Rio

P{la dos cartas son copas) =
Hacos ea pas| nza - 188

bl Sea A el suceso “ninguna de las dos cartas es copas’’. El suceso .ﬁ, sera "'al menos una carta
e5 copas .
Hay 36 cartas que no 50N cOpas:

) L I3 g3

namero de casos favorables al suceso & = ( 2 3

630 106 105 188105 83 I
PlA) & et a0 g A aleaa a1 PO
1128 188 ! 13& 188 188

el Casos favarables: Cada una de las 12 copas se puede combinar con eada una de las 12 espa-
das para formar 12-12 = 144 parejas en que hay una carta de copas y otra de espadas.

144 G
P rt I T m =  — o —
{ura carta sea copas v la ofra espadas) 1128 a7

'_':hm ‘personas se sienta en un banco. zﬂuﬂuhwm#mﬂmm '
amano se siente juntas?
fUniv. de Sevilla , 19971)

Podemos suponer que ¢l banco tiene 10 asiendos numerados del 1 al 10.

Casos posibles: P,, = 10|

Casos favorables: Sean a vy b las personas que deben sentarse juntas: podrin sentarse en los lugs-
res (1,2}, {2,3), (3, 4), (4, B), (5 6}, |6, 7), {7,8]), (B,8) v (9, 10} y, en cada una de estas parejas,
de laforma aboba, o seade 9.2 = 18 maneras distintas, siendo ocupados los ocho lugaresrestan-
1es por las otras ocho personas de 8| maneras, En total hay 18-81 maneras distintas de sentarse las 10
personas, estando dos personas fijadas de antemanao sentadas juntas.

8.1 _ 18 _|
L

||’U niv. de Grarada, IES‘H

Si las cartas v los destinatarios correspondientas se numeran con los nameros 1, 2 v 3, simoolizan-
do por {a, b, c) que la carta numerada con el nlimero a se entrega al destinatario 1, la carta numerada
con el nimero b se entrega al destinatario 2, y la carta numerada con el ndmero ¢ se entrega al desti-
natario 3, el espacio muestral es )

=[0.223), 1,3,2), {2.1,3). (2,3, 1], 13,1,2), 13,2,.1}}

S5i A esel suceso “al menos una de las tres cartas |lega a su destine correcto:

= {(11,2,3), 1,3.2), 12,1,3). 13,2,1)}

de donde PlA) = = =%
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16.13 Demostrar que si los sucesos A y B son independientes, también son independientes A y B.

Porser A y B independientes: PLAT Bl = PiAl. PIB)

A y B seran Independientessi P(A 71 B) = PIA).PIB)

e, de Madria )

Aplicando las relaciones de De Morgan y la probabilidad del suceso contrario

PIATBl= PIAUB)= 1 —PIAUB) =1-[PlA] +PIB] —PIA " Bl| =

il

A ¥ B son independientes.

1 —PlA] =P{B) + PIA}L.PIB) = [1=PIA]|=PIBI- [T =PIA} | =

[1—PlAj|[1-P(B) | = PIAL.P(B] => PIANB) = PIA] PIB) =>

16.14 Demostrar que silos sucesos A y B son independientes, también son indspendientes Ay B,
I )

Porser A& y B indepondientss: PIAT B = PIA]-PIB).

{Univ. de Zaragoza, 1991

Los sucesos A B saran independientes si severifica gue Pl& By = PLA].PIB)

A={AB)UIAMNB), yporser (ACB) y (A7 B)
incompatibles, ya que (A~ B) © (AN B)

=(ANBIABOrAI=ANBNBIC A=A ¢ "A=p
PIAl =PIA " B) + PIATB) =
PIA“ B = PIA) —PIA " B) = PIA] - P(A) PIB] =
= PIA)[1—PIB]| = PA).PIB) =>
PIATB] =P(A) . PIB] = Ay B sonindependientes

'15-15 Sea A un suceso tal que 0 < PlA) < 1.
a) éPuede ser A independiente de su contrario A7

b) Sea B otro suceso tal que BCA. {Serdn A y B independientes?

al D<PlA) <1

PIA) = 1— P(A)

PIAN A)=Pla]=0

independientes,

b BCA = ANB=B = PlANB)=PIB]

A

= 0<P(A)<1 = PlA)-P(A)=0D

{tiniv, de Murcia)

= Avﬂnomn

P{A)-P[B} sbloseriaiguala PIB) s PIA) =1, perocomo 0< P{&) <1, no se verificara
PiA M Bl =PA)-PIB), cseague A y B nosan independientes (excepto si B =),
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e  A=(AnCiUlANC) |
— = = A
ANCINIANCI=AN(CACI=ANa=0 |
C
P(A)=P[AMC]+PANCI = @

PIAMC) =P(Al—P{A NG i1)

Porser A y C independientes: P{A M C) =PlA)-PIC), levande este valor a (1)
PIAMC) = P(A) — P(A)-PIC) = P[A) [1—PIC) | = P{A} .PIC) = A y C san independientes.

16.16  Demostrar qus silos suceso Ay 8 son indapandientes, so verifica:
I - PlAU B} = 1—P[A).P(B)
fUniv. oe Madrid]
Porsar A v B independientes: PIA 7 8) = PIA].PIB)

PIA UB] = PiA) +PIB) — P{A™ B) = P(A} + PIB) — PIA])-PIB) =

[1—PIAI|+ 11 =PIBII—[1-PlA}|[1-PiB)| =
1—PIA} + 1 —P(B)— 1+ PIA) +PIB — PIA}-PIB) =

1 = PLA}-PIB)

16.17 Halar P(A (1 8) , conociendo P(A) y P(A 7 B).
{Univ. de Salamanca)

A= (AT B)U A" B)

y ol sar (A 1B y A7 B) sucesns lmeompatibles, yva que
(AN B)TIANB] = (ANBINENA) =
= ANBABINA=ANY 2 A =9
P{A) = P& E; +RA B =

[PLA ™ B) = P(A) —PIA - B

{Univ. de Saragoral

A AT
= PIALUATI=P(2) = PIA) +PIAS)=1 == P{A]=1—P[AF)
Aua*=0|

PtAw B} =PIAl +PIB) —PlA Bl == PIBI=PlAUB|-=PIlA) - PIA " Bl=
=PlAUBI—1+ PIA } + PlAT B)
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B= (ANBlUBAA) =
PiBl= P[IAM Bl (Br A% a

yporser ASB y BO A® incompatibles, yva que
(ANBIMBO AR = (B A (AT B) =

=B (ANAS) NB=BN¢NB=g¢:
PIB) = PIAT Bl + P(B7 A =

PIA" M Bl =PIB}—P(AN B] =

=PIACBI-1+PlA% ) +PIANB) =PIAT B) = PiAU B} PIAS) =1
Resumean:

PIA) = 1-pia°)] . [P(B) = PAC BI-PIAY) < PIA~ BI-1| , [P(A"8) = PiAw 81+ PAT)_1]

16.19 Dados los sucesos A y B, demostrar que ;
P(A N B) < P(A) < P(AUB) -

A=(AnB) LA B

¥ porserlossucesos AT B vy AT B incompatibles
ya que . A

(AN B)N(ANB)= (ANB)N (BN A) =

o

= ACBOBIN A=AMGNA=¢
P(A) = PIAMB) +PlA " B)

ycomo P{ArB)>» 0: PlAI=PANE) (1)
PIAUB)=PiA )+ PIB) —PIA " B}, yecomode (1) resulta que tambigén PIBl > PIA Bl . o

0 quees gual: PIB) —PitAT B)= 0, resulta:

PiA L B] = PlA] 2]

De (1) y (2} PIA Bl < PIA} < P{A U B)

16.20  Estudiar 1a posible dependancia de dos sucesos, A y B, e los casos a), b}, ), in
al Ay B son incompatibles y de probabilidad no nula.
b) A estiincluidoen B, y A esun suceso de probabilidad no nula,
¢} A escualquier sucesoy P{B) = 0.

fUniv. de Navarra, FE’:‘:@U

a} Porser A y B incompstibles: AnB=¢ = PIANBE} =0
= PlANB}+P{A)-PIB) =
Porser PIA)= 0 y PIB)<0: P(A).PB)= O

A y B no son Independiantes
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by ACE = ANB=A = PlANB) =PlA)
PiA)20 = P|a)-PIB]=PlA| sblosi P(B) =1

si PlBl=1: PIANBI=PIA.PIB) = A y B son independientes
i P(BI=1: PIANB)= P(A) PIB) = A v B noson independientes

el Cualesquisra quesean A y B: AMNBC B = PIANBl = PIB), dedonde:
g PBI=0: PIANBI=0 |
si PIB)=0: P(A).P(B) =PlA).0=0 |

los sucesos A y B son independientes.

= P{ANB) =P{A)-PIB)

16.21 Razonar ia afirmacién de que si | probabilidad de que ocurran dos sucesos ala vez es menor

m%ﬁmﬁmmimumww, no puede exceder de _%,- -

fUniv. de Madriedl

PIALUB) = P(A)+PIBI—P{ANB) = PIAUB]I+PIAMNB) =PlA}+P(B] {11

0= P(ALUB) =1

0= PlANB) f.‘%

D= PiAWUB) + P'(.A."lﬂi-f}-;% = P[ﬁ.jﬂtF‘iEPr:g

16.22 Sean A y B sucesos tales que P(A) = 3, P(B) = 2.

a)  Probar quesi PIAUB) = g--, entonces A y B son independients,
- b} Paralos mismos valores de P{A) y P(B) dadosantes, (hay otros valores de PIAUB) que
hacen que A y B sean independientas?

c) Demostrar gue si A'y B son independientes, entonces A y B son independientes.

fUiniv. de Zaragoza, 1997)

a) PlA) = % P1m=§. Pm..;m-_%
= 2-1+3 —riane >
P(AUB) = P{A] + P(B) — P{A UB) ¥ 2
1.3 4 5+6-8_ 3 1 3 :
PANBl =+ ==——= ===—.Z=P{A}.P{B) = A y B son independientes.
{ FE‘EE 0 0-2'5 (Al PiB) ¥ independientes

b) PIALB)=PIA) + PIB) — P(A NE| =
F{AFIE# = P{A, + F:E] —PiAl_le — %.4. _g L FrA 'JB] = %’5 _P{A '-..,-IEJ

Los sucesos A y B serdn independientes si PIAMB) =P{A)-PIB}
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" (WUniv. de Oviedo, 1991)
{Unne. te Malaga, 1991)

Porser A v B independientes: PlA N B) = P{A)-P{B)

=  P(A}.P(B) = % (1}
P(ANB) =
G
i 1 e 1 1 1 2
(] = = I = = — = = = —_— == —
PiA M B) 3 = P{A U B) 3 = 1—-PlAUB] 3 = PALBI=1 3- 3 =
2 1 2 2 1 B
P{A) +P(B)—PIANB) =% => P{A)+P(B)—~=2 => PAJ+PBl=%+ =2
3 {A) { 6" 3 { { 3 i (2}
De (2): PlA) = E—P!B] Navando este valora (1): (EE—HB}}-HEH Eli ==
1 5 ] 1
1l wpy=3-1=-1
2 a —_— = r
6(P(B)) —5-P(B)+1=0 = p(gy=22v23=29_5+1_,2 g & 2
12 12 9 5 1 1
= PlA) = == = =—
3 6 3 2

Imam 70 aios son 0,76 mdhumhmy G,ﬂ mlnmjl

‘Se pregunta cudil s la probabilidad de que a los 70 afios: a) Ambos estén vivos. b} ﬂﬁk%
guno de los dos. ¢} Viva solamente la mujer. d) \fhtﬂﬂmiﬂm«ﬁndlm

fUniv. de fas lslas Baleares, I'.'Er‘Q U
{Univ. gaf Pais Vasco, 19371)

Sea H el suceso el hombre lleqa a los 70 afios™, y M el suceso ** la mujer llega a los 70 afios”,
Por las caracteristicas del problema, se supone que los sucesos H v M son independientes.

al P(HN M) = P(H).PIM) = 0,76-0.82 = |0.6232|

b) Silos sucesos H y M son independientes, también son independientes H Y M (véase proole
mal1B.13}:

PIH MM} = PIHI-P{M] = [1—=P({H)] | 1—=PIM}| = (1-0,76) (1 —0,82) = 0,24.0,18 = [0,0432/

c] Silossucesos H v M oson independientes, también son independientes H v M. (16.14):

P{H MM} = P{H)-PIM) = [1—P{H)]-PIM) = (1—0,76).0,82 = 0,24.0,82 = u 1953|
dl PIHUM)=P{H) +P{M)=P{H N M) =P{H) + PIM) = P(HI.PIM) =0,76+0,82-0.76.82 =
= 'uu,sﬁsa_.
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1ﬁ.15$mmumummmmﬁn de un problema. Se estima, én funcidn de sus evalua-
Mm—h probabilidad de que lo resuelva Juan esde 1/3 y la de que lo resuelvaPedro, de 1/4, (Cudl
lidad de que el problema sea resuelto? (Y de que no sea resuelto?

fUniv. de Lada, 1981
Sea A el suceso “Juan resuelve el problema”, v B el suceso “Pedro resuelve el problema™, Los
sucesos A y B, por las caracteristicas del enunciado, se consideran independientes:

Fl{AL B}l =P{A) +P({B) — PlANB] =PF(A) + P{B)— PIA]-PiB) =

El suceso N *'el problema no es resuglto” es el suceso contrario del suceso A UB , el problema es
resuelta”’, de donde:

PIN)=1-=PlALUB}=1—

I-'\J‘|—*
I'“"."‘_l

16.26 Dos sucesos A y B verifican P(A" B) = 0.3: PIA®) = 04: P(B°) = 05,
Hallar P(A U B) y PIA/B).

(Univ. de Salamanca)

P{AF) = 04 == PiA) =1-04 =06: PIB°)=05 = PB) =1-08=05

o
PlAUB) = PlA) +'PIB) —PIANBl = DB+ 05-03 = |08 |

PIATB) D3 3
Pibdg) -« SMATIEL 85 _ 19|
Lol P(B) 05 5 |

‘lﬁ.ﬂ? -Shm A y B dos sucesos cualesquiors de probabilidad no nula e indopm.hﬂﬁﬁuﬂ
ﬁ_.f;}.'.ikwm
3l HME} = P(a).
b} P(B/A) = P(B).
©) PIAUA) = 05
fUrmv, de Chrdoba, 19371

al Si A y B sonindependientes, también A v B son independientes, (véase problema 16.13),
de donde: PIA/B) = PIA).
En general no se verificard a). Se verificara sélo si P[A) = P(A} = 05.

bl Si A y B son independientes, tambien A y B san independienies, (véase problema 16.74],
de donde: P(B/A] = P(B).

¢ AUA=0 = PIAUA)=PIN) =1 = PIAUA}*05
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16.28 En un espacio probabilistico, consideremos fos sucesos A y B, ambos deprcihbﬂhdﬂniﬁh
Razonar la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) Si Ay B son incompatibles, entonces son independientes.

b) ﬁAvEmmldi-mmMHnlmmﬁHu- Nl

¢} Si Ay B son independientas: (PANB) = P(A /B)-P(B /A). Ly
{Unfe. oe Valencia)

|

-. FEAA

a) A y B incompatibles = ANB=¢ = PIANBI=Pla)=0
= PIA MB)= P{A).P(B) =
PIA)=D v PBl=0 = Pl(A).PIB)+=0

A y B son dependientes.
La afirmacion del enunciado s FALSA.

b} A y B independientes == P[AM B} = P(A)-P(B) '

= PAMNBI=0 = ANB+Fd¢ =
PlAl# O y P(B)=0 = P(A)-PIB)+= 0O |

A y B soncompatibles.
La afimacidn del enunciado es FALSA.

Pia M B) = P(A)-PIB)
cl A y B independientes = PlA /B) = P{A) = P(AMB)=PA /B).PIBJA)

P(B [/ A) = PIB)
La afirmacian del enunciado es VERDADERA.,

16.29 Demastrar que P(B/A) + P(B/A) =
fliniv, da Madrid)
PIB/A) + PIB/A) = TIATB) | PANB) A
Pla) P i) B

_PIANB) +P(AMB)

(1)
PlA)

A =(ATBl v (ANE)

y por ser (A ﬁ,u y 1A B) sucesos incompatibles, va que:
(ANB)M{ANB) = (ArB)nIBNA) =
=AMIBNBINA=AMNGMA=a:

= ‘ P
PIA) =PlATB] +PIATB)] = llevandoestevalora {1): PIB/A) # PiB/ (A) = P-i:::

16.30 Enun curso de COU hay 120 alumnos. 50 estudian Francés, 80 Quimica y 20 estudian Fran-
‘cés y Quimica. Se elige en ese curso un estudiante al azar, ¢qué probabilidad hay duqunmnt.rﬂhﬁﬂ-
‘guna de las dos asignaturas? . Si se sabe que el slumno elegido estudia Francés, ‘{que probabilidad hay
de qun-nlﬂn estudie Quimica?

{Univ. de Salarmanca)
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Usando los disgramas de Venn se obTiene que si estu
dian Franeds y Quimica 20 alumnos, habrd 30 alumnos gue F a
estudian Franocés y no estudian Quimica, y 60 alumnos gue
estudian Quimica v no estudian Franeces, siendo 120 -80—
—20— 30 =10 |os alumnos gue no estudian ni Francés ni
Qulrmica,

10

Aplicando la formuls de Laplace, la probabilidad de que elegido un alumno al azar no estudie m
Francés ni Quimica serd:

p . £Asos favorables _ 10 Irl
) £asos posibles 120 |12

Si se sabe gue el alumno elegido estudia Frances, los casos posibles quedan reducidos a los 50 alum-
nos que estudian Francés, y los casos favorables & gue estudie ambién Quimica seran los 20alumnos gue
estudian Francés y Quimica:

Pye= E-F]- :l?.-_|
2750 |5

16.31 ﬁmunuhuaawmm!mﬂﬂmn}umnlhnudaummhd!ﬂmmhltu'
Deellos, 65 son mujeres, B0 estin casadosy 45 son mujeres casadas. Se pide:

a) ¢Cudl serd la probabilidad de que le toque el viaje a un hombre soltero?

b)) Sidel afortunado @ sabe ya que as casado, Jcudl serd la probabilidad de que sea una mujer?

{Univ. de La Laguna—Tererifel

Sea M, H,C vy 5, respectivernente, los sucesos elegir mujer, hombre, persona casada y persona 5ol

iera.
card {H M C} = card (H™ 8} + card (M ™ C) + card (M7 5) = 120 1
card (M C) + card (M7 5] = 65 2]
card (H ™€) + card (MM C) = BD {3}
card (M C} = 45 i4)

(31— 4); card IHOC) = 35 ¢ (21 —{4): card (M7 &1 = 20 ;

de {1} car(H" 8l = 120-356 - 45 -20=20

” |
al PIHAS) = <22 _|1
120 |6
b} El saber que el afortunado es casado equivale & restringir el espacio muestral &l suceso C, y los
casos favorables a que sea mujer a los sucesos elementales del suceso MMC:
% 9]
6

P{M/C) - 80

w Unlmlmntlmnmmmndu Una moneda es corriente, otra tiene dos ceras y |a otra estd
Mdtmudnmhpmhduhdnd de obtener cara es 1/3. Se seleccions una moneda al azar yse lan-
za o aire. Hallar la probabilidad de que salga cara.

fUniv. de Castilla— La Manoha)
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Sean: A el sucesn “'seelige la moneda corriante’”,
B8 el suceso “soelige la moneda que tiens dos caras’,
D el sucaso “se elige la moneda cargada’,
C &l suesso “sale cara”,

Mos piden la probabilidad del sucese (AT C)u (B Cluw (DN C), Como los sucesos ANC, B O
v DM C son incompatibles dos a dos:

P[{ANCIu (BNCIU (DNEC)] = PANC) +P(BN C) + PIDNC) = P{A]. P(C/A) + P(B).P(C/B) +

b 1 ) 1,1_3+6+2
+ PID) . PIC/DI=—= = -] — - — = T me——
POz 3+ 3 3 8 3 e~

(tiaiv. Valladalid, 1931}

Sean: A, el suceso "la primera bala es roja”’, R, "lasegunda bolaesroja’”, N, “la primera bo-
l# es negra’”, N.‘. “la segunda bola esnegra’. B, "la primera bola es blanca™ y B, "ia segunda bola
a5 blanca’"

a] Elsucesno C “'las dos bolas son del misma color™, es:

C= (R, "RIUIN, AN JLIB, 7B} => PICI=P{{R, 7 RIVIN, "N, LB, 7B, }]
¥ por ser 1os sucesos tH]" thll_ iN, "N} y (B, "B, incompatibles dos & dos:

PIC) = PIR, " Ry) + PIN, 7 N, )+ PIB, 7 Byl = PR, 1-P{R,/B, ) + PIN, |- PIN,/N, | +

20+6+2 _28 _[14]

54+32+2
© 0 4%

+ PLB,1PIB,/B, | = 2. 2+ 2l 4 2

Bl El suceto D "las bolas son de distinto eolor™ es gl suceso contrario de C, de dande:

_,_ 14 _a5-14 _[31
o =1 14 2200 [T

{Univ. de Va!enaf,?i

Sea B, el suceso "'la bola que sacamos de la caja A y que introducimosen lacaje B es blanca';
el suceso M, “la boula que sacamos de la caje A v gue introducimos en la caja B esnegra™; v el suce-
so B, la hola que extraemos de lacaia B es blanca™. Nos piden la promabilidad del suceso:

B, By) WIN DB, ¥ porser incompatibles los sucesos B, B, v N, By:

PI{B,NB, ) U (NN B, =PIB,NB,) +PIN,NB,) = PIB,}-PIB,/B, ) PIN 1. PIBL/N, | =

www.FreeLibros.me



450 PROBABILIDADES

e
| b
oy
purs|
i~
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|

]
L |
T=1

16.3_5 URNA |: Contiene 6 bolasrojasy 4 bolas blancas.
I.IHHA 11 Ennﬂm 4 bolas rojas y 8 bolas blancas.
_ hlnaunﬁmﬂlmmrﬁmmwn 3, nos vamos a laurna |; si el resultado es 3
nmhm mal:u'u_"' 11, A continuacion axtraemaos umhnh. Se pide:
[ty FM&Mdumnhtphm rojay de la urna I1.
[ B)Pr dad de que la bola sea blanca.

(Univ. de Castilla — La Mancha, 1991)

a) Sea A ol suceso “se obtiene a8l lanzar undado un namero menor gue 37, C el suceso “se ob-
tiene al lanzar un dado un namero igual o mayor que 3, R, el suceso “'se saca bola rojade laurna 17,
R,, €l suceso ''se saca bola roja de la urna 11", B, “'se saca bola blanea de la urna I y B, | "'se saca bo-
la blanca de la urna 11",

Para sacar bola roja de la urna 1l se tendrd gue verificar el suceso CT R, :
PICT R,) = PIC).P(R /C) = _.i = ,ri'j

b} Para sacar bola blanca se tendrd gue verificar el suceso (4 7 BI:I TR cda B:. }, slando incompa-
tibles lossucesos AT B vy CO B

PI{ATBJU(CTB, )] =P(AMB,)+ PICNB, ) =PlA].PIB /A} + P{C}.P(B, /C) =

2 4 4 B

6 10 6 12 15

16.36  Once bolas que lievan gravados los nimeros del 1 al 11 estéin repartidas en 3 urnas. Una de
estas urnas contiene las bolas con los nimeros 1,2, 3,4 y 5, otralas que corresponden a los nime-
ras ﬁ, 7,8y 9 v la tercera a las dos bolas restantes. Mmmdnmmnmm{m
&5 la probebilided de que la suma de los nlimeros sea par?

i :m Valladolid)

Supongamos gue las urnas estdn numeradas con los numeros 1,2 vy 3. Sea U el suceso “se elige
la urma numerada con el nOmero i, v A, B v G los sucesos “se sacan, respectivamente de las wurnas nu-
numeradas con el 1,2 y 3, dos bolas tales que la suma de sus ndmeros sea par’,

Nos piden la probabilidad del suceso: (U, M A) U (U, NBIU (U, NC)

Por ser los sucesos U, n - u, N B y U:; M C incompatioles dos a dos:

Blu,mA) L (U, NB} U, MC)] =P{U, NA) + PiU, NB) + P(U,NC) =

=P{U )-PlA JU )+ P{U:J-PIB UL F’EUJI-P[CJ’Uai (1)
FiU,) =P{U,) =P(U;) = %
os casos favorables a sacar dos bolas de la urna U, tales que la suma de suUs NUMErOSs Sea par son:

{1, 3), {1,5), {2, 4) v (3.5), en total 4,y los casos posibles: fg ll = 5.4 =10, de donde: PIA /U )=

1.2
4 2

i0 5
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Los casos favorables a sacar dos bolas de |a urna U, tales que la suma de sus NOmMeros sea par son;

{6,8) v (7.9), en total 2, v loscasos posibles {;ﬁ = 6, de donde: PIB/U,) = % = %

No hay ningun caso favorable a sacar dos bolas de la urna U, tales que fa suma de sus numeros sea
par, de donde P(C/U,) = 0.

Sustituyendo estos valores en (1):

Probabilidad pedida =

Ll
+
w|o

e
15

1.6
9 45

=
G | =2
(AT
L=

1543? Una di ""'_tdlunplumdem“mmimmuﬁfwm“ 10 concsjales.
hﬁuwﬂuﬁmdm A, 43l partido B y 1 n]pu‘ﬂduﬁ&digmd azar y de for-
“ma sucesiva 3 personas de dicha comision, Calcula la probabilidad de que las tres pertenezcan &

a] F-rﬂﬂmdntfntql:-

{Univ. de Ledn, 1991)

Sea A B, y C, respectivamente, los sucesos “'gl candidato elegido en | lugar pertenece al partido

A B ol
al El suceso "elegir tres personas, 2n forma sucesiva, de partidos distintos” es:

D =(A;NB,NC, U (A NC,NB, LB, NANC,IU (B,NC,NAIUIC,NA,NBy) U
U (C,NB,M A,)
¥ por ser Incampatibles, dos a dos, los Ultimos sucesos:

PID) = PIA,NB,NCy)+---+ PIC,NB,NA,) = PIA, )-PIB,/A, ) -PIC,/A,NB,y) + -

+PIE,II-FIEI:,IE‘I-P{A,IQHE?}-—%-%-;T=. - llu.g.g - 1%‘;‘1! - ;I
b) PlA,NA,NA,) = PA}-PIAL/A ) PIAL /A NA,) = %_;_g B !‘]15

el PIC,MC,NCy) = PIC,)PIC,/C,)-PIC,/C, NCy) = -.0.0 = (0]

16.38 uUn archivador tiene 9 cajones. Una carta tisne probabilidad 1/2 de estar en ol aechivador
y.ﬂnﬁmdudﬁvdur munm:mwm&mmwﬂmamdﬂuﬂ cajones.

al Imiullwmhﬂihﬂ:hqmmmuﬁmdnmﬂﬁn?

bl Abrimos los & primeros cajones y la carta no esta en niwmmﬂnhwll-

dad de que |a carta esté en el noveno cajén?.
fﬂm'u'. e Ea-me.n’&nai

a) Sea A el suceso “la cartaestd en el archivador™ v C, el suceso "la carta est4 en ¢l noveno
cajGn’
I

PIATIG,) = PIA)-PIC /Al = 8|

Rl | =
o] —
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b} Sisabemos gue lo carta no estd en los B pnimeros cajones, la carta estard en el noveno cajon s
y solo si estd en el archivador, o sea que, |a probabilidad de gue esté en el noveno cajon, sabiendo  que

noestden los 8 primeros cajones, es la misma de que esté en el archivador ; E ;

{Univ. de Zaragoza)
Univ. de Mdlaga)

Sea a el namero de habitantes, C ¢! suceso “se escoge una persona de cabellos castafios” vy O
el suceso ''se esCOgE una Persona de 0jos castanos.

=

card (€0} + card (€00} + card (€ 0) 4 card (€7 0)=a (&) 0
card (€70} + card (C710) =0da (1) o cno cro
. 0,15a 0.25a
card (CT0)+ card [C 0} =0254 21 -
card ([CNDI= 0,165 {3} = cro cro
€l o01a 0.5a

(2) = {3): card (C O} =0Q,104;
(1) —(3): card (C0) =0254a
cared [lf:"'-ﬁ! =a—015a—02558-0,1a=05a

a) Elsaber que tiene los cabellos castaios equivale a reducirel espacio muestral a C = (CNO)U(CNO],
v los casos favorables a que tenga los 0jos castafios, sabiendo que tiene los cabellos castafios, a los sucesos

elementales de CNO:
0,152 15
PIOMC) = 535a+ 0255 ~ 40 '

b} El saber que tiene los ojos castafios equivale a reducir el espacio muestral a O = (CH0)WCHO),
v los casos favorables a que no tenga cabellos castafios a los sucesos elementales de CNO:

PC = S ses01s 35 |5

e 05a
el PICIO) = — =
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1) Funcionara alguna de sus componentes € se realiza AUB .
PIALB] =PlA]+PIR})—PIANB) = 0B+0T7-056 3@

2)  Nos piden la probshllidad condicionada de A respectode B, osea PIA/B):
PIAN B)

= i
P(B)

PLA/B) =

De A= (ArB)UIAMB), porser ArB y AN B incompatibles:

PtA) = PIA-B) « PIAT B} => PIA/B)=PIA}—PIA B

llavando este valora (1):

. ~  P{A}-PlAnB) OB-08 g2 |2
|'I = o = - - - =
FAHe) PiB) 1-07 03 3

(Univ. Castilta— La Mancha, 1991

Sea Vel suceso ''sale cara de coler verde al lanzar el dado”, A el suceso “'sale cara de color rojo™,
B el suceso “sale cara de color blanco”, B, el suceso las dos bolas que se sacan de laurna | tienen bri-
llo” y B, el suceso “las dos bolas que se sacan de la urma |1 tienen brilie’”,

a) El suceso “las dos bolas tienen brillo y sandelaurna (" es V 7 B -

P(V 1 B,) = P(V)-P(B/V) = s(‘lﬁ 9)“

b) El suceso “las dos bolas tienen brillo™ es (V7 B, )V (R B, ) (B7 B, ), ycomo los suce-
sos VOB  ROB, y B B, sonincompatibles dos a dos:
PI{V B (RTB, (BB, ) =PIV BI+PIRAB)+PEBNB, | =
= P (V).P(B,/V) + PIRI.PIB, /Rl + P(B). PIB, /B) =

- 12 2y, ReTErE [ 1R i
EE'E“ (ma s (70 5) 40 540 |45
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! MMMHnd&humq ﬂﬂndﬂmmmmﬂmhmnﬂnﬂam
,‘ ﬁ,mﬂﬂm Enmmmhimqnmyhlunmmﬂ giro, Hallar |a probabi-
ﬂlﬂﬁii

{tiniv. de Cordobal

al Sea B el suceso “las dos bolas son blancas” y N el suceso "las dos bolas son negras”. Es
108 sucesos son incompatibles.
El suceso “las dos bolas son del mismo color™ es Bu N

M B2 = N

| . - 9 - 2 . ] 2 . 12+ 30 |

P(BU N) - P(B] + PIN) = 9" {1 " 08 108 %0 RiE
5) (5 2 2

bl Ses D el suceso '"|lasdos balas son de distinto eolor”, C es suceso “obtener cara conla mo
neda correcta” y E el suceso “obtener cara con la moneda de dos caras’

El suceso “‘obtener cara™ sera T (BRClw (NCCIW (DM E]
PIT) = P[(BNC)w (INAC)u (DN E)]
y por ser lossucesos BOC, NMC y DOE incompatibles dos a dos, y D el suceso contrario del suce-

s Bl
PIT) = PIBROC)+ PINTOC) + PIDO E] = PIB)-PIC/B) + P(N)-P{C/N) + PID}.P{E/D] =

(2 5 )
A IS RS AR g R A S ERT
3 15 30 130 |

g} Sl se ha obtenido cruz es que se ha lanzado |la moneda correcta, esto implica que las dos boias
slegidas eran del misma calor, o sea que “sacar las dos holas de distinto color y cruz en la moneda” es
el suceso imposible, la probabilidad pedida es 0.

naqhn. umm 4ﬁnluhhuwv3 mmmnam:ﬂmuﬂm: uud-h:mmvu-
trae una bola. ¢Cusl es la probabilidad da que sea blanca?
{Unify, de Madrid)

Sea U, el sucesa “elegir la primera urna’’, U, el suceso “plegir |8 segunda urna™’, B, 8l suceso Tsa-
car bola blanca de [a primera urna’ v E? el suceso “sacar bola blanca de la segunda urna”.
El suceso B “elegir una urna y sacar hola blanca™ serd: B = (U, M B, LU, "Bl =

PIB) = P[U, N B, ) UI{U, 7B} v por ser incompatibles lossucesos U, MB, y U TB,-
= e | - = ] i - 1 E 1 -4 N 1
PIB) =P{U, "B, ) + PIU N B, ) =PI, )-PIB. /U, T + PEU:J-PIB:-UJF 274 + 5 7 li
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: _'llﬂlhnhﬁﬂh urna A y se eliminan de fa urna B hhnh:qunﬁammmmiﬁn
wmhhﬁumﬂndﬁhmk &wﬂlmnmuumumhnhhhwmﬂ

mmm qanldwi! obtiene poniendo en el lugar de las decenas &l niimero de la bola extraida
dﬁhﬂﬂlyuﬂlﬂw de las unidades el nimero de la bola extraido de la urna A.
bilidad de que el nimero ganador sea el 48,
abilidad de que el ndmero ganador sea el 17.

{Univ. de Valladoiid, 1991)

a) Sea A el suceso "se extrae de la urna A |a bola numeradaconel 8,y B el suceso "

58 pX-
trae de la urna B la bola numerada con el 4'';

1
P(ANB)=PlA) PB/A) = —- -
( ) (A} P ] 09 '
b) Sea C el suceso "se extrae de laurna A la bola numerada conel 7",y D el suceso "se ex-
trae de laurna B la bola numerada con el nimero 1",

e I P O
10 8 | BO

P(C M D} =P(C)-P(D/C] =

s fanzan #dﬂuﬂﬂuvl-mﬂlmmww&ﬂﬂ 7.
Hﬂt«hmwmmmmmummm P L B 1
fUmiv. de Salamancal

Cada cara del primer dado se combina con cada una de las del sequndo dado, habra 6.6 = 36 ca-
505 posibles:

Sea S el sutesa "lasuma de los puntos oblemnidos es 7'
S=1{0,86),2,5), (3, 4), 4,3]), (52),16,1) ]

y A el sueeso en uno cualguiera de los dados aparece un 1

A= ({1, 1,01, 2), (1,3 {1,4), (1.5), (1,6}, {2, 1), (3, 1), (4. 1). 15, 7). (6,1) }

SNAaA=[(1,6),106 1]
Mos piden PLAJS)

PIA/S) = P—Ih— q] -
PIS)

%IMI‘&?IN

También podfamos haber razonado asi: El saber que la suma de los puntos obtenidos es 7, equi-
vale a considerar que los casos posibles son los sucesos elementales que componen el suceso S o sea,
6, v los casos favorables los sucesos elementales del suceso [ (1, B), (6, 1)), o sea, 2. De donde:

|
Probabilidad pedida = % = E
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16.46 'Se considera el experimento de lanzar una moneda tres veces, Sé pide:
‘Construir el espacio muestral.

) mmmnhmnﬁmmquulhmﬂﬂﬂﬂmﬂﬂﬁ {Cuales son las
mﬂmmﬂmmmm?
5; {Cuil es la probabilidad de qua so altengan al menos una cara? .

{Urniiv. de Madrid, 1891)

11 Q= (lcce)CCXlLICXCLIXCCHLICXX)LIXCX)LIXXC)(XXX)]
2] Sila probabilidad de cara es 0,8, la probabilidad de cruzes 1-0,6= 0.4, de donde, consl
derando que el resultado de cada lanzamiento es independiente del resultado de los otros dos:
PICCCl= 0,6-0,6.0,6=0216: PICCX)=06-06-04=0144; PICXC|=06-04-06 =0,144 ;

PICXX)=0,6.04.04 =0096 ; PIXCC) =04.06.06=0,144; PIXCX)=04-06-D.4=0096;
PIXXC)=04.04.06 =0096; PIXXX)=04.-04.04 =0,064

3}  El suceso contrario de! suceso “'obtener 8| menos una cara” es “obtener fres cruces’:

PiX®X1= 0064 = Plobtener al mengs unacara) = 1 —0,064 5171‘33’6

ﬂ"&? sldim :leiruﬂjumhnmhiﬂu. La prﬁnaunmﬁlmilq bombillas, de las cuales hay

> fundidas, ‘en la segunda hay seis bombillas, estando una de eflas fundida, y en la tercera caja hay
! '_ﬂuﬂhh:duunmﬂd:uhu. {Cuidl uh,mahbirﬁddtmdmwummhlhdm
[ _"ﬁmﬂmﬂummmmﬂiﬂ?

fUriiv. de Ledn, 1997)

Sea A el suceso “se elige la caja A", B el suceso " se elige la caja B, C el suceso "'se elige Ia caja C,
v F ol suceso “'se toma una bombilla fundida™,

El suceso “se toma una bombilla fundida de cualguiera de las cojas” es:
={AMNFrulBNFIuCNF)

Los sucesos ANF,BNF y COF  sonincom
patibles dos a dos. La probabilidad pedida es: F

A =] C

PIF) = PIIANFIUBNF)U(CNFI] = ArEl BAF | enF

=PANF)+PIBNFR+PCAF)=

= P(A]-PIF/A) + PIB).P(F/B) + P(C)-P{F/C) = ~——
JlA, 11,13 12 1, 3
310 36 38 3'5 B B
_ 148+20+45 _ [113]
3 5.3.8 | 360 |

16.48 Conosiendo fas siguientes probabilidades:
P(A) =03, PBI=06 1y PIANB)=
calcular P(B/A) y P[(A—B)/{AUBII

fUniv. de Safamanca)
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Segin la férmula de la probabilidad condicionada:

b

PIBNA)  PIBNA)
PIA]  1—PIA}

—de (ANBIUBNA) =B, porser AMB vy
BriA ncompatibles:

PIB/A} = ()

PIIANBIU BN Al = PIANBl+PIBNA) -
= PiB) =
PIBMNA) = PIB) — PlA™B) {2}

— por las leyes de De Morgan P{.ﬂ.u“-E-H = 04 =

PIAUB) =04 = PALB)=1-PIALB} = 1—-0'4 =06
-de PAYB) = PlA} +PIB} —PAMB) = 06=03+05-PAMB) = PIAMB)=D2
— llevando este Gltimo valora {2): PB M A) = 05—-0'2 = 0'3

: Zy. o3 _'03 [3
— valor que llevado a (1) nos da: P{B/A) T—ha e ':J
Pl(A-B)/(AUB) = PLA-BINIAUBI] _ PHANBINIAUBH _ PIANB)
PlALB} P[A.LJBJ PiALB)
Razonando como anteriormente s8 obtiene: PlA =PA'—PlANB) =03-02 =01
de donde: PI{A—BI/tAUB)| = 21 _ |T|
06 |6

"Wdﬂ Se tienen tres sucesos A, B, C de un experimento aleatorio, con P(A) = 07, P(8) = 06,
i'{c}-m.-nlﬁuﬁjum Se pide:

~ a) {Sonindependientes A y B?
ST ) &Cuil es el valor miximo que puede tomar P(ANC)? Si toms ess valor méximo, calcufar

| ﬁiﬁ?ﬂ.

ol

fliniy. de Madrid)

a) P(AUB)=PIANB)=0'58 => P(ANB)=1-0'58=0'42
= PlAMB)=Pla].PB) =
PlA)=0'7, PIB) = OB = PlA)-PIB)=0'7.-0B=0'92
A y B son independigntes.
b} PlAUC)=PA) + PIC) =PANC) = P{ANCI=P{A) + PIC) —PlAJIC) i1

osta diferencia serd madxima cuando PLALIC) sea minima, y esto ocurrird cuando AUC seaiguala A,
o sea cuando el suceso C esté contenido en el suceso A, (No puede ser A CC puesta que PIA) = PIC}

segun el enunciado).
AUC=A = PAUCI=PFIA), llevandoeste valora (1): A
PlAMC) =P{A) + PIC) — P(a) = P(C) = [D'1]

PIARC)_PtA) T |

PlAl) PlA)

CCA=>ACC = ANC=A = PIC/A] =
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Sean: A elsuceso " sale el numero i en la primera tirada®’,

M, el sucess ' sale un ndmero menor gue | en 3 segunda tirada".
Nos piden: P[{A, 7 M, Ju (A, TM, )0 (A0 MU (A, DM U A, M, U TAD Mgl =

{por ser los sucesos A, T M, ..., A T M, incompatibles dos a dos)

PLA, M)+ PIA, MM, ) +PIA,D M, +PIA, D M, +p1A5p,Mﬁj +PIA, O M, ) =

fi

PLA, 1 PIM, /A, | +PA,)-PIM, /A, )+ PIALL-PIM,/A,) +PIA,T-PIM/A,) +

1 11 1.2 .13, 4
+ i + . — AL A B s
PUA )-P(M, /) + PIAG)-PIM/A) = 2.0+ 2.2+ 2 S+ o 2+ 2.0
15 LT ! 15 51
Tt o = e +1+2+3+4+ = e S |
B B EE“J b ) 36 12

Ll riw, dﬂhi:.'gnre}
1%) Sea A elsuceso “lacaja A queda sin bola”.

Los casos positiles son 37, puesto que la primera bola puede ceer en cualquiera de las tres ca-
jas. La segunda bola puede caer en cuslquier de las tres cajas, estos tres casos se pueden combinar con ca-
da uno de los tres primeros, formande 3 ¥ 3 maneras distintas de caer las dos primeras bolas. Asi. con
cada uno de los tres casos de caer las bolas tercera, cuarta, quinta, sexta y séptima, se tienen 37 casos
pisibles,

Los casos favorables al suceso A son 2': Cada bola puede caer o en lacaja B o en lacaja C, o

sea, de dos maneras distintas, combinandose cada dos maneras de cada bola con lasdos maneras de las
restantes.

7
pial =2 = | 128
3

JRREIL

29 Sean B el sucess la ecaja B quedasinbola” y C el suceso "iacaja C quedasin bola”.
El suceso “alguna caja queda sin bola” esiguala ALIBUC:

PIAUBL C) =P(A) + PIB) +P(C] — PIAMB) —P{ANC]—PIBNC] +PIANBNC)
PIA) = P(B) =P(C) = Z
3']'

PIANB) = PANC) = PIB NC) = -:-;';
PIANBAC) =0
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1 _2-1_[wr
PIALUBUC) = 3 3- ~ ot lEQJ
3%} Elsuceso D: “todas las cajas tienen bola™ es el suceso contrario del suceso “alguna caja que-
da sin bala'":
271 _3*-2"+1 _[s02]
ekl 36 h ?29

PID)=1-PlAUBUC) =1~-

16.52 llnpmhlﬁludﬂlﬂ_':"__':'_',_:'_'wﬂmm La probabilidad ﬁwmmum '
mﬂtﬁ-?hﬁmhw@m Mhmmmmﬁmt"’ff elva
&wmmmhgmﬁpm:_.&pm. v .

Al
" a) Probabilidad de que 1o rosuelvan el primero y el segundo, VoA
b) Probar que siempre que H nﬂmdbalumm resualve 2l problema, también hrmdm
¢} Sabiendo que siempre que el segundo y el primer alumno resuelven el problema, también lo re-
‘suslyve 8l tercero, calcular la probabilidad de que los tres resuelvan el problema.

{Univ. de Alicante, 1991)

al Sea A el suceso “resuelve el problema el primer alumno’, B “lo resuelve el segunde™ y C
“lo resuelve el tercern ™.

Se sabe Gue PIA) = % PIB) = l3 y PB/A) =2

12 1

23 I3

bl El primer alumno resolverd el problema 5ii:rnpre que lo resuelva el sequndo si PIA/B) = 1.
1

P{A NE) = P{A)-PIB/A) =
Del enunciado v de a) sesabe que P{B) = 5 y PIANB) =

1
pia/g) = PIANE) % =4

PiB)
3

¢} Si el tercer alumno resuelve el problema siempre que lo resuelven el primera y el segundo, se ve-
rifica que PIC/AMB) =

PIANBNC) = Pl(ANB) NC|= P(ANB)-PIC/ANB) = }i-l = i:;_

16.53 Tres maquinas A, B, C fabrican tornillos del mismo tipo. Los porcentajes de defectuosos, en
cada mdquina son respectivamente 1%, 2%y 3%. Se mezclan 120 tornillos: 20de lnmiquirl A, 40
dela B y 60 dela C. Elegido uno al azar resulta defectuoso, ¢ cudl esla probabilidad de que haya si-

do m  por la méquina B?
[Univ. de Alicante, 1991)
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Sean A, B y C, respectivarmente los sucesos de que los tornillos sean fabricados por las magquinas
AR vy C, v D el suceso de que un tornillo sea defectuoso v D de que no sea defectuoso. Los suce-
s06 A, B v C sonincompatibles dos @ dos, asl como [os sucesos D v b,

El saber gue el tomillo elegido es defectuoso equivale a restringir el universo & los tomillos defec:
tuosos, y los casos favorables a que haya sido fabri
cado por |a miguina B (sabiendo que es defectuo-
sa) son los del suceso B ND:

PIBMD) P(B M D)

P(B/D} = = =
PID) Pl(AMD)w{BM DU (CHD) |

P(B N D} =
PIAND] +P(B N D)+ PICND)

N P(B)-P(D/B) =
Pial-P(O/A) + PIB)-PID/B) + 2{C)-PID/C]
40 2 S
= 120 100 = a0 = 80 = ___:Eﬁl
20 1 . 40 1 ., 60 3 20+80+180 280 | 7

120 100 120 100 120 100

1_5.5# Uﬂmﬂﬁdmu transporte pablico explota tres lineas pnrﬁﬁmdh una gran ciu-
d con arreglo al siguiente reparto de recursos: el 60% de los autobuses cubre el servicio dela primers

ll‘nu,ll au!:ml‘:nﬂ sarvicio de la sequnda Irruiv el 10% al de la tercera linea. Un -rmdludﬂ‘ﬂwm
wnhntnwmﬂtuhw que la probabilidad de que, disriaments, un nuhhﬁ:ﬂﬁamnnufaudul 2%
nlnpﬂmmﬂmdql 4% en la segunda linea y del 1% en la tercera linea.

‘a) ciullnrhpmhahilidlddnqun,mundh un autobis, sufra averia.

:b‘] thim'rdﬂ quuun mmﬁﬁuhwﬁiﬂunm-h, hallar la pl'obdﬂlldad de que hlm hruta dl la
primera linoa.

fUniv. de Safamanca, 1981)

d) Sea A el suceso “el autobis elegido es de la primera linea”, B “el autobiis es de la sequnda -
nea', C "el autobis es de la tereera linga™ vy D el autobis elegido se averia®™,

D=(AnDiuBnDiuCND) = PIDl=PlIANDIUBNADIUICND}) =

por ser lossucesos AND, BND y CND incompatibles dos a dos

FiD) = PIANDI + PIB ND) +PICN D) =P{A)-PID/A) + P(B) .P(D/B) + P(C).PID/C) =

= 0'6-0'02 + 0°3.0'04 +0'1.0°01 =0'D12 +0'012 + 0001 = |0'025 |
bl Supener que el autobds ha sufrido una averia equi- A B c
vale a restringir el universo al suceso D, o lo gue s lo mismo,
los casos posibles son los sucesos elementales de suceso D,y D AND BND cnb
los casos favorables de gue el autabils periengzca a la prime: e
ra [inea son los sucesos elementales de AMND
g 9]
PIA/D) = PiAND) _ PiA)-PID/A) _ 0'6-0'02 =
P{D) FiD} 0025
I D - S ey
= o025 - 25 - 2%
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16.55 En un sistema de alarma, la probabilidad de qus haya un incidente es de 0,1, Si éste se produ-
uhmmdﬂuuhﬂm&mu 0,95. La probabilidad de que mmum# )
ﬁﬂ:m&ﬂ bﬁ&ﬂlﬁfﬂmhmdﬁ:m;ﬂmﬂ#llmﬂidﬂdﬂwm haya habid

Und, de las [sfas Baleares, ISHH

Sea A el suceso "ha habido un incedente” y B el suceso “no ha habido un incidente™, 5§ el
suceso “la alarma suena” y N "la alarma no sue:

na', A 8
El saber que ha funcionado la alarma equiva- . )
le a restringir el universo al suceso S, v los casos fa- S SNA S8
vorable al sucesa a gue no haya habido incidente a " T
SMB:
]
P(B/S) = P(B M S} _ PiB M S _
P(5) PlISMA)U(SMB)
_ P{B NS _ P{B) -PIS)/B} _ 0.9.003 .
PISMA)] + PIB M 5] P{A)  PIS/A) 4+ P(B)-P(S/B) 0,1-095+09.003
P 2
95+27 | 122

13 53 mmuihﬁarﬁmnhﬁﬂwlnanﬁfﬂhﬂm por las maquinas A y B.sen 07 y
0 anmﬂumm. Laméquina A produce articulos defectuosos con probabilidad 0,02 yla B con
probabilided 0,06. Se observa un articulo y resulta ser defectuoso. Hallar la probebilidad de que haya si
do fabricado por la maquina A.

{Univ. oo Alicants)

Saber que el articulo es defectuoso equivale a
limitar los casos posibles a los articulos defectuasos
Los casos favorables a ser fabricados por la maguina
A sabiendao que son defectuesos son los del suceso
ACD

PlA T D) PlA T D]

PIA/D) = B : -
PO PIATND)w (BND)

B PL{A DY B
- PIAND) +PIB D}

P{A)-P(D/A) 0.7.0.02 414 | r]
" PIAl-.PID/A) - PIB).PID/B) D7.002-03008 14+18 32 |16

16.57 EnumMnhw 60 novelas y 20 Iihrmdlpumi. Una persona A elige un libro al
ﬂvqilaﬂmtﬂ#?ﬁioliwmhmﬂmmﬁnmwm B slige otro libro al azar,
a) J.Guilulupmhlbilid!ddnwul- libro seleccionado por B sea una novela?
b) Sisesabe que B eligid una novela. {cudl es la probabilidad de que el libro seleccionado por
A saa de poesia? '-
(Uriiv. te Oviedal
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al  Sean: Ay elsuceso A elige un libro de novela”, A, “A elige un libro de poesia” y B,
8 elige un libro de novela’, Nos piden |la probabilidad del suceso (A, N By U mF"" B, ). siendo
A, 7B, vy A, N B, sucesos incompatibles:

PLIAG" By Ju AL B, )] = PIA, M B )+ PIA, 7 B )= PIA, ) -PIB, /A, )+ PIA, 1. P(B, /A, )=
_60 59 20 60 _ 4740 _([237

80 79 BO 79 6320 |316

b} Elsaber que B eligit novela equivale a restringir el espacio muestral al suceso:

(A, "B 1w A, 7B, |, v el suceso de los casos favorablesa que A haya seleccionado un libro de poe-
sla al suceso A, T B, :
PlA, B, PIA,) -P(B, /A, |

P(A, /B, ) = = =
Gk PIIA, MBI (A, MBI~ PLAG)-PIB, /A, )+ PIA,)-PIB,/A, )

20 &0

" B0 79 _ 1200 _ Eﬂ[
60 59 20 B0 4740 [237

80 79 80 79

':"="-E'._ p -
? 2 -

flUniv. de las Islas Baleares)

Sea D el suceso: "oye & despertador™, y D “no oye el despertador”: PID) - 0.8 = PID) -
- 1-08-=-02
Sea E el suceso: "‘resiiza el examen”, y E “no realiza el examen’’.

PIE/D) = 09 => P(E/D) = 0.1 E E

FIE/D} =05 = P(E/D) =05

] DME ( onNE
a) Sirealiza el examan, los casos posibles que- e
dan reducidos al sucesa E vy los casos favorables a
que haya oido el despertadora (D E}; = = m

3] DNE DNE
P(D/E) = PIDOE) _ r-f_m NE)_ —
PIE) P[ID7E)u (DT E)
= PID 7 E) - P(D}-P{E/D) ___ 0809 _72 _|36
PIDTEl+PIDTE]  PIDI-P(E/D)+ P(D).P{E/D) ©0,8.08+02.05 82 |41
bl P(D/E] =P:D_r~ El _ F{Eif" E}_ - P_fm-PqEIEH —
PLE} PLD M Ejw (DM E) P{D}.P(E/D) + PID)- P{E/D)

- 0205 _=_1_g=‘__5_
0801-:0205 18 |9
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fUriv. de Valladolia)

a) Sea A ol suceso “'sa abre gl cajén numera 17, B el suceso "se abre &l cajdn namero 27,
O el suceso “se extrae una moneda de oro™ y N &l suceso "se extrae una moneda de plata”.

1 3
PIE ™ — i = — e — =
{B ™ O} =P{B) -PID/B) 3%

kbl El saber que se ha extraido una moneds de oro equivale a reducir 8l espacio muestral al suceso
(ANQL {BNA), y el suceso de los casos favorables a abiric el cajén numere 1 sabiendo que se ha ex -
traido ung moneda de ora al suceso A 0 0:

PlATO)

PIAIO) = S iAol (B 0N

v por ser los sucesos ATO y BT O incompatibles:

_ PlANOY PIA)-PIO/A) -
PIAD) = o ST~ PIB 7 0) ~ PIAI PIO/AI- PB)-PIO/B] _ 1

B3

{ldmiv. cfe Lo Laguna — Tenprife)

Sean A, By C los sucesos: “se elige el llavero A", “se glige gl llavero B y “se elige al llavero
C”, v S el suceso "'se elige la Have gue abre el trastern’.
8) Seacertard con s llave siserealizael sucese T = (A7 S)w (B S)w (C7 58], de donde:

PITi = P[IAT S)u (B S)u (C1 S}

y porser lossucesos ANS, BMS y CrnS incompatibles dos a dos:

PIT) =PIATS) + P(B 8] + PICT S) = PIA] . P{S/A} + P{B) -PIS/B) + PIC) -PIS/C) =

_1 1,11 1.1 _7B+58+57 56+40+35 ;El
338 3T I8 3-5-7-8 B840 B40
= = 1 7 _[71
b B(C MS)=PIC) P = et =l
) (€ 71S)= PIC) P(S/C) = 3 HI

el El saber que la llave escogida es la correcta equivale a restringir el espacio muestral al suceso
T. v el suceso de los casos favorables a que la [lave pertenezea al llavero A al suceso A S
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1
PIAT™S) _ P(A].PIS/A) _ 3 5 _ B4O
1

P = =i
LSy P{T] PIT) 13

oniendo qu (a riaueza os independiente dol sexo, calcular:
8] Las probabilidades qus faltan en fa tabla

| , Rico/a Pobre Total
| g Hombre += = 0,607
Mujer _— = 0,393

|, Total 0,002 —

b)  La probabilidad de que sabiendo que una persona no es pobre que sea hombre,

¢} Laprobabilidad de que una persona sea rica o mujer.
fUniv. de Cardoba, 1991)

al Sea H el suceso “la persona es hombre”, M "“es mujer””, R “esrica” v R “es pobre”

Lossucesos B y R son contrarios: PIR) =1 — PIR) = 1 —0.,002 = 0.998
Por ser la rigueza independiente del sexo: H esindependiente de R vy R,y Mesindependien
tede R v R:
FlHNR)= P{H)-PIR) = 0,607.0,002 = 0001214
PiMNR)= PIM)-P{R) = 0,393.0,002 = 0,000786

H=(HNRIUHNR) J$ P(H) = PHNR)+PHAR) =
HARy HNR incompatibles 0,607 = 0,001214 + P(H N R) => P(H N R)=0,605786

M=(MMR)uU(MMR)
MMNA y MU R incompatibles

):} PIM) = PIMNR)+PIMNR)] =
0,393 = 0,000786 + PIM N R) = PIMMR)=0,392214

El cuadro de probabilidades serd:
| R : R | Total
|

H | 0001214 | 0605786 | 0,607

M 0,000786 | 0,392214 0,393

Total 0,002 0,898

k) Si una persona no es pobre es que es rica. Saber que una persona es rica equivale a restringir el
universo al suceso B, y los sucesos favorables al suceso de que sea hombre sabiendo gue es rica guedan
reducidos a los sucesos elementalesde H M R:

PIHNR) _ 0001214 _ rgans

PIH/R) = =
:I PiR) 0,002

e) PIR LU M) = P(R) + PIM) — P{R "M} = 0,002 + 0,393 — D.00786 = |0.38714 |
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16.62 Enuna manzana de casas hay 10 aparcamientos. En cada aparcamiento an
mmumwlmlmmdalqmammmlunm Si la probabilidad de que un aparca-
mh:mﬂmpndnnd- 0,4, se pide:

a)  Identificar y describir este modelo de probabilidad.
b} Calcular la probabilidad de gue en cierto dia se encusntren 8 automibviles aparcados.

(L niv. de Ovieda, 19917)

a} Esunaprobabilidadbinomialenlaque p=04 v q=1-p =086

10 10
b) () 04*067 = () 047087 = 122 00006553.036 = [00106158]

16.83 Explica cusl es la formula de fa probabilidad de que al lanzar 3 monedas bien construidas se
obtengan x caras. Supongamos shora que se han lanzado tres monedas bien construidas. Se pide:

a] {Cudl es la probebilidad de cbtener 1 cara?

b) {Cudl es Ia probabilidad de obtener 3 caras?

<) HMquuuhnhmdnunnﬁmﬂhwdlmM-hmmﬂdamdﬂr
mero de caras obtenido sea 17

({Univ. de Valencra, 1981)

Se trata de una probabilidad binomialen la que p =05 y =1 —p=0,5. La probabilidad de que
al lanzar tres monedas se obtengan x caras es:

3 . g g8
() t051r-10.87" = )ws’

3 . .
o (7) 080,57 = 3.0,5° = [0,375]
b) [;) (0.5)°10,5°= (0.5 = 0,125

c]  Suponer que se ha obtenido un nidmero impar de caras equivale a restringir gl universe a los
sucesos elementales de obtener un ndmero impar de caras. La probabilidad pedida es:

Prababilidad de obtener una cara _ 0,375 = [0.75
Probabilidad de obtener 1 cara o 3 caras 0375 +0.125 —

16.64 Una familia tiene 10 hijos. La distribucién por sexos es igualmente probable, Hallar la proba-
bilidad de gque haya:
~a)  Como mucho tres nifias.
b) Al menos una nifia.
¢} Al menos ocho nifios.
d) Al menos una nifia y un nifio, ; :
{Univ. de Lo Laguna, Tenerife, T997)

Tenemos una probabilidad binomial, en la que p = 0.5 esla probabilidad de que haya una niffa y
gq=1-—p= 05 esla probabilidad de que haya un nifa.
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e 10 10 10 1 g 10 2 & 10 3 r 2
o = () esres ™ () 08087+ (), ) 057 05+ () 057081 =

= (1+10+45+120)(0,5)'°= |0,171864

b}  El suceso contrario de "al menos una nifia™ es "los 10 son nifios”, de donde:

P, = 1— (1;") 05)°10,5)'° = 1- 05" = [0,9990235]

10
o P=(i )05+ (") 08" 05+ () 05705 (1+10+45) 05)'° =

c

= |0,054684

d)  El suceso contrario de “‘al menos una nifia y un nifio” es “todos son nifias o todos son nifios:

Po=1-(10) 581"~ (1)) 051°105)° = 1-2.(05)" - [0,298047]

Si la probabilidad de que un nacido sea nifio es p = 0,49, la probabilidad de que sea niflaes g =
=1-p=0,51.
a)  Por la formula de Bernouilli:
4
P= ( 5) (0.491°(051) = 4.0,117649-051 = 0,2400039 ~ 024
b} Si V, esel suceso “el nacido en | lugar es nifio” y N, el suceso “el nacido en | lugar es ni-
fia”, el suceso “los tres mayores son nifias” es B = (V, NV, NV NV UV NV, AV,UN,),  de

donde, por ser lossucesos V, NV, NV,NV, v V,NV,NV,NN, incompatibles, y los sucesos
Vv ‘u'.. i=j, y Vv Ni' i# j, independientes dos a dos;

P(B) = PV N VNV NV, + PV AV, OV AN = PIV, )PV, ) -PIVS) PV, +
+ P(V,1-PIV,) P(V,). P(N,}= 0,49.0,49.0,49..0,49 + 0,48-0,49.049.051 =
~ 0,057648 + 0,0600009 = 0,1176489 =

¢} El suceso contrario “de al menos dos nifios” es "tres o cuatro nifias",

g
|

B 4 3 4 _
® f= (3) *“*5”“"“-491—(4) (051" = 1 —4-(0,51) (0,49) — (051)* =

1-0,-0,067652 = 0,6723521 =
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La probabilidad de que elegida una persona sea favorable al politico es 0.2, y la probabilidad de
que sea desfavorable es 0,8,

al  (0'2)% = [0,000064 |
bl (0.8)%= [0.262144]

c) (E)iﬂm“ (0,8)° + (?){ﬂzi* {0,8)° + [ g) (0.2)710.8)*= (0.8)% + 6.0.2 - (0.8)° +

+ 15.{0,2)% (0,8)* = 0,262144 + 0,393216 + 0,24576 = 090112

Madrid, 1991)

b, iy —

Univ. de

Sea A el suceso “los cinco proyectiles dan en el blanco™, B el suceso “alguno de los cinco pro-
yectiles dan en el blanco™ y € “ninguno de los de los cinco proyectiles dan en el blanco™.

1 PlAl = (0.8)° = [0,32768]

2) Lossucesos B y C son contrarios.

PIC) = (0.2)° = P(B) = 1-P(C) = 1-{0,2)° = 1000032 = [0,99968

(Univ. de Barcelona, 1991)

Sea A el suceso “sale cara en alguna de las cuatro primeras tiradas'” , v B el suceso “sale cruz en
las cuatro primeras tiradas”'.
Los sucesos A v B son contrarios.

l"fBI=(-"‘,Ef}'t = PiAInT—~PlB}=1_51;= 1;
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{Univ. de Extremadura, ?9:9.-'

La probabilidad de que un cerrojo elegido al azar sea defectuosoes p = 0,2, y de que no sea defec-
woso: g= 11— p=028. Tenemos una probabilidad binomial.

a) (:) 0,2)"(0,8)° = 4.(0,2) (0, 8)* = [ 0,4096 |

b} Podrd haber 0,1 & 2 defectuosos:

(5)0.2° 0.8 + (1) 0.2 0,87+ (5) 027 087 =

=1.(08)* + ﬂ,dﬂsa+%{ﬂ,2}’{ﬂ,ﬂ]’ — 0,4096 + 0,4096 + 0,1536 = | 09728

{Univ., de Las Paimas de Gran Canaria, 1997)

Popov ganard si;
— gana las cuatro siguientes partidas: P, = (%}
— gana tres de las cuatro siguientes partidas y la sexta: P, = (4) (l ) 1)11
— tres de las cinco sigulentes partidas y la séptima: P, = (E) (l= lz 2
Lol 8 PRNGERRRERE TeZ\y 2 2 2
B 3 3
— pgana tres de las seis siguientes partidas y la octava: (3) {%) (%) %—
— gana tres de las siete siguientes partidas y la novena; (? J -‘-}3 {i). 2
-8 ' al\z) 12/ 2
La probabilidad pedida es la suma de todos los resultados anteriores:
1 1,543 1, 6541  7.65 1 4 k! 2
= 44— =0 ) —+ — = — {2+ 4.2+ 10-27+20.2 + 35)
24 25 1.2.3 2 1.2.3 97 1.2.3 8 5 :
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COMBINATORIA

VARIACIONES. Dado el conjunto C de m elementos, |lamaremos variacion de orden n, a to-
do subconjunto de C formado por n elementos ordenados, considerando que dos variaciones son ais-
tintas cuando dffieran en alghn elemento, v si constan de los mismos elementos, difieran en el orden de
colocacion, (0< n= m).

Toda aplicacidn inyectiva del conjunto A =1{1,2,3,....,n} en el conjunto C= {ay085,000,8 )
determina una variacion de orden n de los m elementos de C sl se consideran (1), f(2),..., fin) en
este orden,

El nGmero de variaciones de orden n de m elementos lo simbolizaremos asi: VI, o Vo

'v; = mim=1){m=2)....(m=n+1)

"“".:. es igual al producto de n factores decrecientes a partir de m.

Vi=54=20; Vi=5.4.3=60; Vi=5.4.3.2=120

5i cada elemento de C puede figurar cualquier nimero de veces en una misma variacion. tendre-
mos |as variaciones con repeticin.

Toda aplicacidnde A = (1,2,3,....n} en C={a, 8y, ...,8 | determina una variacion con
repeticion de orden n de los elementos de C si se consideran (1), fl2),..., f{n) en este orden,

n puede ser menor, igual o mayar que m,

El nimero de variaciones con repeticién de orden n de m elementos lo simbolizaremos asi: RV,
o R VI'H..I'I

ST |
|RVA = m"|

PERMUTACIONES, Lasvariaciones de orden m formadas con m elementos, se |laman permuta-
ciones,

Dos permutaciones distintas estan formadas por los mismos elementos, difieren tan solo en el or-
den de colocacibn de éstos,

Toda aplicacién biyectiva del conjunte A= {1,2,... , m} enel conjunto C= (3, a,,..., a_!

determina una permutacion de los elementos de C si se consideran {1}, #(2),..., fim) en este orden.

El nimero de permutaciones de m elementos lo simbolizaremos por: P_

IPm =_m{m—li im—2}....3:2.1 = ml|
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Permutaciones con repeticion de melementosentre los que hay o iguales entre si, otros [ iguales
entresi , ..., otros A igualesentre si, son losdistintos grupos ordenados de m elementos, considerando
que dos grupos son distintos cuando difiere el orden de colocacién de los m elementos.

Su nimero lo simbolizaremos por Pfﬂr-ﬂ-"'r*"‘

| pouf ko ___mi
Fm al Bl A1)

COMBINACIONES, Dado un conjunto de m elementos, llamaremos combinacion de orden n, a
todo subconjunto de C formada por n elementos.

Lawvaracion {a, b, e} |3 reprozentaremos por abe o la, b, e).

Dos combinaciones son distintas cuando difieren en algan elemento, El orden no se considera,
El nimero de combinaciones de orden n de m elementos lo simbolizaremos asi: C] o C_

cn o= m| _m!rn—~1}{m —2} e im—n+1)
(™™ nl (m=n} nt

2.5.4 _ p1-54.3 . 85432

=it =10 ; Cf=TSE =0 Bf=ieact =6

Combinaciones con repeticidn de m elementos de orden n, son |os distintos grupos de n elemen-
tos , distintos o repetidos, elegidosentre los m dados, considerando que dos grupos son iguales cuando
estidn formados por los mismos elementos repetidos igual nimera de veces,

Su ndmero lo simbalizaremos por RC? o RC_

[Hcl: = c:'ntnv-il
NUMEROS COMBINATORIOS. Son los de la forma: -—L
nl - im=n}l
Se simhaoliza por (:) y selee: m sobre n.
{’") g T
n nl {m—njl
Propiedades:
c" = {"")
n
_ ml . i ~
[:ﬂ J = 1 (por convenio 0! = 1)
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POTENCIA DE UN BINOMIO,

(a+b)"=a"+ {:) @b+ (:) a7+ "'(:) R (r.n_1)ab"“+b“

Esta férmula se llama binomio de Newton. Los coeficientes equidistantes de los extrernos son iguales.

Hallando uno de los coeficientes: ( :) el siguiente es ( ) i [ ] n-i-ljl

Cuando n no es elevada, los coeficientes de {a+b)" secaIL,,,,(, } n + Inente por el siguiente cua-
dro llamado tridngulo de Tartaglia:

n=1 1 1
n=:2 T & 1
n=23 T 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=2>5 1 & 10 10 &8 1

fue se obtiene escribiendo en primer lugar las dos oblicuas 1, 1, 1, ... Después, cada nimero es igual a
la suma de los dos que tiene encima,

a +bBf'=a+b

(a + b)* =a® +2ab +b°

la + b= a® + 3a%b + 3ab? + b*

(a + b)* =a* +4a’p + 6a’b? + 4ab® + b*

fa +b)® =a® + Ba*b + 102%b? + 10a?b® + Bao* + b°
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Definicion de las funcionas trigopmétricas:

SEN &

CO%

19 o

Y ) r
= - COSEC (8 = =
r y
» r

= 2BC o = = -
r »
X
_E mg‘h = —
X ¥

FORMULAS DE TRIGONOMETRIA PLANA

— para dngulos menores de 90° (de un tridngulo rectdngulo)

ena

COS O

g o

cateto uEuesm

hipotenusa

c
a

cateto adyacente
hipotenusa

Ll -

__catelo opuesto
cateto adyacente

Tin

Un cateto es igual a la hipotenusa por el seno del dngulo opuesto.
Un cateto es igual 2 la hipotenusa por el coseno del dngulo comprendido.

Valor del seno, coseno v tangente de los dngulos mas usados:

0 . L/ . LS
6 4 3 2
o" 30° 45° B0O® 90°
1 VE V3
a = = 1
sen > 2 2
©Os 1 ‘E ﬂ 1 o
2 2 2
'3 —
tg 0 \'3—3 1 + 3 o

Relacibn entre los valores de las funciones de dngulos complementarios, suplemantarios, etc.

90% —a | 180°—o — 90" + a 180° +a 270%—a 2707 + &
sen cos o BN o —5Er o cos o —sen o — CO0s o — £0OS o
oos SEMN o I—ms o COS O —SEN O — COS & — 58N & | sen o
tg ctg o — g O | —tg o —ctg o e o cig o | —tg O
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RN

bje

¥ = sen

'l

Y =COs X

X

y=1gx
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Farmulas més usadas.

52N x
senisx + cos?x = 1 ; tgx = 2 1+1g°% =
cos x cos? x
sen (& + ) = senk.-c0s5 ¢ + COSX.SBNY (R Y
sen {x— y] = S®nx.CcO0Sy — COS X 52Ny {2)
cosix +y) = cosx cOSy — SBN - -seny 131
cos(x—y] = cOSx:.-005 y+ 58N x-5eny f4)
tg x -+ tg v . _ lgx—1g ¥
f3e + = —f—=t. {§ ! wix—y) = ————-
ta vl 1—1tgx-1gy g 1+tgx -tgy

haciendo vy = x

en (1), {3} v (5):

sen 2x = 2s5an x-cos %

mgzkimf;;sh (6
cos Zx = cos®x—sen’x = Jeos?n —1 =1-2men‘x =
sentx = 1%._.&52:‘ (7
'ztgE
1—1 1 —1 " M+
g x g 2
Eseng-ms%
san ¥ = 2 sen ~ ms% = : [dividiendo numerador vy denominador por
2 cos? 2 4 ogen® X
2 2 cos® X
2
21g 2
s8N x = 2 {9
1+ 2
93
2 X 2 X R
o5t — —sent — 1—tg" =
2 . x 2 2 8 2
£os X = gos” 5 — " o = =% px=1+123 {10
oos” — + sen” = g =
2 2 2

Transformacion de fa suma, o diferencia, de senos y cosenos en praducto :

Sumande y restando (1) vy (2], (3} v (4]

san (x + vyl
sen (x —yl
cos (x + y)

cos (x + y)

+ sen (% —yl

— R [(X—y)
+ cos (% — vyl
— co% (% — vy

2
2
2.

-2

B ¥ - OS5 Y (11}
Xy =8
COS X -58n y {(12) hacienda =
Lk R
COS X -C05 ¥ (13} ek
_A+R _A—-B
SBM X 580 W (14) "= 2 At e 2
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de donde:

sen A +senB = 2.sen 2+ B o A8
2 2
sen A—sonB = 2.cos DV B on A8
2 2
msA+msE=2-msA+E-ms A—3
2 2
cos A — cosB =-2.sen 'ﬂ';B-sen A; L

Transformacién del producto de senos y cosenos en suma:

(15}

(18]

ti7)

(18)

De (11} Sen X -co0sy = %(sen (x+y) + EI‘H!-‘H}
(13}: COS X-COS8Y — zl{mi{x+v:l +msl!n—1.r|']
(14} : sen % senv—'%{mstx-w-ms{x+v]}

Otras formulas de interés:

(19

(20

{21}

APENDICE 475

sen {a+b+cl =sena.cosh-cosc +senb.cosa-cosc+senc.cosa-cosbh —sen a-sen b-sen ¢

cos(a+bh+cl —cota cosbh.cose —sena.senh.-cosc—sena-sene-cosh —senb.senc.coga

g la

tgat tgb+tgec —tga-tgb-19c

+ b+l
l-tgatgb—-tga-tgc—tgb. 19 ¢

sen 3x = Fsenx.-costx —senx = Jsen x—4 senx

cos3x — cos” —3sen“x.cosx = dcos’x —Jcos x

g 3x

3tgx ~tg°x

1—3tg"x

endx = ([§senx—B=n'wl cos x

cosdx = Boos® s B = 1

tg 4x =

43z -#'-‘.'1.'*:1

'I--Etg::—g'::
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Funciones trigonometr iCas INVersas.

Funcibn arco seno:

drc 8n K

Funcion arco coseno:

y = oafC CO5 X

xE1=11]
=

arc cos x

Funcion arco tangente:

Vv = arcigx X =1g ¥y
mu

cR el =
’ vel3 5[

o —m +

"

I - 0 / L=

arcig / 2

P [ — .
Propiedades.
greser [— %) = —arcsen x ¥Yxe|-1.1]
arcsenx +arccosx = - YaeE|-1,1|
afctg (— =) =—arcigx ¥« <R
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[ETE

wals |

arcigx +arcig LE9
®

si x>0

I

PIjm, Ma|m™

si x< 0
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